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Ubungen zur Elementaren Zahlentheorie (8)

Fiir ungerade Primzahlen p gilt:
(a) (2)=1 <= p=+1(mod12)

(b) (53) =1 < p=1,7(mod 12)
(¢) (3) =1 <= p=+1,411(mod 20)
(d) (§) =1 < p=+1,+5(mod 24).

Sei b € N>3 ungerade mit Primfaktorzerlegung b = p; - - - p,. Fiir zu b teiler-
fremde ganze Zahlen o definiere das Jacobi-Symbol durch (%) = ];_, (). Man
zeige, dass dies nur von der Restklasse von a mod b abhéngt und ein Charak-
ter (Homomorphismus) auf den primen Restklassen mod b ist (mit Werten in
{£1}). Ferner zeige man:

() () = (=1)C=b72

(b) (3) = (=1)*" =7,

(Auch das Quadratische Reziprozitéitsgesetz gilt entsprechend.)

Sei p # 2,3 eine Primzahl.

(a) Ist die Kongruenz X* = —1 (mod p) 16sbar in Z, so ist p = 1 (mod 8).

(b) Ist X(X + 1) = —1 (mod p) 16sbar in Z, so ist p = 1 (mod 6).

Gilt in (a) oder (b) auch die Umkehrung ? - Man prézisiere gegebenfalls die
Aussagen.

Sei p = 1(mod4) eine Primzahl. Man zeige, dass die Darstellung von p als
Summe von 2 Quadraten in N eindeutig ist, d.h., aus p = a* + b? = aZ + b3 mit
natiirlichen Zahlen a, b, ag, by folgt {a,b} = {ag,bo}.



