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Aufgabe 1:
Seien G, H Gruppen und sei ϕ : G −→ H ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen Sie:

a) Ist U eine Untergruppe von H, dann ist ϕ−1(U) eine Untergruppe von G.
b) Ist U eine Untergruppe von G, dann ist ϕ(U) eine Untergruppe von H.
c) ϕ ist genau dann injektiv, wenn ker(ϕ) = {e} gilt.
d) ϕ ist genau dann ein Isomorphismus, wenn ϕ bijektiv ist.
e) Ist ϕ surjektiv, dann liefert die Abbildung U 7→ ϕ−1(U) eine Bijektion zwischen der

Menge aller Untergruppen von H und der Menge aller derjenigen Untergruppen von
G, die den Kern von ϕ enthalten.

Aufgabe 2:
Sei V := R2 und G := GL(V ) die Gruppe der Automorphismen von V . Wir wählen ein
regelmäßiges Sechseck S ⊆ V zentriert in 0.

a) Zeigen Sie, dass die Menge D6 := {g ∈ G | g(S) = S} eine Untergruppe von G ist.
b) Bestimmen Sie explizit alle Elemente von D6.

Solche Invariantengruppen Dn von regelmäßigen n-Ecken heißen Diedergruppen. Ist Dn

eine abelsche Gruppe?

Aufgabe 3:
Sei G eine Gruppe und H 6= ∅ eine Teilmenge von G. Auf G × G sei eine Relation ∼
definiert durch

g1 ∼ g2 :⇔ g1g
−1
2 ∈ H.

Zeigen Sie:

a) Die Relation ∼ ist genau dann eine Äquivalenzrelation, wenn H eine Untergruppe
von G ist.

b) Ab jetzt nehmen wir an, dass H eine Untergruppe von G ist. Dann sind die Äqui-
valenzklassen von ∼ gerade die Rechtsnebenklassen Hg von H in G.

c) Es existiert eine Bijektion zwischen der Menge der Rechtsnebenklassen und der
Menge der Linksnebenklassen von H in G.

d) Die Menge der Rechtsnebenklassen von H in G bildet mit der repräsentantenwei-
se definierten Multiplikation genau dann eine wohldefinierte Gruppe, wenn H ein
Normalteiler von G ist.

Aufgabe 4:
Seien G, H Gruppen und ϕ : G −→ H ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen Sie, dass es
dann genau einen Isomorphismus ϕ : G/ker(ϕ) −→ ϕ(G) gibt, so dass ϕ(ḡ) = ϕ(g) für
alle g ∈ G.


