Mathematik fir Physiker III & IV

Vorlesungszusammenfassung
VERSION VOM 2 AUGUST 2010

1. Differentialrechnung

1.1. Metrische und normierte Raume

In dieser Vorlesung bezeichnet IK entweder IR (Korper der reellen Zahlen) oder € = {u+iv: u,v € R}
(Korper der komplexen Zahlen). Wir schreiben weiter IN := {1,2,3, ...} fiir die Menge der natiirlichen
Zahlen, Z fiir den Ring der ganzen Zahlen, Q fiir den Korper der rationalen Zahlen. Ferner: R>, =
[a,c0). Um die Begriffe “Abstand”, “Konvergenz”, “Umgebung”, “Stetigkeit” etc., die man aus der
Theorie der reellen Zahlen kennt, auch auf andere Mengen zu verallgemeinern, beginnen wir mit den

folgenden fundamentalen Definitionen.

Definition 1.1.1. (Metrischer Raum) Es sei X eine beliebige Menge. Eine Abbildung d : X x X —
[0,00) C R heiflit eine Metrik oder eine Abstandsfunktion falls fiir alle x,y,z € X die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

M1) dx,y)=0. <= x=y

(M2) (Symmetrie) d(x,y) = d(y, x)

(M3) (Dreiecksungleichung) d(x,y) + d(y,z) > d(x, )

Eine Menge X zusammen mit einer Metrik d nennt man einen metrischen Raum.

Definition 1.1.2. (Normierter Raum) Es sei V ein IK Vektorraum. Eine Abbildung v : V — [0, c0)
nennt man ein Norm, falls fiir alle x,y € V und A € K die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(N1) v(x) =0 <= x=0

(N2) v(Ax) = |A|v(x)

(N3) (Dreiecksungleichung) v(x + y) < v(x) + v(y)

Man schreibt oft ||x|| statt v(x). Ein Vektorraum zusammen mit einer Norm, (V,|| ||), nennt man
einen normierten Vektorraum. Gilt statt N1 blol v(0) = 0, so nennt man eine solche Abbildung eine
Halbnorm auf V.

Aus den Normaxiomen folgt die sog. umgekehrte Dreiecksungleichung
VxyeV ) —vy)| = vix—y)

Definition 1.1.3. (Skalarprodukt) Es sei V ein IK Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf V ist eine
Abbildung & : V x V — IK mit den folgenden Eigenschaften:
(H1) Falls K = IR, h ist IR-bilinear und symmetrisch,
oder,
(HT") falls IK = €, h ist hermitesch, d.h., fiir alle x;,y; € V, A;,u; € C gilt:

WAy x1 + piyr, axo + poy2) = A oh(x1, x2) + Aipoh(x1, y2) + HiAh(yy, x2) + Tpoh(y1, y2)
h(xy, x2) = h(xz, x1)
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(H2) (positive Definitheit) Fiir alle x € V gilt A(x,x) > 0
(H3) (keine Entartung) h(x,x) =0 <= x=0
Man schreibt oft (x,y) statt h(x,y).

Bemerkungen.

e Ein Skalarprodukt auf V definiert auf V eine Norm durch [[v|| := [[v||; |y := \/(v,0).

e Eine Norm auf V definiert durch die Vorschrift d(v, w) := d (v, w) := ||v — w|| eine Metrik auf V.
e Es gibt Normen auf Vektorrdumen, die von keinem Skalarprodukt induziert werden konnen und es
gibt Metriken auf V die von keiner Norm || || herkommen.

Fiir Vektorraume mit einem Skalarprodukt gilt die
1.1.4. Cauchy-Schwarz Ungleichung

YoweV (v, w)| < Jo]| - |||

wobei die Ungleichung strikt ist wenn v und w linear unabhiingig sind.

Beispiele 1.1.5. Essei N := {I,...,n} oder N = IN. (Beweise fiir (b) — (d): Ubungsaufgaben)

D _— . _JO0 fallsx=y . . :
(a) Essei X eine beliebige Menge. Dann ist ds(x, y) := { 1 falls x # die sog. diskrete Metrik
auf X.
(b) Fiirjedes p € (0,00) die Menge der N -Tupeln (dquivalent, die Menge der Abbildungen N —
K)

EP(N) = { (e = Y [x(R)|P < o0},

keEN
versehen mit der komponentenweise Addition ur}d Skalarmultiplikation, ein IK-Vektorraum. Fiir
p € [1,00) macht [|(x(k)[| := (D en [X(0)|P) P aus {P(N) einen normierten Raum.
(¢) Aufdem IK-Vektorraum C°([0, 1]) der stetigen Funktionen auf [0, 1] ist durch

£ lloe = 1lflli0.11 == suPyefo 1y [F ()]
eine Norm erklirt: die sog. Supremumsnorm. Analoge Konstruktion macht man auch fiir
€(N) == {(x() = supjey [x())] < o0}

(d)  Spezell fiir p =2 ist ((x(k), (y(k)) := > x(k)y(k) ein Skalarprodukt auf £*(N).
keN
Falls N = {1,...,n} soist ((>(N),{ , )) der wohlbekannter Vektorraum IK", versehen mit dem
euklidischen Skalarprodukt (¥,7) = Xjy; + -+ + Xpy,. Wir schreiben d, fiir die induzierte
euklidische Metrik auf IR".

() Jede Teilmenge Y C X eines metrischen Raumes, zusammen mit der eingeschrinkten Abstands-
funktion d : Y x Y — [0, 00), ist ein metrischer Raum. Wir nennen ein solches Paar (Y, d|y)
einen Teilraum von (X, d). Auch das endliche kartesische Produkt X; X - - - X X}, von metrischen
Rédumen kann mit einer metrische Struktur versehen werden, z.B., sind

D((X1 e Xn)s U1, oY) = Y dj(xjyj)  oder 15((x1,...,xn),<y1,...,yn)):m;lx{djuj,yj)}
J

Metriken auf X; x --- X X, (die topologisch dquivalent im Sinne von 1.2.6(c) sind).

(f)  Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist d(x, y) := min{d(x, y), 1} ebenfalls eine Metrik auf X . Die
Topologien (sieche Bemerkungen bevor 1.2.3) erzeugt durch d und d sind gleich. d ist jedoch
beschrinkt auf ganz X.
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1.2. Offene und abgeschlossene Mengen, Konvergenz und Stetigkeit

Die offenen Intervalle in IR sowie deren beliebige Vereiningungen waren von fundamentale Bedeutung
fiir die Analysis auf IR. Analoge Begrifte lassen sich auch fiir beliebige metrische Raume definieren.

Definition 1.2.1. Es sei (X, d) ein metrischer Raum.
(a) Eine (offene) metrische Kugel um x € X mit Radius r > 0 ist die Teilmenge

B,(x):={y € X :d(x,y) <r}

(b) Eine Teilmenge U C X heifit eine Umgebung des Punktes x € X falls eine Kugel mit positiven
Radius r existiert, so dass B.(x) C U gilt.

(c) Eine Teilmenge W C X heifit offen falls sie eine Umgebung aller in W enthaltenen Punkte ist.
Insbesondere ist die leere Menge & eine offene Teilmenge in (X, d).

(d) Eine Teilmenge A C X heillt abgeschlossen falls deren Komplement A€ := X ~\ A offen ist.

Theorem 1.2.2. Es sei (X,d) ein metrischer Raum.
i Jede Kugel B,(x) C X ist eine offenen Teilmenge.
ii Jede offenen Teilmenge W C X ist eine Vereiningung von Kugeln: W = UjeJ B, (x)).
iii Beliebige Vereiningungen offener Mengen sind offen. Endliche Durschnitte offnener Mengen sind
offen.
iv Beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen. Endliche Vereinigungen
abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

Bemerkungen.
o Jeder metrische Raum ist hausdorff, d.h., fiir je zwei verschiedene Punkte xj, x, € X gibt es Umge-
bungen U; von x; und U, von x; mit Uy NU, = .

e Jede offene Teilmenge U C X eines metrischen Raumes 146t sich als eine (i.A. unendliche) Vere-
iningung von Kugeln mit verschiedenen Radii und Mittelpunkten darstellen: U = | i Br(x)).

e Die Menge diejenigen Teilmengen von X, die offen sind, bilden die sog. topologische Struktur oder Topolo-
gie auf X . Diese Menge kann als eine Teilmenge 7  der Potenzmenge 2% (d.h. die Menge aller Teilmengen von
X)) betrachtet werden. Ohne den Umweg liber metrische Rdume definieren Mathematiker den Begriff der Topolo-
gie in die folgende Art und Weise: Eine Topologie 7 auf einer Menge X ist eine ausgezeichnete Teilmenge
T c 2%, die die folgenden Bedingungen erfiillt:

(T 9,XeT.

(T2) Beliebige Vereinigungen | J i Uj von Elementen U; aus 7 liegen wiederin 7 .

(T2) Endliche Durchschnitte ﬂ i Uj von Elementen U; aus 7T liegen wieder in 7 .

Eine Menge X zusammen mit der Menge 7 von Teilmengen von X, die die Bedingungen (T1) — (T3) erfiillt,
nennt man einen topologischen Raum. Man bezeichnen die Elemente aus 7 C 2% als die offenen Teilmengen
in X . Ausgehend von 7 lassen sich die Begriffe “offen” (per definitionem), “abgeschlossen”, “Haufungspunkt”,
“Rand”, “Konvergenz”, “Stetigkeit” etc. (siehe unten) ebenfalls problemlos definieren. Die so erhaltenen Klasse
von beliebigen topologischen Rdumen ist wesentlich groler als die metrischen Raume (X, d), deren Topologien
wie in 1.2.1 konstruiert wurde. In dieser Vorlesung werden wir auf diesen allgemeineren Standpunkt aber weit-
gehend verzichten und uns hauptsidchlich mit den metrischen Riumen beschiftigen. Die von einier Metrik d auf
X induzierte Topologie, d.h., die Menge 7 aller offenen Teilmengen von X, bezeichnen wir als eine metrische
Topologie.

o Jeder Teilmenge A C X eines metrischen Raumes (X, d) ist selbst ein metrischer Raum. Genauso
ist jede Teilmenge A C X eines topologischen Raumes (X, 7x) selbst ein topologischer Raum mit der
sog Relativtopologie Ty := {UNA: U € Tx}.

Definition 1.2.3. Essei C C X eine Teilmenge eines metrischen Raumes.
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(a) Einen Hdufungspunkt von C nennt man jeden Punkt y € X, fiir den gilt
V&> 0 Bg(y) N X enthilt Punkte aus C ~ {y}.

(b) Einen Randpunkt von C nennt man jeden Punkt y € X, so dass fiir jedes & > 0 die Kugel B.(y)
sowohl Punkte aus C als auch Punkte aus X \ C enthilt.

Man bezeichne mit Hp(C) die Menge aller Hiufungspunkte und mit dC die Menge aller Randpunkte
von C.

(c)  Der Abschluss M von M C X ist definitionsgemiB die Menge M := ﬂ A

ADM
A abg

Gilt fiir eine Teilmenge M C X M = X so heiBt M dichtin X. Beispiel: Q = IR

(d) Jeder Punkt x € C, fiir den C eine Umgebung ist, nennt man einen inneren Punkt von C. Die
Menge aller inneren Punkte von C, das sog. Innere, oder der offene Kern von C, bezeichnet
man mit int(C) (oder C°)

Lemma 1.2.4. Es sei (X,d) ein metrischer Raum und M C X eine beliebige Teilmenge. Dann gilt
i M=MUHpM)=MUJM).
ii Misoffen <— M=int(M) < MNIM =0
iii OM = M ~ int(M)

Definition 1.2.5. Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Eine Folge (x,),en aus X konvergiert gegen y € X falls fiir jede Umgebung U(y) von y ein
N = Ny € IN existiert, so dass x, € U(y) fiir alle n > Ny. Wir schreiben dann lim x, = y
oder einfach nur x, — y. e
Aquivalent umformuliert: V&e>0 3N =N, € IN sodass d(x,,y) <& fiiralle n > N,.
Konvergiert eine Folge (x,) (aus X) nicht gegen einen Grenzwert (in X ), so sagt man, dass sie
divergent (in X) ist.

(b) Eine Folge (x,),en aus X heiBit eine Cauchy-Folge falls fiir jedes € > 0 ein N = N € IN
existiert, so dass d(x,, x,) < ¢ fiir alle m,n > N gilt.

Eine Cauchy-Folge in (X, d) muss nicht konvergieren. Z.B. ist in (Q, d,) die rekursiv definierte Folge

Xm+1 := Xm/2 + 1/x,, mit x; = 1 eine Cauchy-Folge ohne einen Grenzwert (in Q).

(c)  Ein metrischer Raum (X, d) heiB3t vollstindig falls jede Cauchy-Folge (x,) aus X gegen ein Ele-
ment aus X konvergiert. Ein normierter Raum (V; || ||), der bzgl. der induzierten Abstandsfunk-
tion d) || vollstdndig ist, heiBt ein Banachraum. Ein Vektorraum versehen mit einem Skalarpro-
dukt, der vollstiandig bzgl. der induzierten Metrik d; y(x,y) = \/(x —y,x — y) ist, heibt ein
Hilbertraum.

Aus der Vorlesung in dem ersten Semester sollte bekannt sein, dass IR und C, versehen mit der euklidi-
schen Metrik d(x,y) := |x — y|, vollstindig sind.

Eine divergente Folge (x,) aus X kann konvergente Teilfolgen (x,,) besitzen: Z.B. ist die Folge
(x,) == ((—1)4,i") in € x C divergent, aber die Teilfolgen (xii4x), (X2+4k), (X31+4%) und (x4x) kon-
vergieren (als konstante Folgen) in C2.

In einem metrischen Raum (X, d) kann von jeder Teilmenge M C X der Durchmesser ermittelt wer-
den:
diam(M) := sup d(x,y) € [0,+o0]
x,yeM

Man sagt, dass M bzgl. d beschrdnkt ist, falls diam(M) < oo gilt.
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Definition 1.2.6. (Stetigkeit) Es seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume.

(a) Eine Abbildung f : X — Y heilt (folgen)stetig in x € X falls fiir jede Folge (x,) aus X mit
lim x,, = x die Bildfolge (f(x,)).en gegen f(x) konvergiert. Eine Abbildung f : X — Y heilit
(global) stetig falls sie stetig in jedem Punkt x € X ist. Fiir die Menge aller stetigen Abbildungen
X — Y schreiben wir C%(X,Y).

Besonders wichtig sind die Abbildungen, die die topologische Struktur von metrischen Raume iso-
morph erhalten:

(b) Eine Abbildung f : X — Y heillit ein Homdomorphismus, falls f stetig, bijektiv und die
Umkehrabbildung f~' : ¥ — X ebenfalls stetig ist.

(c) Esseien d; und d, zwei Abstandsfunktionen auf der Menge X. Man sagt, dass (X, d;) feiner
als (X, d,) ist falls die identische Abbildung Id : (X,d;) — (X,d;) stetig ist. So z.B. ist R,
versehen mit der diskreten Metrik ds aus 1.1.5(a), feiner als IR versehen mit der euklidischen
Metrik d,. Umgekehrt ist jedoch die identische Abbildung Id : (IR, d.) — (IR, ds) nicht stetig.
Ist die identische Abbildung 1d : (X,d;) — (X, d>) eine Homdomorphismus, so sagt man, dass
die beiden Metriken d; und d; topologisch dquivalent sind.

Lemma 1.2.7. (Eindeutigkeit des Grenzwertes) Sind y, und y, zwei Grenzwerte einer Folge
(Xp)nen in einem metrischen Raum (X, d), so gilt y; = y,.

Beweis: Es sei limx, = y; und limx, = y,. Angenommen y, # y;, d.h,, & := d(yi,y2) > 0.
Dann sind Bg»(y1) und Bgj»(y2) zwei disjunkte Umgebungen. Da aber wegen lim x,, = y; bis auf
endliche viele Ausnahmen x, € B.»(y;), so konnen hochsten endlich viele Folgenglieder x; in
B¢ /2(y2) liegen. Dann aber kann y; kein Grenzwert von (x,) sein, was den Widerspruch zu unseren
Annahme liefert. O

Lemma 1.2.8. (Stetigkeit und offene Teilmengen) Fine Abbildung f : (X,d) — (Y,dy) ist genau
dann stetig, falls das Urbild f~'(V) jeder offenen Teilmenge V C Y offen in X ist.

Beweis: “=-" Es sei f folgenstetig. Angenommen, es gébe eine offene Teilmenge V C Y, so dass
£~1(V) nicht offen ist. Dann gibt es einen Randpunkt x € f~!(V). Insbesondere gibt es fiir jedes
n € IN ein y, € By/u(x) \ f~Y(V). Dann aber limy, = x in X und wegen der Stetigkeit von f
auch lim f(y,) = f(x) € V. Dajedoch n.V. V offen ist gilt es f(y,) € V fiir alle n > N fiir einen
endlichen Index N. Fiir solche n-s gelte aber y, € f~'(V) im Widerspruch zu Konstruktion der
Folge y, .

“ =" Fiir jede offenen Teilmenge V C Y seijetzt f~'(V) offen und x € X ein beliebiges Element.
Wir zeigen, dass f in x (folgen)stetig ist. Da insbesondere fiir ein beliebiges £ > 0 das Urbild
von B(f(x)) offen ist, enthilt f~!(B.(f(x))) eine offene Kugel Bs(x) fiir ein 6 = §, > 0. Fiir
jede Folge (x,) aus X mit limx, = x gibt es dann ein N mit x,, € Bs(x) fiir alle n > N. Wegen
f(Bs(x)) C B:(f(x)) folgt dann d(f(x,), f(x)) < € fiiralle n > N. Da & > 0 beliebig klein gewihlt
werden kann, folgern wir, dass lim f(x,) = f(x) was zu zeigen war. O

Bemerkung. Um die Stetigkeit einer Abbildung f : (X, dx) — (¥, dy) zu zeigen, reicht es nachzuweisen,
dass das Urbild jeder offenen Kugel, f _I(B,]. (y;)), offenin X ist.

Definition 1.2.9. (Konvergenzmodi fiir Funktionenfolgen) Es sei f, : X — Y eine Folge von
Abbildungen zwischen zwei metrischen Rdumen und g : X — Y eine weitere Abbilung.
(a) (fn) konvergiert punktweise gegen g wenn fiir jedes x € X lim f,(x) = g(x) gilt.
(b) (fn) konvergiert (global) gleichmdfig gegen g wenn fiir je'(ligsoos > 0 ein Index N = N; € IN
existiert, so dass dy(f,(x), g(x)) < € simultan fiir alle x € X gilt.
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(c) (fn) konvergiert lokal gleichmdfig gegen g wenn fiir jedes x € X eine Umgebung U(x) C X
mit der folgenden Eigenschaft existiert: Die Einschrinkungen f, |y konvergieren gleichmiBig

gegen gy -

Lemma 1.2.10. Es seien X,Y zwei metrische Riume.
i Ist g: X — Y derlokal gleichmdfige Grenzwert einer Folge f, : X — Y von stetigen Funktionen,
so ist g ebenfalls stetig.
ii “f, — g konvergiert gleichmdflig” = “ f, — g konvergiert lokal gleichmdflig” = “f, — g
konvergiert punktweise”. Die Umkehrungen dieser Implikationen sind i.A. falsch.

Beispiel 1.2.11. Essei B(X,Y) := {f : X — Y : stetig sup, .y dy(f(x), f(y)) < oo} die Menge der
beschrinkten stetigen Abbildungen zwischen den metrischen Rdumen X und Y. Dann ist

d(f,9) = supdy(f(x), g(x))
xeX

eine Metrik auf B(X,Y). Die Konvergenz f, — f bzgl. der Metrik d ist genau die gleichmiBige
Konvergenz von f;, gegen f. Ist (¥, dy) vollstiandig, so ist auch (B(X, Y), d) vollstindig.

Definition 1.2.12. Es seien X, Y zwei metrische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y heiit gleich-
mdfig stetig falls fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass dy(f(x), f(y)) < € fiir alle x,y € X mit
dx(x,y) < ¢ gilt. Eine Teilmenge von Abbildungen F C C%(X, Y) heisst gleichgradig stetig in x € X
falls fiir jedes & > 0 eine Umgebung U(x) von x existiert mit dy(f(x), f(y)) < € fiir alle x,y € U(x)
und f € F gilt.

1.3. Kompaktheit

Definition 1.3.1. (Kompaktheit) Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Eine offene Uberdeckung einer Teilmenge M C X besteht aus einer Menge offener Teilmengen
U={U;:U; C Xoffen },sodass M C |J, U; gilt. i}

(b) Eine Teilmenge K C X heif3t (iiberdeckungs)kompakt falls aus jeder offenen Uberdeckung i =
{U j} von K sich eine endliche Teiliiberdeckung auswihlen 146t , d.h., es existieren endlich viele
offene Teilmengen U, ..., U}, in der Uberdeckung 4, so dass K C Uj U---UU;, gilt.

(c) Eine Teilmenge K C X heilit folgenkompakt, falls jede Folge (x,) aus K eine in K konvergente
Teilfolge besitzt.

Endliche Mengen in einem beliebigen metrischen Raum, abgeschlossene und beschrinkte Intervalle in
IR, sowie deren Produkte: [a;,b(] X -+ X [an, b,] C (R",d,) sind Beispiele kompakter Teilmengen.

Bemerkungen. Eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes ist abgeschlossen. Eine abgeschlossene
Teilmenge eines kompakten Raumes ist kompakt. Eine Teilmenge A eines kompakten metrischen
Raumes, die vollstdndig bzgl. der induzierten Metril d|4 ist, ist kompakt. Eine abgeschlossenen Teil-
menge eines vollstdndigen metrischen Raumes ist vollstindig.

Theorem 1.3.2.
i Eine kompakte Menge eines metrische Raumes ist abgeschlossen und beschrdnkt.
Die Umkehrung ist fiir allgemeine metrische Riume in der Regel falsch (siche Ubungsaufgabe 4).
Sie gilt jedoch in dem Speziallfall von Teilmengen in (R",d,) (Satz von Heine-Borel).
ii In einem metrischen Raum X ist eine Teilmenge K C X genau dann kompakt wenn sie folgenkom-
pakt ist.
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iti Das (endliche) Produkt Ky x --- x K¢ von kompakten Teilmenge K; C X;, j € {1,2,...,¢} ist
eine kompakte Teilmenge von X; X --- X X¢.

Bemerkung. Das Produkt X; X --- X X, in der obigen Aussage iii trigt die sog. Produkttopologie,
d.h., eine Teilmenge V C X; X --- X X, ist genau dann offen, falls V = Ui Uj x---xUj, wobei fiir
alle jix Uj, C X; offene Teilmengen sind. Die so definierten offenen Teilmengen in X; X - - - X X, sind
z.B. auch von der Metrik d((xy, ..., x¢), Y1, ..., y¢)) := max{di(x1,y1), ... ,de(x¢, y¢)} induziert (wie in
Def. 1.2.1). D.h., die Produkttopologie von endlichen kartesischen Produkten von metrischen Riumen
ist eine metrische Topologie.

Definition 1.3.3. Es seien (X, dx) und (¥, dy) metrische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y nennt
man

e abstandserhaltend, falls fiir alle x,y € X dy(f(x), f(y)) = dx(x,y) gilt,

e cine Isometrie, falls sie eine bijektive abstandserhaltende Abbildung ist,

e cine Kontraktion, falls fiir alle x,y € X dy(f(x), f(y)) < c-dx(x,y) mit ¢ € [0, 1) gilt.

Eine abstandserhaltende Abbildung oder eine Kontraktion ist automatische stetig.

Banachscher Fixpunktsatz 1.3.4. Es sei f : (X,d) — (X, d) eine Kontraktion. Ist (X, d) vollstindig,
so gibt es genau einen Fixpunkt x € X von f, d.h., f(x) = x.

Fiir den spiéteren Gebrauch fiihren wir noch den folgende Begrif ein:

Definition 1.3.5. Es sei (X, d) eine metrischer Raum und U C X eine Teilmenge. U heilit rela-
tivekompakt in X falls der Abschluss U eine kompakte Teilmenge von X ist.

Beispiele: B;(0) ist relativkompakt in B,(0) C IR". Dagegen ist B;(1) nicht relativkompakt in B,(0):
Der Abschluss Bj(1) ist zwar kompakt in IR”, nicht jedoch in B,(0).

Definition 1.3.6. (Zusammenhang) Eine Teilmenge M C X eines metrischen (oder topologischen)
Raumes X heifl3t
(a) zusammenhdngend falls fiir jedes Paar von offenen Teilmenge Uy, U, mit M C U; U U und
MNU NU, =@ entweder MNU; = oder MNU, =T,
(b) wegzusammenhdingend falls fiir je zwei Punkt x,y € M es einen stetigen Weg 7y : [0, 1] — M mit
v(0) = x und y(1) = y gibt.

(c) Ist X eine metrischer (oder bloB topologischer) Raum, so ist die Relation
X~y L3 zshg. Teimenge A C X mit x,y € A

eine Aquivalenzrelation. Eine Aquivalenzklasse bzgl. dieser Relation nennt man eine Zusammen-
hangskomponente von X. X ist eine disjunkte Vereiningung ihrer Zusammnehangskomponenten. In
einem Banachraum (z.B. IR") ist eine Zusammenhangskomponente U° einer offenen Menge U eben-
falls offen.

Wegzusammenhidngende Riume sind zusammenhingend, aber die Umkehrung gilt i.A. nicht. Of-
fene zusamenhingende Teilmengen in K" sind wegzusammenhingend. Intervale in IR sind zusam-
menhéngend.

Zwischenwertsatz 1.3.7. Ist X zusammenhdngend und f : X — R stetig, so wird jeder Wert z, der
zwischen zwei Werten f(x1) und f(x,) liegt, in irgendeinem Punkt von X angenomen.
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1.4. Differentialrechnung in mehreren Verinderlichen

Vorbemerkungen. Es seien (E,|| ||), (E’,| ||) normierte Vektorrdume oder sogar Banachriume,
d.h., normierte und vollstindige Vektorrdume (z.B., K", £, C%(1, 1K™ etc.). Wir schreiben Uy fiir
eine offene Teilmenge in dem normierten Vektorraum E .

Eine Abbildung A : E — E’ heiBt linear falls fiir alle A, u € K und v,w € E A(Av + pw) =
AA(v) + uA(w) gilt. Falls dim E = oo, so braucht A nicht stetig zu sein. In dem Fall E = K", E’ = K"
ist jede lineare Abbildung A : K" — IK™ durch eine matrix My = (@jk)1<j<m,1<j<n beschrieben:
A(x) = My - x.

Lemma 1.4.1. Essei A: E — E' eine lineare Abbildung zwischen normierten Vektorriumen. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent.
i A ist(global) stetig.
ii A ist stetig in 0
iii A ist beschrinkt, d.h., es existiert C > 0 mit ||[A()|" < C - ||v|| fiiralle v € E.
Die Menge aller stetigen linearen Homomorphismen von E nach E’, L(E,E’), ist ein normierter
Vektorraum mit der Operatornorm

D)
(1.4.2) | llop : L(E,E") — Rxo, [|®@]|op := sup [*@]
u0 ”U”

Es gilt fiir ein @ € (L(E,E'), || |lop): Vx € E [ @) < ||®|op - ||x||. Unter der Vorasusetzung,
dass E’ vollstindig ist, ist auch L(E, E") vollstindig, d.h., ein Banachraum.

Wir reservieren die Bezeichnung Hom(E, E’) fiir den Vektorraum aller, nicht notwendigerweise steti-
gen linearen Abbildungen. Z.B. ist die Ableitungsabbildung : C*°([0,1]) — C°°([0,1]), f — f’
eine IR-lineare aber nicht stetige Abbildung. Hierbei bezeichet C*°([0, 1]) den Raum aller unendlich
oft differenzierbaren Funktionen (0,1) — IR, fiir die jede Ableitung f® : (0,1) — IR eine stetige
Fortsetzung auf [0, 1] besitzt.

Definition 1.4.3. Es seien (E,|| ||),(E’,]| ||') zwei normierte Vektorrdume, Ur C E eine offene

Teilmenge und F : Ug — E’ eine Abbildung.

(a) Wir beginnen mit dem Fall £ = K". Man sagt, dass F eine partielle Ableitung nach x; in
p = (y1,...,y) € IK" besitzt, falls der Grenzwert

F(yl’ 9yk + h’ yk+19 ’yn) - F(yl’ 7yka yk+17 ’yn)
h

oF
—(p) := 0kF(p) := lim €eE
ot (p) := OcF(p) := lim
existiert.
(b) Es sei weiter v € E. F besitzt in p € U eine Richtungsableitung in Richtung v, falls es einen

;.

Vektor a € E’ mit ) F(p+m)— F(p) _
im =a
t—0 t

gibt. Wir schreiben dann D,F(p) fiir a.

(c) F heilt (total) differenzierbar (oder Fréchet-differenzierbar) in p € U falls es eine stetige lineare
Abbildung A : E — E’ gibt, so dass

. |F(p+h) — F(p) — A" _
im =

0.
h=0 i

Wir schreiben dann DF), oder DF(p) fiir ein solches A.

Bemerkungen.
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e Sind e; die kanonischen Basisvektoren in K" sound f: Ux» — IK so gilt % f(p) =D, f(p)

e Eindeutigkeit: Sind A, B : E — E’ zwei stetige lineare Abbildungen, die der Bedingung in 1.4.3(c)
geniigen, so gilt A = B.

e Die Fréchet Differenzierbarkeit (wie in (c)) 146t sich auch folgendermassen formulieren: Eine stetige
lineare Abbildung A : E — E’ ist das Fréchetdifferential von F in p falls fiir jedes &€ > 0 ein
0 = 6, > 0 existiert mit

|F(p+h) —F(p)— A" < &||hl| V€ Emit|hl] <6

e In dem Speziallfall E = IR, d.h., F : (a,b) — E’ ist ein Weg in E’, identifiziert man die lineare
Abbildung DF(p) : R — E’ mit dem Vektor w = DF(p)(1) € E’, so dass die Ableitungsfunktion von
F wieder eine Abbildung (a,b) — E’ ist. In dem allgemeinen Fall ist die Ableitungsfunktion eine
Abbildung DF : Ug — L(E,E’). Der Wertebereich von DF (nimlich L(E, E’)) unterscheidet sich
dann von dem Wertebereich E’ von F.

Lemma 1.4.4. Es seien E,E’ normierte Vektorriume und f : Ug — E' eine Abbildung.

i Einein p € Ug C E total differenzierbare Abbildung F ist stetig in p. (Das ist i.A. falsch wenn
bloss alle Richtungsableitungen in p existieren.)

ii Existiert das totale Differential D f(p) von f, so gilt fiiralle ve E: Df(p) (v) = D,f(p).
Speziell in dem Fall E = K" und E' = K" ist das totale Differential von F = (¢y, ..., ¢m) durch
die Jacobi-Matrix beschrieben:

g%(p) e g,%(p)
PF(p) = | - | = (DuFw) - D, F)

B 3
s (p) o )

Wir bezeichnen die Jacobimatrix von F : Ugn — IR™ an der Stelle p mit Jac,(F).

Ableitungsregeln 1.4.5. Es seien E,E', E" normierte Vektorriiume, Ug C E und Ug: C E' offene
Teilmengen und fp: Ugp — E', £ = 1,2, g: Ugr — E" Abbildungen.
i Sind fi, f» an der Stelle x € Ug total differenzierbar, so ist auch Afy + uf; total differenzierbar
(A, € K) und es gilt DQAfi +pf)(x) = ADf)x) + w(Df)().
ii (Kettenregel) Gilt fiir f := fi die Inklusion f(Ug) C Upg und ist dariiberhinaus f an der
Stelle x und g an der Stelle y = f(x) differenzierbar, so ist go f : Ug — E" an der Stelle x
differenzierbar und die Kettenregel lautet

D(g o f)(x) = Dggy o Df(x) .

iii Falls E =K, dannist fi-f>: Ug — Kund fi/f, : Ug ~{f, = 0} — K differenzierbar in x falls
fj in x differenzierbar sind, und es gilt

D(f1-f2)(x) = fi(x)-Dfa(x) + f2(x)-Df1(x),

p(£ ) = HRPIW ~ S D)

A (o))

Beweis: (von (ii)). DefinitionsgemiB giltes f(x+h) = f(x)+Ah+oy(h) und g(y+k) = g(y)+Bk+o0,4(k)
mit A := Df, € L(E,E") und B := Dy, € L(E',E"). Da A stetig ist, gibt es eine Konstante C
mit ||Ah|| < C|/h|| und ||Ah + of(h)|| < (C + &)||h|| =: C||h]|, falls h aus einer hinreichend kleiner
Umgebung B;s(0) gewihlt wurde. Daher:

g(f(x+ 1) = g(f(x) + Al + 07(h)) = g o f(x) + B(Ah + 04(h)) + 04(Ah + 05(h)) =
=go f(x)+BoA(h)+r(h)  mit r(h) = B(os(h)) + 0y(Ah + 0(h))
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und somit
h B(o¢(h Ah h
im Q = lim (07(h)) + lim —Og( * o) =
h=o ||all - h—=o |[A] " h—0 [[72]]
. or(h) . 0g(Ah + 0r(h)) ||Ah + of(h)||
= B( lim ——— im =0+0 O
Gy ) * % v ogtol T

<C

Mittelwertsatz 1.4.6. Es seien f : [a,b] — E sowie v : [a,b] — R stetige Abbildungen. Sei ferner
D ={d, : n € N} C [a,b] eine abzihlbare Teilmenge, so dass f und v in allen Punkten aus [a,b]~ D
differenzierbar sind. Gilt es

IDf®)|| <V(x) Vxelabl~D
so folgt: || f(b) — f(a)|| < v(b) — v(a).

Beweis: Um die Aussage des Satzes zu zeigen, reicht es fiir alle £ > 0 die Ungleichung
(¢) | f(D) — f(@)] < v(b) —v(a) + &b —a+?2)
zu beweisen. Dazu definieren wir die folgende Teilmenge:
A= {Z € [a.b] fiir jedes x € [a, z] gilt . }
1) = f@] < v(x) = @) +e(x—a+ 1) +& » 27"

n: d,<x

Zunichst ist es bloB klar, dass a € A. Sei ¢ = supA. Aus Stetigkeitsgriinden ¢ € A und A = [a,c].
Wir zeigen nun, dass ¢ = b (d.h., A = [a,b]) gelten muss. Angenommen, es gelte ¢ < b. Dann
erhalten wir einen Widerspruch wie folgt:

Fall 1: ¢ € [a,b] ~ D. Aus der Definition der Differenzierbarkeit von f und v an der Stelle ¢ folgt
dann die Existenz von einem ¢ > 0, so dass fiir alle 0 < h < ¢ gilt:

€
|f(c+h)— fol < [[Df()]lh+ Eh
v(c+h) —v(c) > V' (c) — gh
Da ¢ € A, so folgt aus den obigen zwei Ungleichungen sowie ||Df(c)|| < vV/(c):

[f(c+hm) = f@] <[If(e) = f@] + lfc+h - fO <
<v(c)—va)+elc—a+1)+¢ Z 271 4 HDf(C)Hthgh <

n: dp<c
<vic)—va)+elc—a+1)+¢ Z 27"+ v(c+h) —v(c)+eh <

n: d,<c
Sv(c+h)—v(a)+s(c+h—a+1)+8Z 27"

n: dp<c+h
fiir alle # < 6, d.h., c+h € A, im Widerspruch zu der Definition von c.

Fall 2: ¢ = d,, € D. Dann gibt es wegen Stetigkeit von f und v ein 6 > 0, so dass fiir alle
h € [0,9]

Ife+m = fl < 227" Vet h) = v(e) = 527"
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und damit, wie zuvor,
[flc+h) — f@l < [If(e) = f@l + || flc+ 1) — flo <
n £ .
<vc)—va)+elc—a+1)+e Z 2"+ ST

n: d,<c
<v(ic)—v@)+elc—a+1)+¢e Z 27"+ v(c+h) —vc)+27" <
n: dy,<c
<vic+h) —v@)+elc+h—a+1)+e Z 27"

n: dp<c+h

Das hieBe aber ¢+ 06 € A im Widerspruch zu der Maximalitit von c¢. Damit also A = [a, b] und wir
haben fiir jedes € > 0 die Ungleichung () bewiesen. O

Korollar 1.4.7. Es seien E, E' normierte Vektorriiume, F : Ug — E’ eine stetige Abbildung, die bis
auf abzdhlbar viele Ausnahmepunkte in U total differenzierbar ist. Ist die Strecke p + tv, t € [0, 1]
in Ug enthalten, so gilt

I1Fp+0) = F@)]| < sup [IDF(p+w)llop-[lv]
1€10,1]

Integralversion des Mittelwertsatzes 1.4.8. Es sei f : Urn — IR" eine differenzierbare Abbildung.
Liegt die Strecke p + tv, t € [0,1] ganz in Urm so gilt

1
Fp+0)— f(p) = (/0 Dfp+m) -0

Dabei ist das Integral einer vektorwertigen Abbildung F : I — IRY koordinatenweise definiert:
b
Fi(1) [ Fi(t)dt
: dt = :
Fy(D) [P Py di

b

a

Es sei (E, | |) eine normierter Raum. Eine Abbildung f : Ugrn — E heiBt C!-differenzierbar oder
stetig partiell differenzierbar in p € Ug~ falls alle ihre partiellen Ableitungen %, k=1,..,n
existieren in einer Umgebung von p und sind stetig in p. Ist f in jedem Punkt aus Ugr~ stetig partiell
differenzierbar, so schreiben wir einfach f € C "Ugn,E).
Da die partielle Ableitung 3% wieder Abbildungen von Ug~ — E sind, so kann man diesen Vorgang
iterieren und die partiellen Ableitungen beliebiger Ordnung £ definieren:

of 0 ( ( 9 ( af

O0xp, -+ - OxXpp, O0xp, 0Xpm, \OXy,

)"'>2U|Rn — F ml,...,mge{l,...,n}

Sind alle partiellen Ableitungen der Ordnung ¢ von f stetig, so sagt man, dass f C!-differenzierbar
ist, oder man schreibt f € C!(Ugn, E). Falls partielle Ableitungen aller Ordnungen von f existieren,
so ist f oo-mal differenzierbar (f € C*°(Ugrn, E)). Falls E = IR, so schreiben wir ClUgn) statt
Cl(Ugn, R).

Die Reihenfolge der partiellen Differentiation hat i.A. einen Einfluss auf das Ergebnis. So z.B., besitzt

die stetige Funktion

2 2
X%

f(xy,xp) = XIXZW fiir (x1, x2) 7_1 0
0 fiir (x1,x2) = 0
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partielle Ableitungen %g—ﬁ(xl,xz), sowie 3%,%()61,)62), jedoch
0 of a of
——(0,0)= —1 1=—-—"1(0,0).
0xy 0x1 ( ) # 0x1 0x2 ( )

Schwarzsches Lemma 1.4.9. Es sei f : Ugn — E eine C*-differenzierbare Abbildung (d.h., alle
partiellen Ableitungen der Ordnung k existieren und sind stetig (in p)). Dann sind die Werte der
partiellen Ableitungen k-ter Ordnung unabhdngig von der Reihenfolge der Differentiation, d.h., fiir
Jedes k-Tupel (ny,...,ny), nj € {1, ...,n} und eine beliebige Permutation (mj, ..., ,mg) von (ni, ..., ng)
gilt:
k k
of (p) = 77 P

Oxp,, - - Oxp, O0xp,, + - Oxpp,

Lemma 1.4.10. Es sei (E, || ||) ein normierter Raum und f : Ugn — E stetig partiell differenzierbar
in p € Urn. Dann ist f total differenzierbar in p, und es gilt

A1 "
0
o | =4 L.
A/ !

Definition 1.4.11. Ein lineares Koordinatensystem auf einem n-dimensionalen Vektorraum E nennt
man ein lineares Isomorphismus ¢ : E — K".

Es seien jetzt ¢,y : E — IK" zwei (lineare) Koordinatensysteme auf E vorgegeben. Ein Koordinaten-
wechsel (von ¢ nach ) ist die Bijektion ¢ o ¢~ ! : R" — IR".

Es gibt eine Bijektion zwischen Basen vy, ...,v, von E und linearen Koordinatensystemen ¢,, _,, :
E — IR". Diese Korrespondenz ist durch

@t Ay ) = vy + -+ A0,

gegeben. Ist jetzt (E,( , )) ein endlichdim. Hilbertraum, so nennt man jedes Koordinatensystem
@u,,.0, o E — R", das durch eine orthonormale Basis (vj)i<j<, von E gegeben ist, ein euklidisches
(rechtwinkliges, kartesisches) Koordinatensystem.

Definition 1.4.12. Es seien E, E’ zwei normierte Vektorriume und f : Ug — Ugs eine Abbildung.
f ist ein Diffeomorphismus falls die folgenden drei Bedingungen erfiillt werden:

e f ist differenzierbar in jedem Punkt aus Ug,

o f:Ug — Ug istbijektiv,

° f_1 : Ugr — Ug ist differenzierbar in jedem Punkt aus Ug: .

Bemerkungen. Wie das Beispiel : R — IR, ¢ — > zeigt, muss die dritte Bedingung nicht gelten wenn
die ersten beiden erfiillt sind.

Definition 1.4.13. FEin lokales (krummliniges) Koordinatensystem auf einer offenen Teilmenge Ug
eines endlichdimensionalen Vektorraumes E ist ein Diffeomorphismus ¢ : Ug — Uk~ auf eine
offene Teilmenge Uy~ in K".

Die Komponentenfunktionen ¢y, ...,¢, : U — IK von ¢ nennt man die Koordinatenfunktionen bzgl
¢. So z.B. in K" mit dem kanonischen Kartesischen Koordinatensystem sind die Projektionen auf
die k-te Komponente 7; : K" — K, (z1,...,20) — zx die Koordinatenfunktionen des kartesischen
Koordinatensystem. Meist schreibt man x;(p) statt 7;(p).
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Ist eine lokales Koordinatensystem ¢ auf Ug vorgegeben, so gibt es eine natiirliche Korrespondenz
zwischen Abbildungen f : Ug — E’ und Abbildungen g : ¢(Ug) — E’: Diese Korrespondenz
ist durch g(@1,....,¢n) = f 0@ @1, @n), @1, 0n) € @(Ug) C K" sowie f(g) = g o ¢(q),
q € Ug, festgelegt. In den meisten Fillen werden wir die gleiche Bezeichnung f sowohl fiir eine
Abbildung Ugp — E’ wie auch fiir die “koordinatisierte” Version Uk~ — E’ verwenden. Sind lokale
Koordinatenfunktionen ¢y, ..., ¢, vorgegeben, so lassen sich die partiellen Ableitungen % bzgl. des
Koordinatensystems ¢ : Ug — IK" bilden. Die partielle Ableitung von f : Ug — E’ nach der j-ten
Koordinate ist dann einfach

S (p) = tim oo (@1(p), ., 0j(P) + B, @1 (P)s .., 0n(P)) — f 0@~ (@1(P), ..., 0a(D))
(990.,' h—0 h

Beispiele fiir Koordinatenwechsel. Es sei ¢ : (E, ( , )) — R" ein euklidisches Koordinatensystem.
e Polarkoordinatensystem i

E U

e v

R?> 5 R~ {(x,0): x <0} «———  [Rsg x (—m,7) C R?

(rcos ¢, rsing) — (r, ¢)
(x,y) —— (V% + y2, sign(y)-arccos(—2=))

X242

Hierbei wird die lokale Umkehrfunktion von cos, arccos, als eine Bijektion [—1, 1] — [0, 7] betrachtet.
o Kugelkoordinatensystem ¢

E U

e v
R SR {(x0,2):x<0} ——— Ry x(—m71) % (0,7)C R’

(rcos ¢ sin 6, rsin ¢ sin 6, r cos ) «——— (r,¢,0

Satz iiber die Umkehrfunktion 1.4.14. Es seien E,E’ Banachriume und  : Uy — E' eine stetig
differenzierbare Abbildung. Ist die Ableitung Dy(x) invertierbar, so gibt es offene Umgebungen U(x)
von x und U’ (Y(x)) von Wy(x), so dass  : U(x) — U'(Y(x)) ein Diffeomorphismus ist. Insbesondere
ist Dy, invertierbar fiir alle 7 € U(x).

Ist ¢ vom Typ C* so ist auch die Umkehrabbildung ' vom Typ C* und es gilt

Dy, = (Dlﬁw—'(y))_l .

Bem. Es ist bekannt (und wird in im Rahmen der Funktionalanalysis bewiesen), dass eine bijektive
und stetige Abbildung A zwischen Banachriumen eine stetige Umkehrabbildung A~! besitzt. Wie
das Beispiel E := @, Kex = {(yj)jen : yj # 0 fiir hochsten endlich viele j }, e ist die unendliche
Folge (yj)jen € E mit y; = 6;, L : E — E linear mit L(e;) = (1/j) - e; zeigt, kann auf die
Vollstiandigkeit von E nicht verzichtet werden: L ist nimlich eine stetige bijektive lineare Abbildung
E — E, deren Umkehrabbildung linear aber nicht stetig ist.

Beweis:
(a) Ersetzt man z — ¥(z) durch z — (DY)~ (Y(z + x) — ¥(x)) so konnen wir O.B.d.A. annehmen,
dass x =0, ¢ : Up — E, y(0) =0 und Dy = Id gilt.
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(b) Fiir T :=1d —y gilt DTy = 0. Daher gibt es wegen Stetigkeit von DT eine Umgebung B,(0) mit
IT||z.p) < . und daher auch nach dem MWS

(%) 1T = Tw < 3llx—yl ¥ xye€ B0

(¢) Fiir jedes y € B,/2(0) gibt es genau ein x € B,(0) mit y(x) = y, d.h., es gibt die Umkehrabbil-
dung g := 4" : B;;(0) — B,(0) von y.
Dazu zeige man, dass fiir jedes y € B,/2(0) die Abbildung T, (x) := y+T(x) genau einen Fixpunkt
auf B,(0) hat: Wegen [|T,,(x;) — T(x2)|| = [|T(x1) — T(x2)|| < ||x1 — x2]| kann man fiir F =T,
und X = B,(0) den Banachschen Fixpunktsatz 1.3.4 anwenden.

(d) Nach einer eventuellen Verkleinerung von r definiere man U(0) := U, := ¢_1(Br/2(0)) N B,(0).
Die bijektive Abbildung ¥~ : B,/5(0) — U, ist stetig.
Wegen [|x — y|| = [T(x) = T() + ¥@) =yl < [T) = Tl + [l¥@) — v < 3llx -
yll + ley) — v, dh. 3||x —y|| < [j¥@y) — (). Fiir x = ¢~ '(u) und y = ¥~ (v) gilt dann
"t (u) — , u,0 € By2(0). Das ergibt die gleichmiBige Stetigkeit von ¢!

(e) Dy, ist invertierbar fiir alle x € U: (DY)~ = dd — DT~ = ZZO(DTX)K existiert, da diese
Reihe in dem Banachraum L(V, V) absolut konvergiert.

(f) Die lineare Abbildung A, := (Dlﬁ¢—l(y))_1 ist die totale Ableitung von ¢~ an der Stelle y =
Y(x) € By2(0) O

1.4.15. Vektorfelder. Es sei (E, || ||) ein normierter Vektorraum. Ein (stetiges) Vektorfeld auf Ug ist
eine stetige Abbildung X : Ug — E. Ist X k-fach stetig differenzierbar, (z.B. fir E = IR" wenn
alle Komponenten k-fach stetig partiell differenzierbar sind) so sagt man, dass X ein C*-Vektorfeld
ist. Wihrend ein Vektorfeld sich physikalisch als ein Kraftfeld, elektrisches oder magnetisches Feld,
hamiltonisches Vektorfeld etc.!deuten 146t, ist die mathematische Bedeutung von X die der Rich-
tungsableitung an der Stelle p € Ug in die Richtung X(p). Ein Vektorfeld kann also auf differen-
zierbare Funktionen angewendet werden: Fiir f : Ug — E’ gilt

Xf(p) := Dxp)f(p)

Wenn E = IR", x1, ..., x,, die kartesische Koordinatenfunktionen auf E sind und X(p) = (vi,...,v,) €
IR", so gilt

. 3
Xf(P) = Doy (P) =D Vi ai;(p) = ((V1, - va) » grad f(p))
k=1

Aus diesem Grund benutzt man fiir ein Vektorfeld X = (X, ..., X,;) auf einer offenen Teilmenge Upgn
auch die Schreibweise

- 0
X(p) =Y Xi(p)- ax,-)p X; € C'(Ugn, K)
j=1

Damit gilt X(p)f = Dx)f(p) = Xf (p) = ZJ 1 Xj(p) - af (p). Insbesonders ist 7= ein Beispiel
eines Vektorfeldes auf IR". Die gleiche Konstruktion kann man fiir ein beliebiges Koordlnatensystem
¢ : Ug — R", U C E offene Teilmenge, durchfiihren. Ein C k _Vektorfeld X induziert eine Abbildung
X : CKUg,IK) — C*Y(Ug, K), (d.h., X bildet differenzierbare Funktionen auf zumindest stetige
Funktionen ab), die IK-linear ist und der Leibnizregel geniigt: V 1; € K, g; € Ck(UE)

X(A1g1 + 1aga) = 11X(g1) + 1, X(g2) IK-Linearitit
X(g1-92) = X(91)-92 + 91-X(92) Leibnizregel

Man sagt auch, dass ein C*-Vektorfeld X sich als ein Differentialoperator erster Ordnung, nimlich
X : CK(UE, K) — C*~1(Ug, K), auffassen 14Bt.
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Umgekehrt, 148t sich jedes Vektorfeld X, aufgefasst als eine linerar Abbildung X : CK(U) — C*1(U),
die der Leibnizregel geniigt, auch als einie Abbildung X : U — IR" interpretieren: Sind ndmlich
X1, ..., X, die Koordinatenfunktionen auf IR" (und U), so ist diese Abbildung durch

p = (X(x1) (), ... X(x2) () gegeben.
Der Vorgang des Differenzierens 146t sich iterieren: sind X, ..., Xj C*-Vektorfelder auf Ug, so kann
man die folgende Abbildung definieren:

Xi - XX : CK(UE) — CO(Up), X X0 X1 (f) = Xi(- - Xo (X1 )+ 0)

Sind z.B. xi, ..., x,, kartesischen Koordinatenfunktionen auf Ug (E sei hierbei ein endlichdimension-
aler Hilbertraum) und 9/9x ; die partiellen Ableitungen (d.h., Richtungsableitungen in die Richtungen
ey, ...,e, bzgl. einer orthonormalen Basis (e;) von E) ist der folgende Differentialoperator zweiter

Ordnung:
S
6)61 (9)61 6xn axn

der sog. Laplaceoperator. Er kann dhnlich wie eine Vektorfeld als eine IK -lineare Abbildung C*(Ug) —
Ck=2(Ug) aufgefasst werden, die obige Leibnitzregel muss allerdings durch eine kompliziertere Formel
ersetzt werden.

Bevor wir die nichste Aussage formulieren, verallgemeinern wir den Begriff einer partiellen Ableitung,
die dann in einer koordinatenfreien Situation Anwendung findet. Anstatt nur in die Richtung eines
Vektors e; € E abzuleiten, definieren wir eine Ableitung “in Richtung eines Untervektorraumes E; C
E”. Dazu wihle man eine Zerlegung (direkte Summe bzw. direktes Produkt) £ = E;BE,®- - -BEy von
E in endlich viele abgeschlossene Untervektorrdume. Fiir eine Abbildung F : Ug, X Ug, X - - xUg, —
E’ definiere man die folgende lineare Abbildung (falls existent): OF; F (a1,...,ax) := DF(ja(a)) :
E; — E', wobei F(;, : Ug, — E' ist die Einschrinkung F(;,(y) := F(ai,....a;_1,Y,aj41, ..., ax)
bezeichnet. Z.B. fiir E = R™™ = R" @ R" =: {(x1, ..., X, 0,....0) : x; € R} & {(0, ..., 0,51, ..., yn) :
yi€ R} = E; @ Ey und F = (F,..., Ft) : Ug, x Ug, — R* gilt

OF oF oF oF
@ o gha) @ - 5
Og F(ai,ay) = : : Op,F(ay,az) = : :
oF OF OF, oF
(O e (O G@ - g

Ist dann F sogar Frechet-differenzierbar an der Stelle p = (py,..., px), so existieren alle partiellen
Ableitungen in die Richtungen Ej, .., E; und es gilt fiir alle v = (v, ...,0¢) € E; X -+ X Ej:

k
DF ... p) (01, s ) = Z OE; Fpy.....pi)(©))
J=1

Satz iiber die impliziten Funktionen 1.4.16. Es seien U; C E; offene Teilmengen der Banachriume
Ej, j =12, F: U x U, — E' eine C"-Funktion und (a,b) € U; x Uy mit F(a,b) = 0. Ist
dv,F(a,b) : Vo, — E’ ein linearer Isomorphismus, so gibt es in einer hinreichend kleinen Umge-
bung U(a) C U von a eine eindeutig bestimmte C"-Funktion ¢ : U(a) — E mit ¢(a) = b und
F(x,¢(x)) =0 fiir alle x € U(a).

Beweis: Man definiere die Abbildung ¥ : U; x Uy — U; X E' C E; X E' durch ¥(x,y) :=
(x, F(x,y)) =: (Y1(x,y), Y2(x,y)). Deren Ableitung

dv,Y1(a,b) 0y, ¥1(a, b)>

_ _ Idy, 0
P¥an = (am%(a, by av¥aab)) < > € LV Vo, Vi W)

Oy, F(a,b) 0dy,F(a,b)
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ist invertierbar (und die inverse lineare Ableitung ist (Ig 2 )71 = ( _ AId—] B A91 ) )

Nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion ist ¥, eingeschrinkt auf eine geeignete Teilmenge V| x V>,
von (a,b) in E; x E,, ein Diffeomorphismus auf das Bild. Es sei ® := ¥~! =: (&, ®,) die (lokale)
Umkehrfunktion. Dan erfiillt die Funktion ¢(x) := ®,(x,0) die Aussage des Satzes.

Die lokale Eindeutigkeit von ¢ ergibt sich aus der Tatsache, dass ¥ : V; x V, — ¥(V; x V) C E’
ein Diffeomorphismus ist. Wire ¢, eine weitere Funktion, die den Bedingungen des Satzes geniigt,
so nach einer eventuellen Verkleinerung von V; folgt aus der Stetigkeit von ¢;, dass ¢»(Vi) C V,.
Dann aber Y(x, ¢(x)) = (x,0) = P(x, ¢2(x)), was ¢ = ¢, impliziert (weil ¥ eine Bijektion ist). O

Satz vom Rang 1.4.17. Es seien E,E’ endlichdimensionale (normierte, d.h., Banach-) Vektorriume
mit dimE = n, dimE’ = m und F : Ug — E eine stetig differenzierbare Abbildung. Ist der Rang
von DF(p) (d.h., k(p) := dim(DF(p)(E))) konstant fiir alle p € Ug, so gibt es nach einer eventuellen
Verkleinerung von U := Ug Koordinatensysteme ¢ : U — K" und ¢ : U' — K" mit F(U) C U’, so
dass fiir k = Rang(DF(p))

F(p1(p), ..., on(P) = (@1(P)s ..., 0ik(P), 0, ..., 0) = W1 (F(p)), ... .¥ym(F(p)) fiiralle p € U gilt;

E> U LU cF

oo Jv
V — V' (@, z0) & (@5 260,00, 0)

N N
K" K™

siehe Diagramm:

1.4.18. Polynome und Potenzreihen in mehreren Verinderlichen. Analog zu dem eindimension-
alem Fall definiert man Polynome (bzw. polynomiale Funktionen) und Potenzreihen in mehrereren

Verinderlichen wie folgt: Sind ¢, € K beliebige Konstanten, so nennt man fiir y = (yy, ..., y) € K"
den Ausdruck
P(y1,....Yym) = Z Ca-y" = Z Cappnttn, yclzlygz T y%m
la|<d €N

e+, <d

ein Polynom in den Variablen yi, ..., y,. Man nennt d den Grad von P, falls wenigstens ein ¢, mit
|| = d nicht verschwindet. Setzt man die n-Tupeln (ay, ..., a,) € IK" in das Polynom ein, erhilt man
eine polynomiale Funktion P : IK" — IK. Um unsere Schreibweise zu vereinfachen fiihren wir die

folgende Notation ein: Fiir « € IN', @ = (a1, ..., @), sei
m m
ol =+ dan=> ;. al=aplan! =[] eg,
J=1 j=1
m
(1.4.19) =ap e = [[ 0 x=0nm) R
j1
dlel ¢

O f =070y f= Xy - Axr

wobei f: U — E eine |a|-mal stetig (partiell) differenzierbare Funktion ist.
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Eine Potenzreihe in den Variablen yy, ..., y,, (um den Punkt z) ist dann die unendliche Summe

Yoo W=2"= Y Copan @1 — )" @2 =) Y — )™ ca €K

a€Ng™ aEN”

Diese unendliche Summe konvergiert moglicherweise fiir kein (yy, ..., ym) # z = (21, ..., Zm). Um die
Notation so einfach wie mdglich zu halten nehmen wir von nun an, dass z = 0 ist.

Wir sagen, dass die obige Reihe in dem Punkt (yy, ..., y,;) konvergiert, falls fiir jede Bijektion (Abzéhlung)
B :IN — INg' die Reihe >, cﬁ(k)yﬁ(k) (Multiindexschreibweise) gegen denselben Grenzwert g € K
konvergiert. Diese Reihe heilit absolut konvergent in dem Punkt (yi, ...,y,,) falls die Summen S, :=

2 jal<d [Caram | 1Y Y3" -+ Yy | fiir alle d € IN beschréinkt bleiben. Die Reihe ), coy” konvergiert
genau dann absolut, wenn > _ .-, catoy®® fiir jede Abziihlung B absolut konvergiert (dann also gegen
denselben Grenzwert). Um Bereiche, in denen eine Potenzreihe absolut konvergiert, beschreiben zu
konnen fiihren wir den Begriff eines (abg.) Polyzylinders ein: Fiir r € R, z € K" sei P,(z) := {x €
K™ |xj —z| <rj, j=1,...,m}; P, :=P0).

Lemma 1.4.20.
i Eine absolut konvergente Reihe ist konvergent.

ii Konvergiert die Reihe ngd cq - Yy* absolut fiir ein y = (y1,...,Yn) so konvergiert die Reihe
ngd% - x¥ absolut fiir jedes x = (x1, ..., Xp) mit |xj| < |yj|, j=1,..,m.

iii Unter den Voraussetzungen aus ii konvergieren die polynomialen Funktionen Py(x) := lo|<d CoX?
auf dem Polyzylinder P, gleichmdiffig gegen die Grenzfunktion ¢ : P, — K (d.h., mit y(x) =
limg_, o Z| a|<d Ca x¥). Wir sagen dann, dass eine solche Reihe ZI o|<d Co XY eine Reihenfunk-
tion ¥ auf ‘P, definiert,

iv Definiert die Reihe ), cox” eine Reihenfunktion auf P, so ist diese Funktion C* -differenzierbar.
Die partielle Differentiation und das Summenzeichen diirfen vertauscht werden:

v
aﬁ(anxa> — anaﬁ(xw) — an . (aiﬂ)'x B

a a a

und die Reihe auf der rechten Seite konvergiert absolut und definiert eine Reihenfunktion auf dem
gleichen Polyzylinder P,.

Alle obige Konstruktionen und Aussagen, die die Reihen betreffen, funktionieren genauso gut (mit
den offensichtlichen Modifikationen), wenn man statt der Koeffizienten ¢, € IK Koeffizienten ¢, aus
einem beliebigen Banachraum E nimmt.

Taylorsche Formel in R” 1.4.21. Es sei U C R™ offen, E ein normierter Raum und f : U — E eine
CH1_differenzierbare Abbildung, x,h € R"™ und x + th € Ug fiir alle t € [0,1]. Dann gilt
R pOm QU tam
@+ hy X+ hy) = fO+ Y .
ap!-cap! Oxy - Oxy
1<a+:+am <k

) + RS j(h1, .o )

koh
wobei limy,_,q % = 0. Ist E = R so ldft sich das Restglied R];’f auch als
Z h‘lll c s hOm QUt U f

ay!l--ay! Oxy - Oxp™
ay+e @ =k+1

R];,f(h) = (x + 6h) fiir ein 6 € [0, 1] schreiben.

In der Multiindexschreibweise 1.4.19 lautet die Taylorformel:

favm= Y A &) +RE ()

a!
acINg™, |a| <k
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Wir schreiben daher Tf’ f(h) EI ol< k - 0% f(x) fiir die Terme bis zur Ordnung k (in den Variablen
hi, ..., hy)) in der Taylorentwicklung von f und nennen diesen Ausdruck das Taylorpolynom von f,
entwickelt um x von Grad k.

Wenn man in der Taylorentwicklung 1.4.21 k gegen oo laufen 146t, so bekommt man fiir eine unendlich
oft differenzierbare Funktion die Taylorreihe Zae"\,m he . f 6 (in den Variablen hy, ..., h,). Sie
braucht, wenn iiberhaupt, nicht gegen f auf noch so kleiner Umgebung des Punktes x zu konvergieren.
Ist es aber der Fall, so sagt man, dass f in einer Umgebung von x eine analytische Funktion ist.

Lemma 1.4.22. Es sei E ein Banachraum und f : Uxm — E eine C°°-Funktion. Gibt es eine
Konstante B > 0 sowie eine Umgebung U(x) C K", so dass |D*f(y)|| < B* fiir alle k € IN und
y € U(x) so konvergiert die Taylorreihe Zael,\,m h® - 5,(” lokal gleichmdfig gegen f auf jedem
Polyzylinder P,(x), welcher in U(x) enthalten ist. Insbesondere ist dann f in einer Umgebung von x

eine analytische Funktion.

Lokale Extrema

Definition 1.4.23. Es sei E ein reeller Banachraum und f : U — IR eine Funktion und p € Ug.
Man sagt, f habe in p ein

o Jokales Minimum falls es eine Umgebung V(p) C Ug gibt mit f(p) < f(y) fiir alle y € V(p);

o striktes lokales Minimum falls es eine Umgebung V(p) C Upg gibt mit f(p) < f(y) fir alle

yeVip)~{r};
o [okales Maximum falls es eine Umgebung V(p) C Ug gibt mit f(p) > f(y) fiiralle y € V(p);
o striktes lokales Maximum falls es eine Umgebung V(p) C Upg gibt mit f(p) > f(y) fiir alle

y € V(p) ~{p}.

Lemma 1.4.24. (notwendige Bedingung fiir ein lok. Extremum) Besitzt eine differenzierbare
Funktion f: Ug — R in p ein lokales Extremum, so gilt Df(p) =0

Definition 1.4.25. FEin Punkt p € Ug heilit ein kritischer Punkt der differenzierbaren Funktion
f:Ug— IR falls Df(p)=0

Bemerkung 1.4.26. In dem Fall E = IR™ folgt aus der Taylorformel 1.4.21, dass fiir f € C*(Ugm)

f(x+h) = f(x)+grad f(x) - h + %hT - Hp(x) - h+ R ¢(h)

. . 2 .
gilt, wobei Hf(x) := (('))giéfm(p))lgj,kgm und limy,_,q Ri,f(h)/Hth =0

Die Gestalt der Hessematrix entscheidet, ob in einem kritischen Punkt von f ein lokales Extremum
vorliegt.

Zur Erinnerung:
Einige Tatsachen aus der linearen Algebra.

o Ist A : IR" — IR" eine lineare Abbildung (gegeben durch eine Matrix A = (ajk)i<j<n, 1<k<m) SO
gilt: A invertierbar <= m =n und detA # 0. Hierbei ist

detA = > (=1 a1o@20@) - Anm) -
e,
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S, die Permutationsgruppe der Elemente {1,...,n} (d.h., die Menge aller Bijektionen von {1, ...,n}
mit Verkettung als Verkniipfung) und

(—1)7 :=sign(o) := H O-(k]z:j—(j) e{-1,1}

1< j<k<n

Zum Beispiel det (x y ) = xw — yz,
z w

app ap a3
det | az1 ax ax3 | =anaxnass +and;as +dizddsn — d13andz) — d12d21433 — d11d23a3
asy 4z asz

Fiir Abb zwischen unendlichdim Banachriaumen, 148t sich die Determinante nicht sinnvoll definieren.
e Eine symmetrische und stetige R-bilineare Abbildung (2-Form) b : V x V — IR auf einem reellen
Hilbertraum V nennt man

positiv definit, wenn b(v,v) > 0 fiir alle v € V . {0}

positiv semidefinit, wenn b(v,v) > 0 fiiralle v € V

negativ definit, wenn b(v,v) < 0 fiir alle v € V ~ {0}

negativ semidefinit, wenn b(v,v) < 0 fiiralle v € V

indefinit, wenn keiner der obigen 4 Fille vorliegt.

Indem Fall V = R" sei (, ) das kanonische Skalarprodukt, d.h, (x,y) = x"-y. Fiir jede symmetrische
2-Form b auf IR" gibt es eine symmetrische n x n Matrix B € R"" so dass

(1.4.27) b(x,y) = x"-B-y = (Bx,y)

wobei Vektoren aus IR" als Spaltenvektoren aufgefasst werden. Umgekehrt, jede symmetrische Matrix
S € IR"™" definiert eine symmetrische bilineare Form b(x,y) := x" - S - y auf IR". In IR" brauchen wir
also nicht zwischen symmetrischen Matrizen und symmetrischen Bilinearformen zu unterscheiden.

e Ein Eigenwert einer linearen Abbildung A : V — V (oder einer n x n Matrix, aufgefasst als eine
lineare Abbildung K" — IK") ist ein Element 2 € KK, fiir den es einen Vektor v € V ~ {0} mit
A(v) = 4 - v gibt. Einen solchen Vektor v nennt man einen Eigenvektor von A zum Eigenwert 1. Die
Eigenwerte von A € IK"*" sind exakt die Nullstellen des sog. charakteristischen Polynoms (vom Grad
n): Pa(t) := det(A — fId). A : V — V heiBt diagonalisierbar, wenn es eine Basis von V gibt, die
nur aus Eigenvektoren zu Eigenwerten von A besteht. Bzgl. einer solchen Basis ist die darstellende
Matrix M(A) der linearen Abbildung A : V — V eine Diagonalmatrix, deren Diagonaleintrige exakt
die Eigenwerte von A sind. Nicht jede Matrix ist diagonalisierbar (z.B. allgemeine Drehungen der
Ebene). Dagegen jede IR-symmetrische Matrix B (d.h., B = B") ist diagonalisierbar (mit reellen
Eigenwerten). Ist d, die Anzahl der positiven Eigenwerte von M und d_ die Anzahl der negativen
Eigenwerte von M, so nennen wir (dy,d_) den Typ von M. Ist S eine symmetrische reelle Matrix, T
eine beliebige invertierbare Matrix so ist der Typ von S gleich dem Typ von T7-S-T.

e Das Kriterium von Sylvester. Eine symmetrische Matrix A € IR"*" ist positiv definit genau

dann wenn fiir alle k¥ € {1,...,n} die Hauptunterdeterminanten det(a;;)i<; j<¢ positiv sind. Vor-
sicht: Eine symmetrische Matrix A ist negativ definit genau dann wenn —A positiv definit ist (und
nicht wenn alle Hauptdeterminanten negativ sind! Die korrekte Bedingung hier wire “fiir alle k sind
(— %! det(a;j)1<i j<x negativ”).

Allgemeiner nennt man eine k x k Unterdeterminante einer Matrix A € IR"*", m,n > k, die Determi-

nante einer k X k Untermatrix B von A. Dabei wird solch ein B aus den Eintrigen von A gebildet, die
nach der Entfernung von irgendwelcher m — k Zeilen und irgendwelcher n — k Spalten aus A entsteht.
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Z.B. sind

a, a by b g dy a3 da
( Cl c3 ) R <c3 c4 ) etc. Beispiele von 2 x 2-Unterdeterminanten von | by by b3z by
1 €3 3 C4 ¢t ¢ €3 ¢4

e Essei b: IR" x R" — IR eine symmetrische Bilinearform und B die entsprechende symmetrische
Matrix wie in (1.4.27). Die (In)Definitheit von b 148t sich von den Eigenwerten von B ablesen:

b (semi)positiv definit <= alle Eigenwerte von B sind positiv (nichtnegativ)

b (semi)negativ definit <= alle Eigenwerte von B sind negativ (nichtpositiv)

b indefinit <= es gibt mindestens zwei Eigenwerte von B mit verschiedenen Vorzeichen.

Jetzt konnen wir hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema angeben. Entscheidend hierfiir ist
1.4.26 sowie die vorangehenden Bemerkung iiber Definitheit von symmetrischen reellen Matrizen.

Lemma 1.4.28. Essei f : Ugm — R eine C?-Funktion, fiir die p € U ein kritischer Punkt ist. Es
gilt dann
Hy(p) positiv definit = f hat ein striktes lokales Minimum in p
Hy(p) negativ definit = f hat ein striktes lokales Maximum in p
Hy(p) indefinit = kein lokales Extremum in p

Untenstehend sind Graphen von einigen Funktionen f : Ug. — IR abgebildet, fiir die der Nullpunkt
ein kritischer Punkt ist; nur die erste und die dritte Funktion hat in 0 auch ein lokales Extremum.

Morse Lemma 1.4.29. Es sei f € C3(Ugm). Angenommen Df(p) = 0 und die Hessematrix H r(p)
ist invertierbar. Dann gibt es ein lokales Koordinatensystem ¢ : U(p) — RR™ mit ¢(p) = 0, so dass in
den neuen Koordinaten ¢y, ... , o

F@1seeesom) = fO) + @7+ + @4, = @it = — P va
Hierbei ist (dy,d_) der Typ von Hy(p).
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Definition 1.4.30. (Untermannigfaltigkeiten) Es sei dim £ = n. Eine Teilmenge M C E heifit
eine k-dimensionale abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von E falls M eine abgeschlossenen Teil-
menge von E ist und um jeden Punkt p € M ein lokales Koordinatensystem (¢, ..., ¢,) auf auf einer
Umgebung U(p) von p in E existiert, so dass

MNUp)={q€U®) :@i+1(q@) = = galg) = 0}
gilt.

Bemerkung 1.4.31.

e Essei g : R" — IR"* eine stetig differenzierbare Abbildung und M, := {g = ¢} eine Teilmenge.
Dannist M, eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit wenn fiir jedes p € M, die Ableitung Dg(p) :
R" — R" den Rang n — k hat, d.h., es existiert eine nichtverschwindende (n — k) x (n — k)

Unterdeterminante der Jacobimatrix Jac,(g) = (g%(p)) 1< j<n_ki1<k<n®

e Besitzt Jac,(g) eine nichtverschwindende (n — k) X (n — k) Unterdeterminante, so kann man nach
einer eventuellen Umordnung zy, ..., %, Y1, ..., Yyn—k der kartesischen Koordinatenfunktionen xi, ..., x,
annehmen, dass die Matrix

15 15}
—am(p) agl )
9 Y1 Yn—k
g
Fy(p)_ :
0oty ... Dk
ayl aynfk

invertierbar ist. Dann bilden sie Funktionen

P11 =25 voe s Pk =2 5 Pkl = Gls oo P = YGn—k

ein lokales Koordinatensystem auf einer Umgebung V(p) C R" von p € M, welches die Bedingung
in der Def 1.4.30 erfiillt.

Der Tangentialraum an eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M := {x € R" : g(x) = ¢} in
einem Punkt p € M ist ein Untervektorraum 7,M C IR", definiert durch

gradg(p)-v=0

(1.4.32) T,M = {v e R": Dyg(p) =0} = {v €R": : }
gradgn—i(p)-v="0

Hierbei ist g : IR" — IR" ~* ein C!-diffbare Funktion, die die Untermannigfaltigkeit M lokal definiert

(d.h., Rang(Jac,(g)) = k) und x - y bezeichnet das kanonische euklidische Skalarprodukt auf R".

Anschaulich (aber etwas unprézise) formuliert, ist dieser Untervektorraum, parallel verschoben zum

Punkt p, die bestmogliche lineare Approximation der Menge M durch einen linearen Teilraum in der
Nihe des Punktes p.

Bemerkung 1.4.33. Ist M C IR" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, so gilt
T,M = {)’/(0) € IR" : fiir alle differenzierbare Kurven y : I, — M mity0) = p}

Extrema mit Nebenbedingungen. Es sei f : Ug — IR eine Funktion. Statt f nach lokal maxi-
malen oder minimalen Werten f(p) in einer ganzen Umgebung U in E zu untersuchen, méchte man
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manchmal nur wissen ob f(p) ein lokales Extremum unter den Werten f(q) bloB fiir eine Teilmenge
M C U(p) (d.h, fiir g € M) annimt. (Man ersetze in der Def. 1.4.23 V(p) gegen M N V(p) um
eine Definition von lokalen Extrema unter der Nebenbedingung M = {g = 0} zu erhalten.) Falls
M = {g = 0} C E eine Untermannigfaltigkeit ist, so gibt es die folgenden Kandidaten fiir Punkte in
M in denen f lokale Extrema haben konnte (d.h., kritische Punkte fiir f under den Nebenbedingung

g=0).

Lagrangesche Multiplikatorenregel 1.4.34. Es secien f : Ugn — R, g : Ugn — IR stetig
differenzierbar. Hat f in p € M = {x € U : g(x) = 0} ein lokales Extremum, und besitzt
dariiberhinaus Jac,g eine nichtverschwindende € x {-Determinante (dquivalent dazu: “die Vektoren
grad g1(p), ..., grad g¢(p) sind linear unabhdingig”), so gibt es Ay, ..., ¢ € IR (die sog. Lagrangeschen
Multiplikatoren), so dass:

4
Df(p)+ > A;Dgj(p) =0
J=1

Man findet also Kandidaten fiir lokale Extrema von f unter der Nebenbedingung g = 0 in dem man
nach Losungen p € U des Gleichungssystems

g(p) =0, grad f(p)+ Y A, gradg;(p) =0

fiir irgendwelche A; € IR sucht. Die rechte Gleichung besagt, dass in einem kritischen Punkt p der
Gradient grad f(p) senkrecht zu dem Tangentialraum 7, M sein muss, vgl. 1.4.32

2. Gewohnliche Differentialgleichungen

Die Bewegung x(#) eines physikalischen Systems geniigt oft einer gewissen Differntialgleichung.
Mathematisch lassen sich diese Sachverhalte wir folgt formulieren. Es sei F : Q — IR" eine stetige
Funktion, definiert auf dem Quader Q C R x R", Q = {(s,y) : |s — so| < r1, [y —yol|oc < 12} Eine
gewohnliche (im Unterschied zu einer ’partiellen’) Differentialgleichung erster Ordnung ist dann der
Ausdruck x = F(t, x(t)). Eine lokale Losung (falls existent) ist eine differenzierbare Kurve, definiert
auf einem Interval I C [so — ri,s0 + 1] C R, x: I — B,,(yo) C R", so dass

x(t) = F(t, x(1)) firalle rel gilt.

Wie allgemein iiblich, bezeichnet i(¢) die Ableitung Dx (). Ein Anfangswertproblem (AWP) ist die
Frage nach der Existenz der Losung (und deren Eindeutigkeit) des obigen DGL mit der Anfangsbedin-

gung x(so) = Yo-

Theorem 2.1.1. (Picard-Lindelof) Es sei F : Q — R" =: E eine stetige Abbildung, definiert auf
dem kompakten Quader Q = {(s,y) € Rx R" : |s — so| < ri, ||y — wolloo < r2}. Erfiillt f die
Lipschitz-Bedingung

Ift.y) —fEDN<C-lly—2z], C>0, Yy, t,)€Q,

so besitzt das Anfangswertproblem (AWP)
(%) x() = f(z, x(1)), x(s0) = Yo
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genau eine Losung x : I — Q auf einem hinreichend kleinen Intervall 1 C [sg — ry, So + 11].

Die Idee des Beweises ist die folgende: Ist y : I — B,,(yo) eine Losung von (), so gilt y(s) =
v(so)+ f YZ F(t,7v(t)) dt. Die rechte Seite dieser Gleichung wird zur Definition der folgenden Abbildung
benutzt: Fiir I := [so — 6, 5o + 6] sei Xs := {c : Is — B,,(yo)} N C°(s, E) und

¥ X5 — Cy), nr— Y mit  Y(s) = yo + / F(1,n(1)) dt

50

Eine Losung y des AWP ist eine Fixpunkt von ¥, d.h. W¥(y) = 7y, und vice versa. Wenn & <
min{ry, /|| F|| o l/c}, so gilt ¥(Xs) C X5 und ¥ : Xs — X ist eine Kontraktion. Da X; eine
abgeschlossene Teilmenge des vollstindigen Raumes (CO(Iy), |lz;) ist (und daher selbst ein vollstindiger
metrischer Raum), der Banachsche Fixpunktsatz 1.3.4 kann auf ¥ : X; — X; angewendet werden.
Deren eindeutiger Fixpunkt, die Kurve y € X5 mit ¥(y) = v, ist dann die eindeutig bestimmte
(lokale) Losung unseres AWP. O

Bemerkungen

e Ist y: I — B, (yo) die Losung des AWP (x), so ist y() := y(t+s¢) die Losung des AWP 7 = F(,7),
v(0) = yo, und ist defiiert auf dem Intervall I — sq

o Fiir die Existenz und Eindeutigkeit der lokalen Losung des AWP (x) geniigt es blo anzunehmen,
dass F lokal Lipschitz-stetig in der zweiten Variable ist, d.h., um jeden Punkt (s,y) € Q gibt es eine
Umgebung U = (s — &,5 + &) X B.(y) C Q, so dass ||[F(t,z) — F(t,w)|| < Cy - ||y — w|| fiir alle
(t,2), (t,w) € U gilt. Diese Bedingung ist automatisch erfiillt wenn F stetig differenzierbar ist.

o Existenzsatz von Peano. Wenn man auf die lokale Lipschitz-Stetigkeit (in der zweiten Variable)
von F verzichtet, so gibt es immer noch zu jedem (s¢, y9) € Q eine lokale Losung von (%), die dann
allerdings nicht mehr eindeutig bestimmt sein muss.

Definition 2.1.2. Essei F : [ x Ug — E vorgegeben. Eine Losung y : J — U der DGL y(¢) =
F(t,y(t)), wobei J ein Intervall C R ist, heilit maximal, falls fiir jede Losung n: J — U mit J D [
und 7|; = y dann auch schon I = J gilt.

Lemma 2.1.3. Es sei Ug C E eine offene Teilmenge eines Banachraumes E (z.B. E = R"), ferner
F : I x Ugp — E eine stetige, und dariiber hinaus in der zweiten Variable lokal Lipschitz-stetige
Abbildung. Dann gibt es zu jedem yo € U eine eindeutig bestimmte maximale Losung vy, : I, — Ug
der DGL % = F(t, x) mit der AB 7,,(0) = yo. Das Definitionsinterval 1, ist offen.

Bemerkung. Es sei X : Ug — E ein Vektorfeld, vgl. 1.4.15. Eine Integralkurve von X ist eine
differenzierbare Kurve y : I — Ug, so dass (¢f) = X(y(¢)) fiir alle ¢t € I gilt. Visualisiert man X mit
Hilfe von Pfeilen,
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so sind in dem linken Bild Hyperbeln, die 4 Halbgeraden enthalten in den beiden Koordinatenachsen
sowie der Nullpunkt die Spuren der Integralkurven, wihrend in dem rechten Bild die Halbstrahlen mit
Ursprung 0 die Spuren der Integralkurven dieses radialen Vektorfeldes sind.

Eine Losung von (x) mit der AB y(ty) = xo € Ug zu finden ist dquivalent zu der Bestimmung
einer Integralkurve durch x¢ (bzw. (#y, xo)) des entsprechenden Vektorfeldes Xr: In dem autonomen
Fall ist das trivialerweise richtig. In dem nicht-autonomen Fall (d.h., wenn F explizit noch von ¢
abhingt) betrachtet man das VF Xg : I X Ugp — R X E, (s,y) — (1, F(s,y)); die E-Komponente der
Integralkurve zu Xr ist dann die Losung des AWP (x).

Lineare gewohnliche Differentialgleichungen. Es sei / eine Intervall, £ ein Banachraum und A :
I — L(E,E) eine stetige Abbildung. Die folgende DGL

(%) X(t) = A(?) - x(¢) + b, bekE,

die ein Spezialfall der bereits diskutierten allgemeinen gewdhnlichen Differentialgleichungen ist, nennt
man linear. Sie heilit homogen, falls b = 0 und inhomogen falls b # 0. In der Notation von 2.1.1 gilt
F:IxE — E, F(s,y) = A(s) - y. Die wichtigsten Eigenschaften solcher Differentialgleichungen
sind:

e Das Definitionsintervall J jeder maximalen Losung vy, : J — E stimmt mit / iiberein.

e Die Menge Loy aller maximalen Losungen von (xx) fiir b = O bildet einen Vektorraum der gle-
ichen Dimension wie E.

e Die Menge aller Losungen der inhomogenen DGL hat die Gestalt y,, + Lyom wobei 7y, irgendeine
(sog. partikulédre) Losung von () ist.

e Falls A nicht von ¢ abhingt, d.h., wir habe eine konstante Abbildung A : IR — L(E,E) dann
lassen sich die dann auf ganz IR definierten maximalen Losungen 7y, der homogenen Gleichung fol-
gendermafen angeben: y,(s) = exp(sA)-y. In dem inhomogenen Fall 148t sich eine partikulédre Losung
durch die Methode der Variation de Konstanten ermitteln.

o In dem Fall einer allgemeinen linearen DGL (d.h. mit nichtkonstanten Koeffizienten) gibt es keine
“praktikablen’ Formeln, die die Losung in Abhéngigkeit von A(¢) explizit ausdriicken. Hier muss man
jeden Fall einzeln betrachten um mit Gliick eine explizite Formel zu bekommen. In dem Spezialfall
E =R, die (1-dimensionale) Gleichung i(¢) = a(t)-x(¢), a : I — R, so € I mit der AB y,(so) = y hat
die Losung

Y5 =y - el "
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3. Funktionentheorie

3.1. Komplexen Zahlen und komplexe Differenzierbarkeit

Auf dem rellen Vektorraum R? definiere man die folgende kommutative Multiplikation:

G REPXRE— R, (x1,y1) - (X2, 42) 1= (g1 + Xayn , X1Y2 + Xoyi)

Identifiziert man IR mit der Teilmenge {(x,0) : x € IR}, so entspricht die gerade definierte Mul-
tiplikation, eingeschréinkt auf diese Teilmenge, der gewohnlichen Multiplikation auf IR (man sagt
auch, dass die Abbildung R — (IRZ,-), t — (¢.0) eine injektiver Homomorphismus ist). Es gilt
weiter (x,y) - (1,0) = (1,0) - (x,y) = (x,y) fiir alle (x,y) € IR2, d.h., (1,0) ist das Einselement
in (IR2 ~ {(0,0)},-). Das Element (0, 1) hat die Eigenschaft (0,1) - (0,1) = (—1,0). Ferner, jedes
(x,y) € R~ {(0,0)} hat ein (multiplikatives) Inverse, d.h., (x, )" := (x/(x2 +y?), —y/ (2 +y?)) hat
die Eigenschaft

( ; . )-(x,y)=(x,y)-< . J )=(1,0).

2+yd) (2+y?) 2+yd) (2+y?)

Es gilt auch das Distributivgesetz, d.h. fiir alle z, w,u € IR? haben wir dei Identitiit
(z+w)-u=z-u+w-u

Zusammenfassend bildet also die Menge IR> zusammen mit der iiblichen Addition (aus der Vektor-
raumstruktur von IR?) sowie der gerade definierten Multiplikation “-” den sog. (kommutativen) Korper
der komplexen Zahlen, den wir mit € bezeichnen. Um unsere Notation zu vereinfachen, schreiben wir
i statt (0, 1), so dass jedes Element (x,y) € IR? in der Gestalt x + iy geschrieben werden kann. Wir
schreiben weiter |z| = |x + iy| = /x? + y? fiir die (euklidische) Standardnorm in € (damit kénnen
wir von Konvergenz und Grenzwerten in € sprechen), sowie 7 = x + iy := x — iy ist die komplexe
Konjugation. Fiir den Rest dieses Kapitels behalten wir im Hinterkopf die Identifizierung € mit R?
vermoge z — (Re(z), Im(z)) (wie auch R?> — C, (u,v) — u+ ).

In diesem Kapitel betrachten wir fast ausschlieBlich Abbildungen f : Ug — C, wobei U¢ eine offene
Teilmenge in dem Korper € ist. Wir nennen eine solche offene Teilmenge ein Gebiet, falls Ug auch
noch zusammenhéngend ist, vgl. 1.3.6.

Definition 3.1.1. Eine Funktion f : U — C heiflit C-differenzierbar oder holomorph in zy € C falls

der Grenzwert ) Flzo+h) — £(z0)
im
h—0 h

in C existiert. Wir schreiben f(zo) fiir diesen Grenzwert. f heiBt C-differenzierbar (oder holomorph)
falls der obige Grenzwert fiir alle zo € U existiert.

Lemma 3.1.2. Es seien f,g: U — C, h: V — C holomorphe Funktionen. Dann ist
i af +bg: U — C holomorph fiir alle a,b € C; (af + bg) = af’ + bg’
ii f-g:U — C sowie flg : U~ {g = 0} — C holomorph; (f -¢9) = f -g+f-9,
(flg) =" ~9—9" Nlg*:
iii (Kettenregel) foh:V — C holomorph, falls h(V) C U gilt; (f o h)'(z) = f'(h(2)) - W' (2).

Wir schreiben O(U) fiir die C-algebra aller in jedem Punkt von U C-differenzierbaren Funktionen.

Beispiele holomorpher Funktionen sind komplexe Polynomialfunktionen P(z) := ZZ:O aiZ (definiert
auf ganz C) sowie Reihenfunktionen f(z) := th:() ai(z — z0)* auf dem Konvergenzgebiet, d.h., auf
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der offenen Kreisscheibe B, (z9) C €, wobei nach Cartan-Hadamard

1

yr= —
lim sup {/|ay|

n— o0

der Konvergenzradius der Potenzreihe Z,f:o ar(z — z0)* ist. Hierbei wird natiirlich vorausgesetzt, dass
r > 0 gilt. So, z.B. sind

i oo Zk > ' Z2k+1 oo ' Z2k
= -, i = R ) I —— = Y —
¢ L}l sin(z) ;( TR cos(2) ;( ) 20

auf ganz C definierte holomorphe Funktionen, die eingeschriankt auf IR C € mit den reellen Exponential-
sowie trigonometrischen Funktionen iibereinstimmen.

Die Konjugationsfunktion z — Z, deren Potenzen z — (2)* sowie die Betragsfunktion z — |z| sind
Beispiele von Funktionen, die nicht holomorph sind.

Da wir sehr oft mit Potenzreihen befassen werden, fithren wir den folgenden allgemeinen Konver-
genzbegriff ein:

Definition 3.1.3. Essei Y .-, fx eine Reihe von Funktionen f; : U — C. Mann sagt, dass die Reihe
normal auf U konvergiert, wenn fiir jeden Punkt z € U eine Umgebung B(z) C U existiert, so dass

die Reihe > .2 || filla:) absolut konvergent ist. Hierbei bezeichente || f| s die Supremumsnorm von
f auf B.

Die Partialsummen einer normal konvergenten Reihe konvergieren lokal gleichmifig gegen eine Funk-
tion g : U — C. Ist jetzt speziell Y > ax(z — 20)¢ eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius 7, so
konvergiert diese Reihe normal auf der offenen Kugel B,(zo9) gegen die Reihenfunktion g(z).

Lemma 3.1.4. Essei f: U — C eine Funktion, aufgefasst als eine Abbildung f = (f1, f2) : Ugr: —
R> = {(x,y) : x,y € R}. Dann ist f C-diffbar in zo = xo + iyo genau dann wenn (fi, f>) total
differenzierbar (im Sinne 1.4.3.c) ist, und dariiberhinaus
o oh
0x Oy
gilt. Die obigen Gleichungen heifsen Cauchy-Riemannschen Gleichungen.

0 0
(%) (%0, yo) = afﬁ(xo,yo), (x0,y0) = —ﬁ(xo,yo)
Y 0x

Bemerkung. In dem obigen Lemma wird vorausgesetzt, dass die Abbildung f : U — C, aufgefasst als
Ugr: — IR?, total IR-differenzierbar ist. Die totale Differenzierbarkeit ist bekanntlich stiirker als blosse
Existenz der partiellen Ableitungen. Der Satz von Looman- Menchof (der wesentlich schwieriger zu
beweisen ist) besagt, dass f(z) = u(z)+iv(z) bereits auf U holomorph ist, wenn f partielle Ableitungs-
funktionen besitzt, die in allen Punkten der Definitionsbereiches U die Cauchy-Riemann Gleichungen
(%) erfiillen.

Folgerungen:
o Der Real- und Imaginirteil einer holomorphen Funktion f sind harmonische Funktionen, d.h. A(Re f) =
AImf) =0

3.2. Integralformel von Cauchy

Eine Kurve (Weg) v : I — U C C nennt man stiickweise stetig differenzierbar, falls y stetig ist, und
dariiberhinaus eine Unterteilung a = t; < < fp < --- < t, < tyy1 = b des Intervalls I = [a, b]
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existiert, so dass alle Einschréinkungen |y, ;.1 fiiralle j = 1,...,n stetig differenzierbar sind. (In den
Randpunkten #; und ¢, von [tj,7;;1] wird dann fiir y nur die Existenz der einseitigen Grenzwerte
limg_,, (y(s) — ¥(t))/(s — tx) gefordert; i.A. gilt dann

lim y(s) — y(t) £ lim y(s) — y(&)

s—1L S — [k s—1E S — [k
§<ty S>1

und ¥, 1, muss stetig sein.) Es sei jetzt f : Ug — C eine stetige Funktion und y : I — Ug eine
stiickweise stetig differenzierbare Kurve. Dann definieren wir

n i+l
/ f@dz=Y) " [ fo()-Y(s)ds
Y j=1 Y1

und nennen | y f(2) dz das Kurven- oder Wegintegral entlang von 7.

Bemerkung 3.2.1. Essei y : [ = [a,b] — Ug (allgemeiner Ugn ) eine stiickweise stetig differen-
zierbare Kurve sowie ¢, y, f € CO(U(y())), a,B € C:
e Wie aus der Theorie der Riemannschen Integration bekannt, gilt auch fiir Wegintegrale:

/(aso(z)+ﬁ¢f(Z)) dz=a/90(z) dz +ﬂ/¢(Z) dz, H/w(z) dz|| S/Hlﬂ(z)\l |dz],
Y Y Y Y Y

e Ist @ eine Stammfunktion von ¢, so gilt f ©(2) dz = O(y(b)) — ©(y(a))

e Der Wert von fy f(2) dz hingt nur von der Spur S p(y) = y(I) und nicht von der Wahl der Parametrisierung
von S p(y): Ist ndmlich y : [a,b] — C stetig differenzierbar und u : [@,8] — [a,b] ein orien-
tierungserhaltender (stiickweiser) Diffeomorphismus, so gilt

/ (@) dz = / £Q) dz
Y YOou

Ist jedoch u orientierungsumkehrend, d.h., ' < 0, so gilt fyoﬂ f@dz=— fy f(2) dz.

e Besteht der M Rand einer Teilmenge M C C aus stiickweise stetig differenzierbaren Kurven,
so schreibt man |, om J (@) dz statt explizit den Rand zu prametrisieren. Dabei wird stillsschweigen
angenommen, dass der Rand gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

Falls fiir eine Weg vy : [a,b] — C y(a) = y(b) gilt, so heiit v geschlossen. Zwei Wege, v,d
[a,b] — U C C, mit gemeinsamen Endpunkten heiflen in U homotop, falls eine stetige Abbildung
H : [a,b] x [0,1] — U gibt, so dass H(t,0) = y(¢), H(t,1) = 6(¢) fiir alle ¢t € [a.b] sowie y(a) =
H(a,s) = 6(a), y(b) = H(b, s) = 6(b) fiir alle s € [0, 1]. Salopp formuliert heifit das, dass die beiden
Wege ¥ und § innerhalb von U stetig ineinander deformierbar sind. Es ist dabei wichtig, dass alle
"Zwischenwege’ t — H(t, s) inerhalb der Menge U bleiben.

Satz von Cauchy 3.2.2. (fiir Rechtecke) Es sei R = [a1, b;] X [az, b2] C IR? = C ein achsenparalleles
Rechteck, das in einer offenen Teilmenge U C C enthalten ist, und f : U — C eine holomorphe
Funktion. Dann gilt

f(x)dz=0
AR

Zusatz. Ist R C IR* ein Rechteck, U (R) C IR? eine offene Umgebung von R und ¥ : U(R) — Ug eine
beliebige C' -Abbildung, dann gilt auch
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f)dz=0 fiir jede holomorphe Funktion f: Ug — C
P(AR)
Idee des Beweises fiir f( og S (2) dz = 0: Fiir die gegebene holomorphe Funktion f konstruiere man
eine Folge von immer kleiner werdenden Rechtecken R D R} D R, D - - - wie folgt: Man zerlege das
Ausgangsrechteck R in 4 kongruente Rechtecke R\, ..., R™® . Da sich die Integration iiber Wegstiicke
innerhalb von R weghebt, gilt

f2)dz = f(@) dz + f(z)dz + f)dz+ f(2) dz
OR ORMD OR® OR® OR®

Es bezeichne R; dasjenige Rechteck aus RV, ..., R® fiir das | [, pu, f(2) dz| = | fa” F®P @) 50 @)| dt
maximal ist. Dann gilt

‘/aRf(z) dz( §4-‘ . f(z)dz‘

Sukzessiv gewinnt man auf diesem Wege eine Folge der Rechtecke Ry C R mit | |, xS (@ dz|l <
4%| J. or, J@ dz|, sowie diam(Ry) = 2 *diam(R) und u(Ry) = 2 ¥ u(R) wobei u(R;) den Umfang des
Rechtecks Ry bezeichnet. Wegen Kompaktheit von R und diam(Ry) — O fiir k — oo gilt (Rx =
{z0}. Da f in zp C-differenzierbarist, V&> 0 36 > 0,sodass f(z) = f(zo)+ f'(z0)(z—2z0)+r(z—z0)
mit |r(z — z0)| < €|z — 70| fiir alle z € Bs(zo) gilt. Wihle jetzt n groB genug, so dass diam(R,) < 6.
Dann haben wir

[ r@dd <4 [ rod =4 | s+ e -+ re-w)| <

b
< 4k/ |r(z — z20)| |dz| < 4k8/ lyi() — zo| - [7x(®)] dt <
BRk a
< 42 *diam(R) - 2 *u(R) = &-diam(R)-u(R)

Dabei ist y : [a,b] — IR, C C die stiickweise stetig differenzierbare Kurve, die den Rand von Ry
parametrisiert, und fab |%(1)| dt die Lénge des Weges g, d.h., der Umfang von Ry. O

Typische Beispiele fiir Bilder y(JdR) zeigen die folgende Beispiele:
o ¥:[r,n]x[0,2r] — C, (x,y) — zo+x-e~¥. Dannist das Bild von [r{, 2] x [0, 27r] ein Kreisring
B,,(20)  By,(z0) oder die abg. Kreisscheibe B,,(zo) falls r; = 0. Hier gilt es

f‘P(QR) T f(?B,‘ @) faB,,.l(zg) o . )
e Sind vy, vi :z[a, b] — C stetig differenzierbare Kurven, so ist ¥ : [a,b] x [0,1] — C, (s,1) —

(1 — Hyo(s) + tyi(s) eine C ! -Abbildung, die den Rand des Rechteck R auf Spur(vyg), Spur(y;) sowie
die Abschnitte yg(a) yi(a) sowie yo(b)y;(b) abbildet.

Folgerungen aus dem Satz von Cauchy

In den folgenden Aussagen sei immer f : Ug — C eine auf ganz Uy C € C-differenzierbare
Funktion.

Cauchy-Formel 3.2.3. (fiir Kreisscheiben) Ist B,(z9) C Ug so gilt fiir jedes z € B,(z) :
1
fo) = —— / S(w) dw
d

27Tl B.-(20) w—2z

Lokale Entwickelbarkeit in eine Potenzreihe 3.2.4. Fiir jede Kreisscheibe B.(zo) C Ug gilt fiir alle
z € By(z0):

oo

f@) = Z cx(z — 20 mit ¢

k=0

1 J(w)

- I
271'1 9B,-(20) (w - Zo)k+l
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und der Konvergemnzradius der obigen Potenzreihe ist mindestens r. Es gilt die folgende Abschditzung
f —
(3.2.5) kusUJ%£@
7
Theorem von Goursat 3.2.6. f ist oco-oft C-differenzierbar auf Ug.

Theorem von Liouville 3.2.7. Ist Ug = C und |f| : C — R>¢ beschriinkt, so muss f bereits konstant
sein.

Theorem von Morera 3.2.8. Es sei ¢ : Uy — C eine stetige Abbildung, so dass fiir jedes Dreieck
ACUg | o P(2) dz = 0 (dquivalent: fiir jedes Rechteck R C Ug /. or 9@ dz = 0) gilt, dann ist ¢
holomorph auf Ug

Unter einem Dreieck verstehen wir die abgeschlossene Fliche A = Ajpc C C = IR2, die durch
beliebige nicht kolineare drei Punkte A, B, C € R* aufgespannt wird.

Identitatssatz 3.2.9. Es sei (z,) eine konvergente Folge von paarweise verschiedenen komplexen
Zahlen mit limz, € Ug. Gilt f(z,) = 0 fiir alle n und ist U¢ eine Gebiet (d.h., zusammenhdngend), so
folgt f = 0. Insbesondere gilt fiir zwei holomorphe Funktionen f,g : Uy — C, die in allen Punkten
zp tibereinstimmen: f =g auf Ug.

Es sei ¢ eine Nullstelle von f. Definiere die Verschwindungsordnung von f in { als

ordz(f) := min{k : f¥(0) # 0}

Ist h : U — C eine holomorphe Funktion, die in ¢ eine Nullstelle von Ordnung 1 hat, so gibt es
nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion 1.4.14 eine offene Umgebung V({) C U, die vermoge h
diffeomorph auf B,(0) abgebildet wird.

Vorbereitungssatz 3.2.10. Es sei { eine Nullstelle von f. Falls f nicht konstant ist, gilt ord;(f) =:
k < 00, und es existiert eine holomorphe Funktion h, die auf einer Umgebung V({) von { definiert
ist und in ¢ von Ordnung 1 verschwindet (d.h., lokal biholomorph ist), so dass f(z) = h(z)* fiir alle
z € V() gilt.

Bemerkung. Aus dem Satz iiber die Umkerfunktion folgt, dass man um ¢ eine Umgebung V., C Ug
findet, so dass & : V, — B.(0) ein Diffeomorphismus ist, der wegen 3.1.4 sogar biholomorph ist.

Satz iiber die Gebietstreue 3.2.11. Ist Ug eine Gebiet, so ist das Bild f(Ug) ebenfalls ein Gebiet,
vorausgesetzt dass f nicht konstant ist.

Maximumsprinzip 3.2.12. Hat |f| in einem Punkt z € Ug ein lokales Maximum, so ist f konstant
auf Ug, vorausgesetzt dass Ug zusammenhdngend ist.

3.3. Isolierte Singularititen und Laurent-Reihen

Definition 3.3.1. Es sei U C C offen, zo € U und f € O(U ~\ {z0}) Man sagt, dass f in zo
(a) eine hebbare Singularitdt besitzt, falls sich f zu einer auf ganz U holomorphen Funktion fortset-
zten 14Bt, d.h., es gibt £ € O(U) mit f(z) = f(2) fiiralle z € U ~ {z0}:
(b) eine Polstelle er Ordnung m falls in zg (z—z0)"-f(z), nicht jedoch (z—20)"" ' f(2), eine hebbare
Singularitit besitzt.
(c) eine wesentliche Singularitdt besitzt, falls f in zg weder eine hebbare Singularitit noch eine
Polstelle hat.
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Lemma 3.3.2. Es sei f € OU \ {z0}), so dass fiir eine punktierte Kreisscheibe B)(z9) =
B,(20) ™ {z0} C U die Einschrinkung von |f| auf B) beschrinkt ist. Dann hat f in zo eine hebbare
Singularitdat.

Lemma 3.3.3. Fulls die holomorphe Funktion f : U~ {z0} in zo € U eine Polstelle der Ordnung m
besitzt, so gibt es h € O(U) mit h(zo) # 0 mit
h(z)
f@) = ——+

(Z _ ZO)I‘I‘[
Es gilt dann lim,_,,, | f(z)| = oo
Eine holomorphe Funktion auf B (z9), die in zo eine Polstelle hat a6t sich wegen lim,_,,, |f(z)| = oo

sicherlich nicht zu einer stetigen Funktion B,(z9) — C fortsetzen. Man kann jedoch den Wertebereich
auf folgende Weise sinnvoll um einen Punkt, den sog. unendlich fernen Punkt, erweitern:

Konstruktion der Riemannschen Zahlenkugel. Die Menge C U {pt} wird mit S? = {(x,y,2) €
R : 2+ 2+ 22 = 1} identifiziert in dem man € mit S% ~ {(0,0,1)} (Sphire ohne Nordpol)
identifiziert. Dazu verwendet man die stereographische Projektion von dem Nordpol aus:

i
¢:S?{N} —C, (X,y,Z)H); Y

-z
1. ) (QRew,2Imuw, [w|*> — 1)
¢ C—S"{N}, wr— e

Die Menge S?, zusammen mit der Einschrinkung der euklidischen Metrik in IR® ist ein metrischer
Raum (die auf S? induzierte Metrik d nennt man chordal). Durch die Identifizierung von € mit
$2 < {N} hat man auf S? . {N} holomorphe Koordinate eingefiihrt und der Norpol N = (0,0, 1)
wird dann mit dem unendlich fernen Punkt oo identifiziert, der nicht in ¢~!(C) enthalten ist. Diese
2-dimensionale Sphire mit den oben definierten Identifikationen nennt man die Riemannsche Zahlen-
sphire (oder Kugel) und bezeichnet mit C.

Definiert man mittels der Abbildung (konjugierte stereographische Projektion vom Siidpol S = (0,0, —1)
aus)

St {S} — C, (X,y,z)'—>x_ly
1+z
. ) Rew, —2Imw, 1 — |w|?)
1€ — S {S},
v ~ 18] T+ Ju]?

eine weitere Karte (vgl. 1.4.13, wobei wir jetzt anstelle eines abstakten Vektorraumes E die Menge S 2
benutzten und die Karten auf den Umgebungen Uy := S% \ {N} sowie Us := S . {S} definieren),
so wird jetzt S% ~. {S} mit C identifiziert, und der unendlich ferner Punkt co = N entspricht jetzt
dem Nullpunkt in € = ¥(S? ~. {S}). Der Koordinatenwechsel g oy~ : €\ {0} — € . {0} hat die
Gestalt w — 1/w, ist also eine biholomorphe Abbildung.

Die Konstruktion der Riemannschen Sphire erlaubt jede holomorphe Abbildung f : U \ {z0} — C,
die in z eine Polstelle hat, d.h., f(z) := h(2)/(z — z,)™, als eine stetige, sogar holomorphe Abbildung
f: U — C aufzufassen. Hierbei f(z) := { ¢ o f(z) fallsz#z . Die Holomorphie von f in dem
N falls z = zg
Punkt zo bedeutet, dass die Abbildung ¢ o f, in unserem Fall durch u — (4 — 20)"/h(u) gegeben,
holomorph in einer Umgebung von zp ist. Die oben konstruierte Riemansche Sphére ist ein Beispiel
einer eindimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit. Eine Abbildung g : Ug — C ist deinitionsgemiB
holomorph, wenn die ensprechenden Abbildungen i o g und ¢ o g mit Werten in € holomorph in dem
tiblichen Sinne sind.

Von nun an werden wir den Punkt N € §2 = € mit oo bezeichnen.
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Definition 3.3.4. Eine stetige Abbildung f: U — C, fiir die f~'(co) eine diskrete Teilmenge von U
ist, sodass f: U~ f~!(c0) — € C C holomorph ist, und in jedem Punkt aus f~!(cc) eine Polstelle
vorliegt, eine meromorphe Funktion.

Die Menge aller meromorphen Funktionen auf einem Gebiet U C C bilden eine Korper.
Die holomorphe Funktionen C* — C z — exp(—1/z), sin(1/z) besitzen in 0 wesentliche Singu-

laritdten.

Satz von Weierstraf3-Caserati 3.3.5. Besitzt f € O(U \ {20} in zo eine wesentliche Singularitiit, so
ist fiir jedes € > 0 das Bild f(B} (zo)) dicht in C.

Es gibt sogar die folgende Verschirfung dieser Aussage, bekannt als der Satz von Picard: Das Bild
f(BX(20)) fiir ein beliebig kleines & > 0 stimmt bis auch hochstens einen Ausnahmepunkt mit ganz C
iiberein.

Definition 3.3.6. Eine Laurentreihe mit dem Entwicklungspunkt zq ist der Ausdruck

o0
Z ar(z — Zo)k, ar € C firalle ke Z

k=—o00

wobei Y2 a_x(z — 20) "% der Hauptteil und > oo axlz — z0)¢ der Nebenteil der Laurentreihe heift.

Um das Konvergenzverhalten zu klidren, sei 1/r der Konvergenzradius der Potenzreihe Y .=, a_juw*
und R der Konvergenzradius der Potenzreihe ;o axw*. Dann konvergiert

o) o0 a

—k —k
E a,k(Z - ZO) = g ﬁ
k=1 =1 TR0

lokal gleichmiBig (normal) auf € . B,(z0) gegen eine holomorphe Funktion f_ : € \ B,(z9) — C
und Z,f:o ar(z — z0)* lokal gleichmiBig (normal) auf Bg(zg) gegen die holomorphe Funktion f, :
Br(zo) — C. Gilt 0 < r < R, so sagen wir, dass die Laurentreihe Z,f:_oo ar(z — z0)F auf dem
Kreisring K := {z € C : r < |z — z0| < R} konvergiert. In diesem Fall definert die Laurentreihe eine
holomorphe Funktion auf K, welche per definitionen die Summe der durch den Hautteil und durch den
Nebenteil definierten holomorphen Funktionen, also f_ + f., ist. Ist der Hauptteil einer Laurentreihe
0, so handelt sich bei >_0° _ ax(z — 20 = Y pop ax(z — 20)F um eine gewdhnliche Potenzreihe.

Entwicklungssatz II 3.3.7. Es sei f eine in einem Kreisring K := {r < |z — zo| < R} holomorphe
Funktion. Dann gibt es fiir alle k € 7. eindeutig bestimmte Zahlen cy € C, so dass die Laurentreihe
oo oo c o0
—k
E cr(z —20)" = E — =t E cx(z — 20)*
(z —20)
k:*()o k:1 k:0

auf K gegen f konvergiert. Es gilt ferner
1 J(w)

270 J |y =p (W — 70)k+1

Ck

fiir alle p mit r < p <R.

Lemma 3.3.8. Es sei Ziooo an(z—z0)" die Laurentreihe einer holomorphen Funktion f € O(B ; (20)).
Dann besutzt f eine hebbare Singularitiit in zo genau dann wenn der Hauptteil der Laurentreihe ver-
schwindet. [ besitzt in zog einen Pol der Ordnung m genau dann wenn a_,, # 0 und a; = 0 fiir
alle k < —m. Ferner hat f in zg eine wesentliche Singularitdit genau dann wenn unendlich viele der

Koeffizienten ay mit k € —IN nicht verschwinden.
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Definition 3.3.9. Essei y : [a,b] — C eine stetige Kurve, 7 € [a, b] und B,(y(1)) eine Kreisscheibe.
Wir schreiben I fiir das maximale in [a, b] offene Teilintervall I. C [a, b], fiir das y(I;) C B,(y(1))
und 7 € I; gilt.

Eine Kreiskette auf einer stetigen Kurve vy : [a,b] — € besteht aus einer Unterteilung a = 71 < 75 <
- < Tps1 = b sowie den offenen Kugeln B, (y(7;)) C C, so dass die Intervalle I, ..., I die

Ketteneigenschaft I, NI, # @ fiiralle j € {1,...,n+ 1} haben.

Falls U C C eine offene Teilmenge ist und alle Kreisscheiben B, (y(7;)) in U enthalten sind, so

sprechen wir von einer Kreiskette auf einer stetigen Kurve y in U.

Tn+l

Definition 3.3.10. Es sei jetzt K := (y, 7}, By;) eine Kreiskette auf einer stetigen Kurve y : [a,b] — C
und f := fi € O(B,,(y(11))). Eine analytische Fortsetzung von f entlang der Kreiskette /C besteht
aus holomorphen Funktionen f; € O(B,j (y(z)))) fiir alle j, so dass

IDNB () DBy, ((T5:1)

fiir alle j = 1,...,n gilt. Jede Familie von holomorphen Funktionen f; € O(B,,(y(7}))), die die obige
Bedingung erfiillen, nennen wir eine analytische oder holomorphe Fortsetzung (von fi) entlang C.

Definition 3.3.11. Homotopie von Kurven Es sei (X, d) ein metrischer Raum und g, y; zwei stetige
Kurven [a,b] — X. Gilt yo(a) = yi(a) sowie yo(b) = y1(b), so nennt man yy und y; homotop in
X falls es eine stetige Abbildung H : [a,b] x [0,1] — X mit H(z,0) = yo(¢) sowie H(t,1) = y(?)
fiir alle t € [a,b] gibt. Die Abbildung H nennt man eine Homotopie zwischen o und y;. Eine
geschlossene Kurve y : [a,b] — X heilit nullhomotop, falls vy homotop zu der konstanten Kurve
[a,b] — {y(a)} C X ist.

Lemma 3.3.12. Es seien zwei Kreisketten (y,7j, B,,) und (y,T B!,) auf der gleichen Kurve 'y und
zwei analytischen Fortsetzungen: (f;) entlang (y, T], B,) und (gj) entlang (y,T B),), gegeben. Gilt
f1B,o@) = 9|,y fiir ein hinreichend kleines p so gilt auch f, = g, auf einer klemen Umgebung
von y(b).

Wir sagen daher, dass eine holomorphe Funktion f € O(B,,(y(a)) lingst y holomorph fortsetzbar ist,
falls es irgendeine Kreiskette auf y, und eine analytische Fortsetzung (f;) langst dieser Kreiskette gibt.

Lemma 3.3.13. Es seien (y, 7, B;,) eine Kreiskette auf vy : [a,b] — C, (9, T B’ ) eine Kreiskette
auf d : [a,b] — C sowie zwei analytlschen Fortsetzungen: (f;) entlang (y, 7}, r) ‘und (g ;) entlang
(o, T// Br'_) gegeben. Es wird ferner angenommen, dass h := f|p ,a) = 9|,y fiir ein hinreichend
kleines p > O gilt. Sind y und T homotop mit der Homotopie H : [a,b] x [0,1] — C und ist h
holomorph fortsetzbar entlang t — H(t, s) fiir jedes s € [0, 1] so gilt auch f, = g, auf einer kleinen
Umgebung von y(b) = 6(b).

Lemma 3.3.14. Es sei f € OWU) und y : I — U eine beliebige stetige Kurve. Dann hat f
eine Stammfunktion F, entlang vy, d.h., es existiert eine analytische Fortsetzung (F ;) entlang einer
Kreiskette (y,7;, B;,) auf vy, so dass F}(Z) = f(2) auf By, (y(7))) fiir alle j gilt.

Motiviert durch die Tatsache, dass fiir eine (stiuckweise) differenzierbare Kurve v : [a,b] — U sowie

f € O(U) das Integral fy f(z) dz durch F(y(b)) — F(y(a)) ausgedriickt werden kann, vorausgesetzt,
dass F eine Stammfunktion von f auf U ist, definieren wir jetzt fiir eine bloB stetige Kurve y : I — U

/ f(2) dz := Fy(y(D)) — Fy(y(a))
Y

Hierbei ist F, ist eine Stammfunktion von f entlang y wie in 3.3.14 Hiermit erhélt man die folgende
Verschirfung des Satzes von Cauchy:
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Theorem 3.3.15. Essei f € O(U) und y,6 : I — U zwei in U homotope Kurven. Dann gilt

/ ) dz = / £Q) dz
b% o

Integralformel von Cauchy in der Umlaufszahlversion 3.3.16. Es sei f € O(U) und y : I — U
eine in U nullhomotope stetige (geschlossene) Kurve. Dann gilt fiir jedes a € U, welches nicht auf
y(I) liegt:

1 /(@)
@ fa@=5- [ 1 4
niJ,z—a
Herbei bezeichnet v, (a) = ﬁ y (Z‘fa) die Umlaufszahl der geschlossenen Kurve y um den Punkt a.

Sie 1aBt sich auch anschaulicher als die Differenz (6,(b) — 6,(a))/2n definieren, wobei 6, : I — IR
eine stetige Funktion ist, fiir die

exp(if, (1)) = m Viel

gilt.

Definition 3.3.17. Es sei ¢ eine isolierte Singularitit von f € O(B)(c)) und Ziooo ar(z — ¢)F ihre
Laurentreihe. Dann heisst

1
Rese)i= 50 [ f0de=a
27 OB (c)
das Residuum von f an der Stelle c.

Residuensatz 3.3.18. Es sei S C U eine diskrete Teilmenge, die die isolierten Singularitditen einer
holomorphen Funktion f € O(U \ §) enthdlt. Falls v : I — U \. S eine stetige geschlossene Kurve
ist, die in U nullhomotop ist, so gilt:

/ f(@)dz=2mi > v)(s) - Ress(f) .
Y

seS

Insbesondere ist die Summe auf der rechten Seite endlich.

Anwendungen.
e Es sei R(z) = P(z)/Q(z) eine rationale Funktion, deg Q > deg P + 2 und R(x) hat keine Polstellen
auf der reellen Achse. dann gilt:

/ - R(t) dt = 2ni Z Res.(R)

- Im c>0

e Es sei R(z) = P(z)/Q(z) eine rationale Funktion, deg Q > deg P + 1 und R(x) hat keine Polstellen
auf der reellen Achse. Dann gilt:

/ - R dt = 2ni Z Res.(R(z)-¢)

- Im >0

Fiir eine stetige Funktion f : R\ {c¢} — C schreiben wir

Def. HW / T ) dx = lim ( / T dt / " dx)
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falls der Grenzwert auf der rechten Seite existiert. Die einzelne Grenzwerte limg_,q ff;f f(x) dx
sowie limg_,q fcios f(x) dx brauchen nicht zu existieren.

e Es sei R(z) = P(2)/Q(z) eine rationale Funktion, deg Q > deg P + 1 und R(f) habe an den Stelle
b1, ..., br € R Polstellen der Ordnung 1. Dann gilt

HW / R(t)e™ dt = 2mi »  Res.(R(z)-¢%) +mi » _Res; (R(z)-¢%)

Im >0 b;
e Essei r(x,y) = p(x,y)/q(x,y) eine rationale Funktion in zwei Variablen. Dann gilt

n , 1 1 1, 1 1.\ dz
/0 r(cos(x), sin(x)) dx = i/631(0)r<2(z+ E)’Z(Zi E)) =

3.4. Harmonische Funktionen und Poisson-Integrale

Wie iiblich identifizieren wir € mit IR* via z = x + iy — (x,y). Bezeichen x,y die lineare Koordi-

natenfunktionen und %, a% die entsprechenden partiellen Ableitungsoperatoren, so defininieren wir

die komplexen Differentialoperatoren 1 Ordnung

0 0 .0 0 o .0
az‘Zi(ax‘lay)’ aﬁ;(ax*’ay)

Eine C! Funktion f : Ug — C (= IR?) ist genau dann holomorph auf Ug wenn (% f = 0 gilt. Analog
nennen wir eine C' -Funktion f : Uy — C antiholomorph falls a% f=0auf U gilt.

Der (euklidische) Laplaceoperator auf IR* kann dann in der form

b 40 o?
—+ = =4——=4—
oxr  oy? 0z 07 0207

geschrieben werden. Er definiert eine C-lineare Abbildung CcK(U) — C*%(U), k > 2. Zur Erin-
nerung: f € C?(U) heiBt harmonisch, falls Af = 0 auf U. Man sieht dann sofort, dass holomorphe
Funktionen, wie auch deren Real- und Imaginérteile harmonisch sind. Der folgende Satz gibt eine
explizite Konstruktion harmonischer Funktionen.

Theorem 3.4.1. Essei R> 0, a € C und ¢ : 0Bg(a) — C ecine stetige Funktion. Dann ist
1 [ Re'" +7—a -
D(z) = — R (7) +Re'") dt , , B
() 277/0 AV — ¢(a + Re") z € Bgr(a)

harmonisch auf der Kreisscheibe Bgr(a). Ferner gilt

111151 D(z) = p(Re™) fiir alle s € R.
z—Re*s

Den Ausdruck )
Re' +z7—a
Prateon = Re (RS E2=)

RalZ:1) © Re'' —z+a

nennt man die Poissonsche Kernfunktion.
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Mittelwerteigenschaft. Man kann leicht zeigen, dass fiir harmonische Funktionen f € C*(U) die

Formel ) _
1 T it _ .
flo)=— / Re (M)f(re” +a)dt
21 Jo re! —z+a

fiir jede Kreisscheibe B,(a) mit B,(a) C U gilt. Insbesondere also

2r
(3.4.2) f(a) = % f(re" +a) dt .
0

Man sagt auch, dass f die Mittelwerteigenschaft hat. Uberraschenderweise ist das hinreichend um
harmonische Funktionen zu charakterisieren:

Lemma 3.4.3. Essei f € C>(U). Gibt es fiir jedes a € U ein R, > 0 mit Br,(a) C U, so dass fiir
alle r < R, die Bedingung 3.4.2 erfiillt ist, so ist f harmonisch.

Es ist niitzlich die folgende Verallgemeinerung der harmonischen Funktionen zu betrachten.

Definition 3.4.4. (Oberhalbstetige Funktionen) Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Funktion
f X — RU{—o00} nennt man oberhalbstetig, falls fiir alle a € X die Ungleichung

limsup f(x) = lim ( sup f(x)) < f(a)  erfiilltist.

x—a B/ (@)~a

Definition 3.4.5. (Subharmonische Funktionen) Es sei f : Ug — IR U {—o0} oberhalbstetig, so
dass auf keiner Zusammenhangskomponente von U f = —oo gilt. Gilt ferner noch

2r
fo< 2 [ joedvaya
27T 0

fiir alle Kreisscheiben B,(a), die in Ug enthalten sind, so nennt man f subharmonich.

Bemerkung 3.4.6.

e Um die Subharmonizitit einer oberhalbstetigen Funktion f : U — IR nachzuweisen, reicht es fiir
jedes a € U ein (kleines) R, > 0 zu finden, so dass die Ungleichung aus 3.4.5 blof fiir alle » < IR,
gilt.

e Gilt f € C%(U), soist f subharmonisch genau dann, wenn Af > 0 gilt.

Definition 3.4.7. Essei U C R" eine zusammenhingende offene Teilmenge. Wir sagen, dass eine
oberhalbstetige Funktion f : Ugrn — IR U {—o0} das (strikte) Maximumsprinzip erfiillt, wenn die
folgende Bedingung erfiillt:

e entweder besitzt f in keinem Punkt aus U ein lokales Maximum, oder aber

e ist f konstant.

Falls U C IR" eine beliebige offene Teilmenge ist, so erfiillt eine oberhalbstetige Funktion f : U — R
das (strikte) Maximumsprinzip genau dann wenn die Einschrinkungen f|y. auf jede Zusammene-
hangskomponente U° von U die obige Bedingung erfiillt.

f : U — R, U offen, erfiillt genau dann das Maximumsprinzip wenn fiir jede relativkompakte und
zusammenhingende Teilmenge W C U die Abschitzung

f(2) < sup f(w) firalle ze W
oW

gilt, insofern f nicht auf der W enthaltenden Zusammenhangskomponente U" von U konstant ist.
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Proposition 3.4.8.
i. Essei f:Ug — R eine oberhalbstetige Funktion. Gibt es fiir jedes a € Ug ein R, > 0, so dass
1 2n )
(3.4.9) fla) < — f(re" +a) dt .
2 0

fiir alle v < R, erfiillt ist, so gilt fiir f das Maximumsprinzip. Insbesondere ist gilt das Maxi-
mumsprinZip fiir jede subharmonische Funktion f.
ii. Essei f € C?(Ugrn). Gilt Af > 0 so erfiillt f das Maximumsprinzip.

Typische Anwendungen des Maximumsprinzips: Es sei V C C zusammenhingend und relativkom-
pakt.
e Sind f,g € C°(V) zwei harmonische Funktionen, die auf 4V iibereinstimmen, so gilt schon f = ¢
auf V. (Wende das Maximumsprinzip auf f — g, g — f und O an)
o Ist f: V — IRU{—o0} subharmonisch (d.h. oberhalbstetig auf V und subharmonisch auf V') sowie
h : V — IR harmonisch mit f < h auf 8V so gilt f < h auf ganz V. (Wende das Maximumsprinzip
auf f —h < 0 an). Insbesondere folgt daraus, dass eine oberhalbstetige Funktion f: U — RU{—o0}
genau dann subharmonisch ist, wenn fiir jede relativkompakte Teilmenge W C U (d.h., W C W C U,
W kompakt, vgl. 1.3.5) sowie jede harmonische Funktion 2~ € CO(W) mit h > f auf OW, die
Ungleichung

h(z) > f(2) fiir alle z € W erfiillt ist.

Dirichletsches Randwertproblem. Es sei U C C eine beschriankte offene Teilmenge und ¢ eine
stetige Funktion auf dem Rand AU. Gibt es eine auf U stetige funktion ®, die am Rand mit ¢
tibereinstimmt und auf U harmonisch ist? In dem Speziallfall U = Bg(a) gibt der Satz 3.4.1 eine
affirmative Antwort auf diese Frage. Die Losung ist auch eindeutig. Eine solche eindeutige Losung
existiert auch fiir viel allgemeinere Gebiete. Man kann zeigen, dass fiir jedes Gebiet U C C, dessen
Rand 0U die Bedingung [PP] erfiillt, das Dirichletsche Randwertproblem (fiir harmonische Funktio-
nen) eine eindeutige Losung besitzt. Dabei 146t sich die Bedingung [PP] folgendermal3en formulieren:

Fiir jedes p € U gibt es eine stetige Kurve vy : [a,b] — C mit y(a) = p und y(a,b] N U = &.
Insbesondere erfiillt jedes Gebiet mit stiickweise differenzierbaren Rand die Bedingung [PP].

Die Konstruktion der Funktion ® l:iBt sich folgendermaBen bewerkstelligen: Ist ¢ € C%(AU) gegeben,
so konstruiere man die Perronsche Familie

P, := {f € C°U) : f subharmonisch, ¥ p € dU limsup f(z) < ¢(p)}

Z—p

Dann ist ®(z) := sup FeR, f(z) die gesuchte harmonische Funktion.

Die niéchste Proposition klirt die Frage, unter welchen Bedingungen die in 3.4.1 konstruierte Funktion
® holomorph auf der entsprechenden Kreisscheibe ist. Der Einfachkeit halber schreiben wir S :=
0B (0) fiir den Rand der Einheitskreisscheibe.

Proposition 3.4.10. Es sei ¢ € C°(S). Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
2m
i / oeMe™ dt=0 Yn>0
0

2 ,—it
.. e " +z i
ii / g Zgo(e”) dr=0
o _

1 2r ity )
i F(z) = " / Re (:"7 z>¢(6lt) dt ist eine stetige Fortsetzung von ¢ auf die Kreisscheibe
0 _

B1(0), die holomorph auf B1(0) ist und in 0 verschwindet.
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4. Lebesguesche Integrationstheorie

4.1. MaBtheorie

Um den Riemannschen Integrationsbegrift auf eine grofere Klasse von Funktionen (als die blof Riemann-
integrierbaren) auszudehnen ersetzt man die Intervalle (bzw deren Lédngen) in den klassischen Rie-
mannschen Summen . .. fENXje1 — X)) = > naiien €i1[X)» Xj+11] durch Summen der Gestalt
> endiich CjlAj|, wobei AjU- - -UA, eine disjunkte Zerlegung eines Intervalls [a, b] in gewisse Teilmen-
gen Aj; ist. Damit konnte man der Treppenfunktion g : [a,b] — R, die auf jedem A; den konstanten
Wert ¢ annimmt, das Integral [g = Y ..y, ¢jlA;j| zuweisen. Ein Problem dabei ist e, fiir eine allge-
meine, “komplizierte” Teilmenge A C IR den “richtigen” Inhalt |A| zu definieren. In diesem Abschnitt
befassen wir uns eingehend mit dem Messen und iiberhaupt mit der Messbarkeit von Teilmengen in
IR" (oder allgemeiner: X).

Definition 4.1.1. Es sei X eine beliebige Menge. Eine o-Algebra A auf der Menge X ist eine
Familie von Teilmengen von X (d.h., A C 2%) die die folgenden Bedingungen erfiillen.
i geA,
i Ac A= A€ A,
iii Ay e AfirkeIN = J2, A € A.

Ist £ C 2% eine beliebige Teilmenge, so schreibt man A,(£) fiir die kleinste o -Algebra, die £ enthilt.
Man nennt dann & ein Erzeugersystem fiir die o-Algebra A,(£). So z.B. fiir einen topologischen
Raum (X,7) nennt man die durch alle offenen Teilmengen erzeugte o-Algebra A,(7) C 2X die
Borelsche o-Algebra By .

Definition 4.1.2. Es sei A C 2% eine o-Algebra auf X. Ein (positives) Maf ist eine Abbildung
u: A— [0, +00], die die folgenden Bedingungen geniigt:

Ml w(@)=0

M2 Fiir jede Folge von paarweise disjunkten A, € A, n € IN gilt:

u( U An) =Y uA))  o-Additivitit
n=1 n=1

Bemerkung 4.1.3.

o Gilt u(X) < oo so heildt u endlich.

e Gilt X = J,2, ¥, und u(Y,) < oo Vn so heiBit u o-endlich.

e Das Paar (X, A), wobei A eine o-Algebra auf X ist, nennt man einen Messraum. Das Tripel
(X, A, ), wobei u ein MaB auf einer o--Algebra ist, heiit ein Mafraum.

e Wirnennen N C X eine u-Nullmenge fallsesein A € A mit A D N und u(A) = 0 gibt. LA. N ist
kein Element in A.

e Ein Mafraum (X, A, u) heiBt vollstiindig falls jede u-Nullmenge N in A liegt. Jeder MaBraum 14t
sich zu einem vollstindigen Raum erweitern.

e Ersetzt man in M2 die o -Additivitit von p durch die bloBe (endliche) Additivitéit

m m
A2 u( UAn> =3 uAn) fiir ein m > 2
n=1 n=1

so nennt man ein solches u ein Inhalt.
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Definition 4.1.4. Ein dufleres Maf3 auf einer Menge X ist eine Abbildung p* : 2X — [0, +oc], die
die folgenden Bedingungen erfiillt:

OM1 u*(@)=0

OM2 Fiir jede Folge A, € 2X, n € IN gilt:

[ee]

o ( U An) < Zu*(An) o -Subadditivitiit
n=1

n=1

OM3 Fiir alle Teilmengen mit A C B folgt u*(A) < u*(B) Monotonizitdit

Es sei angemerkt, dass die Bedingung (M1) die Monotonizitit automatisch impliziert, nicht jedoch
(OM1). Im Falle eines dufleren (bzw. subadditiven) MaBles muss daher die Monotonizitit gesondert
gefordert werden.

Bemerkung zu den Summen )2, u(A,). Die Summanden in den in der MaBtheorie auftretenden
Reihen sind nicht negativ. Wir erweitern daher ein wenig den Begriff der Konvergenz solcher Reihen
und definieren:

(%) Zak = sup{z aj, M C IN endlich} € [0, +o0]
k=1 jeM

Wir lassen hierbei zu, dass neben der im klassischen Sinne konvergenten Reihen ) a; € R auch der
Fall > ax = +oo auftreten kann. DefinitionsgemiB ist das genau dann der Fall, falls die endlichen
Summen aus (x) unbeschrinkt sind. In diesem verallgemeinerten Sinne ist jede Reihe (mit nichtnega-
tiven Summanden) konvergent; z.B. konvergiert die harmonische Reihe gegen +oo. Fiir alle solche
positiven Summen gilt auch der Umordnungsatz: > o ax = > poq ayq Wobei v : IN — IN eine
beliebige Bijektion ist.

Beispiel Verallgemeinernd den Begriff eines (abgeschlossenen, halb abgeschlossenen etc.) Intervalls
[a, b], [a,Db) etc. in R schreiben wir fiir beliebige Vektoren a = @ = (ay, ..., a,), b =b = (by,...,b,) €
IR" mit aj < bj vV

[a,b] :=[a1,b1] X -+ X [ay, by, [a,b) :=[ai,by) X -+ X [a,, by), etc.

Wir definieren deren Inhalt (Volumen) durch |[a, b]| = |[a,D)| = |(a,b]| = |(a,b)| := H7:1(b i —aj).
Die folgende Konstruktion ist fundamental:

Die Abbildung A* : 2R" — [0, +00], definiert durch

abzéhlbar
1@ :=inf{ > @bl : Z | Jid bil}
k=1 k

ist ein duBeres MaB auf IR", das sog. Lebesguesche duBere MaR.

Definition 4.1.5. Es sei y* : 2X — [0, +00] ein duBeres MaR. Eine Teilmenge A C X nennt man
w*—messbar falls fiir jede Teilmenge Z C X die Gleichung

wH(Z) = u*(Z N A) + u*(Z N AY) gilt.

Da yu* per definitionem subadditiv ist, ist A genau dann p* —messbar falls
W2y > (ZNA)+u*(ZNA°) firalle ZC X
gilt.
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Theorem 4.1.6. Sei u* ein dufieres Maf3 auf einer Menge X, dann ist dei Menge M aller u* -
messbaren Mengen eine o -Algebra. Die Einschrinkung von u* auf M ist ein Maf.

Proof:
e “g € M, Vollstindigkeit” Falls u*(A) = 0 ist, so ist A € M, denn die Subadditivitit impliziert
dann
K (ANZ)+p (A°NZ) < p'(A) + 1 (2) = 1*(2)
Es ist also insbesondere @ € M.
e “Ac M = A° € M folgt sofort aus der Symmetrie der Definition
e “Aj,Ay e M = A UA; € M .” denn
w2 =u(AINZ2)+u (AN Z)

= (A NZ)+ (A NZNAY) + " (A]NZNAS)

> WH(ZN (AL UAY)) +p"(ZN (A UA))
Die erste Gleichheit folgt aus der Messbarkeit von A, die zweite aus der Messbarkeit von A, .
e “Aj € M, j €N, paarweise disjunkt, Z C X beliebig = u*(Z N Ui Aj) = S (ZnAw™:
Definiere B, := U;le Ajund n € IN. Dann gilt:

H(ZNOB) =Y uZNA).
j=1
Beweis durch Induktion iiber n: Der Fall n = 1 ist klar. Wegen (3) ist B, messbar, also gilt
W (Z N Bpyy) = W(Z N Bpyt N By) + p*(ZN By N BZ)
n+1
=W ZOB)+p ZNAw) =) 1 (ZNA).
j=1

0o oo
e Es gilt wZn(UAy) = > ' Zn4y), AjeN.ZcCX
J=1 j=1

da einerseits ,u*(Zﬂ(UJ‘?Zl A)) > p*(ZNBy) = 22:1 1 (ZNA)) fiiralle n € IN gilt, und die umgekehrte
Ungleichung aus der o -Subadditivitdt von u* folgt.
° “Aj eM, jJEN = U;.‘ilAj e M
Um das zu sehen, schreiben wir zunéchst U2, A; als disjunkte Vereinigung. Sei

A=A, A=Ay \ Ay, Az = A3 \ (A] UAy)
dann sind die A; messbar (da A \ B = (A° U B)°) und J_; A; = J_; A;. Also gilt fiir belicbiges
ZCX

W 2Z)y=pZn U Ap) +p Zn U A)9)

j=1 j=1
n o __ 0o

>pZnJ Ap+p ZnJ A)°9)
j=1 j=1

= Zﬂ*(z ﬂAvj) +u(ZN ([.jl Aj)c)
=1 "

und fiir n — oo

W22 YN AY @0 U A =i @ A @ A,
J= J= J=

J=1
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Wir werden die folgenden Abkiirzungen verwenden:

e A, /' X fiir eine aufsteigende Folge von Teilmengen A, C X mit Ay C A, C A3 C --- sowie
UA, =X

e f, / f fiir eine monoton wachsende Folge von Funktionen f, : X — IR, die punktweise gegen f
konvergiert.

Zur Frage der Eindeutigkeit erwihnen wir die folgende Aussage:

Lemma 4.1.7. Es sei A eine o-Algebra auf X und I ein N-stabiles Erzeugerzystem von A =
As(2), in welchem eine Folge von Elementen I, € T mit I, /* X existiert. Sind u und A zwei Mafse
auf A, fiir die

HA)=AA) YAeZ und u(l,)=Al,) <o VnelN gilt,

so sind A und u bereits gleich auf A.

Angewendet auf das duBere Lebesguesche Mass A* auf R" folgern wir, dass A* eine eindeutige Fort-
setzung des Elementarinhaltes |[d, I;]\ = A*([4, l;]) zu einem Maf auf der o -Algebra aller Borelschen
Teilmengen B~ induziert. Ferner enthilt die o--Algebra aller A* -messbaren (= Lebesgue-messbaren)
Teilmengen die o -Algebra Bgn .

4.2. Integration

Definition 4.2.1. Es seien (X, Ax) und (Y, Ay) zwei Messrdume sowie f : X — Y eine Abbildung.
f heiBt messbar falls VB € Ay f~'(B) € Ay gilt.

Bemerkung 4.2.2. Ist S C Ay ein Erzeuger von A, d.h. A,(S) = Ay, dannist f : X — Y genau
dann Ay-Ay-messbar wenn VS € S f~1(S) € Ay gilt.

Um umstédndliche Formulierungen zu vermeiden erweitert man IR um zwei weitere Punkte: —oo und
+00, schreibt R := RU {+00} U {—oc}, 1dBt IR-wertige Funktionen zu und vereinbart im Rahmen
der Lebesqueschen Integrationstheorie die folgenden *Rechenregel’:

—x<a<oo YaelkR
a+oco=00+a:=00 V—oo<a<oo
a—00=—00+da:=—00 V—oo<a<oo

+oo fallsa >0
:too~a:a-(:|:oo):={0 fallsa =0
Foo fallsa<O0

Dagegen bleibt der Ausdruck oo —oc oder —oo+00 nicht definiert. Wir schreiben abkiirzend {f < g}
fir {x € X: f(x) < g}, {f > g} fir {x € X: f(x) > g(x)} etc. Auf der Menge IR definieren wir
die folgende o -Algebra: Bz = {C C R: CNR € Bgr}

Lemma 4.2.3. Eine Funktion f : (X, A) — (R, By) ist genau dann messbar, wenn eine der folgenden
dquivalenten Bedingungen gelten:

i V1eR {f<a}e A

i VieR {f<A}eA

iii YieR {f>1}e A

v VIER {f>1}e A

Sind weiter f,g,f, : X — R, n € IN messbare Abbildungen, so sind auch f-g, sup, f,, inf, f;,
limsup,, f,, liminf, f, sowie lim,_,., f, messbar, insofern der letzte (punktweise) Grenzwert existiert.
Ist af + Bg, a,B € R iiberall auf X definiert (d.h. die Ausdriicke vom Typ co — co kommen nicht
vor), so ist auch diese lineare Kombination A- Bz messbar.



Gregor Fels, Tiibingen SS 2010 41

Definition 4.2.4. Eine Treppenfunktion nennen wir jede messbare Funktion (X,.4) — R, die nur
endlich viele Werte annimmt. Die Menge aller nicht negativen Treppenfunktionen bezeichnen wir mit
Ex.

Jede Treppenfunktion hat (mindestens) eine Darstellung der Gestalt u = Y ,_, ax - x 4, Wobei a € R,
Ay gewissen messbare Teilmengen von X sind und y¢ die Indikatorfunktion einer Teilmenge C C X
bezeichnet. Eine solche Darstellung von u nennt man normal, falls alle auftretende Teilmengen Ay C
X paarweise disjunkt sind.

Beginnend mit dem einfachen Fall der Treppenfunktionen in £ erweitern wir sukzessiv den Begriff
des Lebesgueschen Integrals fiir (fast beliebige) numerische Funktionen.

Definition 4.2.5. (Integral fiir nicht negative Treppenfunktionen) Es sei (X, .4,u) ein Maliraum,
ue & udu=>Y a x 4, ¢ine normale Darstellung von u. Dann ist die Summe 2?21 aju(Aj)
unabhingig von der Wahl der normalen Darstellung von u und hei3t das L-Integral von u:

/ udy = / w(x) du(x) 1=y aju(A))

J=1

Der Grenzwert limu, von monoton steigenden Treppenfunktion aus £ ist zwar messbar aber i.A.
keine Treppenfunktion mehr. Uberraschenderweise liBt sich jede messbare Funktion f : X — [0, +o0]
als ein Grenzwert u,, /* f von Funktionen aus £y schreiben: Fiir ein vorgegebenes f konvergiert die
Folge von Treppenfunktionen g, : X — [0, +00), definiert durch

gn(x) = L falls 51 < f(x) < & mitke Nk <n-2"
n falls f(x) > n

monoton wachsend gegen f. Der Raum 87;5 aller monotoner Grenzwerte von positiven Treppenfunk-
tionen stimmt mit der Menge aller messbaren und nichtnegativen numerischen Funktionen iiberein.
Das fiihrt zu der

Definition 4.2.6. (Integral fiir nicht negative messbare Funktionen) Es sei (X, A, ) ein MaBraum,
f X — [0,+00] messbar und u, € &£ eine Folge von Treppenfunktionen mit «, , f. Dann ist der

Ausdruck
/fdy:=sup/und/,t
n

unahbhéngig von der Wahl der Folge mit u,, /' f und heilit das Lebesguesche Integral von f
Den Fall [ f du = +oo lassen wir hier explizit zu.

Die Wohldefinitheit des obigen Integrals folgt aus dem folgenden

Hilfslemma 4.2.7. Es sei (X, A,u) ein Mafraum, (u,) eine monoton steigende Folge von Treppen-
funktionen aud £y sowie v € Ex. Gilt v(x) < sup, u,(x) fiir alle x € X so folgt:

/vd,ug sup/u,,d,u
n€iN

Das Hilfslemma hat die folgende Verallgemeinerung fiir Fiir eine beliebige messbare Funktion f :
X — R definiert man die messbaren Funktionen: f,(x) = max{f(x),0}, f—(x) = max{—f(x),0}. Es

giltdann f = f, — f_.
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Deﬁnitiog 4.2.8. (Integral fiir numerische Funktionen) Es sei wie zuvor (X, A, u) ein MaBraum,
f X — R messbar. Ist wenigstens einer der Ausdriicke [ f, du, [ f— du endlich, so nennt man den

Ausdruck
[raw=[rau- [ a

das Lebesguesche Integral von f. Man nennt eine messbare Funktion f : X — R L-integrierbar (im
eigentlichen Sinne), falls beide Ausdriicke | fi du, [ f- du endlich sind, oder dquivalent: [ |f| du <
00.

Lemma 4.2.9.
e Die Menge aller L-intergrierbaren Funktion f : X — IR bildet einen Vektorraum.
e Eine Funktion f : X — R ist genau dann L-integrierbar wenn eine der folgenden dquivalenten
Bedingungen erfiillt wird:

i [f1(x) du(x) < +oc
ii. Es existiert eine L-integrierbare Funktion g mit g > |f|
e Sind f,g: X — R integrierbar, so gilt

f<g9g = [fdu< [gdu
| [ fdu| < [|fldu

Als eine Verallgemeinerung von 4.2.7 gilt der

Satz 4.2.10. (B. Levi) Es sei f, : X — [0, +00] eine Folge von mesbaren Funktionen mit f, ,/ f.
Dann gilt
[ suw sty du=sup [ £, a
n n

In der Def. 4.1.2 haben wir den Begriff einer p-Nullmenge fiir ein MaBraum (X, A, u) defniert. Es sei
erwihnt, dass eine Nullmenge nicht notwendigerweise eine Element von A sein muss. Ein Mafraum
(X, A,p) in dem jede w-Nullmenge automatisch in A4 enthalten ist, nennt man volistindig. Jeder
MaBraum (X, A, u) 148t sich zu einem vollstindigem MaBraum (X, A, 1) erweitern.

Es sei E, eine Eigenschaft derart, dass fiir jeden Punkt x € X definiert ist, ob x diese Eigenschaft
besitzt oder nicht. Man sagt, dass u-fast alle Punkte die Eigenschaft E besitzen, wenn E bis auf eine
p-Nullmenge N fiir alle x € X \ N gilt. Z.B. sagt man, dass f = g u-fast iiberall, falls f(x) = g(x)
fiir alle x € X \ N giltund N eine pu-Nullmenge ist.

Fiir jedes p € (1, 00) definert man das Integral N,(f) := (f |f]P dy)l/p sowie die Menge von p-fach
integrierbaren Funktionen

LP(X,du) :={f : X = R: Ny(f) < oo}

Ferner definiert man £°°(X, du) als die Menge u-fast iiberall beschrinkten Funktionen, d.h., f € £
genau dann, wenn es ein C > 0 gibt mit u{|f| > C} = 0.

Noolf) = inf{M : p({1f] > M} = 0}

Lemma 4.2.11. (Holder-Ungleichung) Es sei p € [1, +00] sowie g € [1,+00] mit 1/p+1/q = 1.
Fiir f € LP(X,dw), g € L9X,du) ist f-g integrierbar und es gilt

Ni(f-g9) < Np(f) : Nq(g) .
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Lemma 4.2.12. (Minkowski-Ungleichung) Es sei p € [1,+oc] und f,g9 € LP(X,du). Dann ist
f +g p-fach integrierbar und es gilt

Np(f +9) < Np(f) + Ny(9)
Insbesondere ist die Abbildung N, : LP(X, du) — [0, +00) eine Halbnorm.

Konvergenzsiitze

Lemma von Fatou 4.2.13.. Es sei (X, A,u) ein Mafraum und f, : X — [0, +00] eine Folge von
messbaren Funktionen. Dann gilt

/ liminf f;, du < liminf / fu du

n—oo n—oo

(Zur Erinnerung: liminf £, (x) := lim inf {f,(x)} = sup(inf {f,,(x)})
n— o0 n—oom>n n m>n

Satz von der majorisierten Konvergenz 4.2.14. Es sei (X, A, u) ein Mafraum und f, € LP(X, du)
eine fast iiberall punkweise konvergente Folge von Funktionen. Wir nehmen an, dass es ein g €
LP(X,dp) gibt mit |f,| < g p-fast iiberall. Dann existiert f € LP(X,dyp) mit lim f,(x) = f(x) fast
iiberall und

nll{gONp(fn - f) =0

Lemma 4.2.15. Vollstindigkeit. Jede Cauchy-Folge (f,)nen, fn € LP(X,du) (bzgl. N, ) konvergiert
in (LP,Np) gegen ein g € LP(X,du). Es gibt ferner eine Teilfolge (fy,,) von (fy), die in u-fast allen
Punkten von X punktweise gegen g konvergiert.

Um die storende Tatsache zu umgehen, dass fiir f € LP(X) die Gleichung N,(f) = 0 bloB f = 0
p-fast iiberall (und nicht f = 0) impliziert, identifiziert man alle Funktionen, die sich blo$ auf einer
Nullmenge unterscheiden, zu einer einzigen Klasse, und betrachtet solche Klassen statt einzelne Funk-
tionen. Mathematisch 1Bt sich der Ubergang von einzelnen Funktionen zu Klassen folgendermaBen
bewerkstelligen:

N = {f : X — R : messbar. u-fast iiberall 0} ist ein Untervektorraum in jedem LP(X,du). Also
definiert man LP(X, du) := LP(X,dw)/\ . Die Menge L”(X,du) besteht jetzt aus Aquivalenzklassen
[f] von Funktionen f € L”, wobei

gelfl 2L f—genN

und ist ein normierter Vektorraum mit a[f] + Blg] := [af + Bgl, a,B € K sowie |[[f]|zr := Np(f).
Die Aussage 4.2.15 impliziert, dass (LP(X, du), || ||») ein Banachraum ist.

Beispiel. Es sei X eine beliebige Menge, A = 2% und v das ZihlmaB auf X, d.h. v(A) = #(A) ist die
Anzahl der Elemente in der Teilmenge A von X . Fiir diesen MafBiraum gilt

LP(X,dv) = LP(X,dv) = ("(X) : = {(aj)jex : a; € K, Y _aj|? < +o0}  p € [1,00)
JjeX
LPX,dv) = L®(X,dv) = £°(X) : = {(aj).,-eX laj e K, HC(aj) mit |ak\ < C(aj) Vk e X}

in Verallgemeinerung von 1.1.5.b.
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4.3. Hilbertriaume

In dem Speziallfall p = ¢ = 2 und f,g € L*(X, du) impliziert die Holderungleichung, dass [ fgdu<
oo gilt. Somit wird durch

(f.9) = / fx) - g(x) du(x)

ein Skalarprodukt auf L2(X,du) definiert. Dieses Skalarprodukt macht aus L?(X, du) einen Hilbert-
raum. Wir beginnen mit einer allgemeinen

Definition 4.3.1. Ein Hilbertraum ist ein IK-Vektorraum V, zusammen mit einem positiv definitem
Skalarprodukt (, ) : V x V — K (symmetrisch falls IK = IR, hermitsch falls IK = C), so dass die
durch die Norm ||v|| := /(v,v) induzierte metrische Struktur vollstindig ist.

Schwiécht man die Voraussetzungen ein wenig ab, in dem man statt der positiven Definitheit blof3
semipositive Definitheit fordert und auf die Vollstindigkeit verzichtet, so spricht man dann allgemeiner
von einem Préhilbertraum. £*(X,du), £>(R",d1) N C°(IR™), sind Beispiele von Prihilbertriumen.

Einfache Eigenschaften

Im Folgenden steht V = (V, ( , )) fiir einen Hilbertraum falls das Gegenteil nicht explizit erwihnt ist.

Schwarzsche Ungleichung 4.3.2. Ist ( , ) semipositiv definit, so gilt fiir all v,w € (V,{ , )):

[0, w)]* < (0,0) - (w,w)

Ist {, ) sogar positiv definit so gilt |(v,w)| = ||v|| - ||w|| genau dann wenn v und w linear abhingig
sind.

Beweisskizze. Diese Ungleichung folgt aus 0 < ||lv + Aw||? fiir 2 = — (v, w)/{w, w). 0
Parallelogrammgleichung 4.3.3. o+ w|]? + o — w||® = 2||v||* + 2||w|>, YoweV

Polarisationsidentitiit 4.3.4. In einem komplexen Hilbertraum lift sich das Skalarprodukt aus der
zugehorigen Norm wie folgt bestimmen: (i = v/ —1)
3
4(v, w) =ZinHU+ian2 VoweV,
n=0

Vorsicht! Wenn man irgendeine Norm | | auf der rechten Seite der obigen Gleichung benutzt, so ist
die Abbildung (v, w) — % Zz:o i"|v + i"w|? i.A. kein Skalarprodukt (nicht einmal multilinear!).

Pythagoriische Gleichung 4.3.5. Es sei (V,( , )) ein Prdhilbertraum. Sind vy, ...,v, paarweise
orthogonale Vektoren, (d.h., (vj,vx) = 0 Y j # k) so gilt die Identitiit von Pythagoras:

o + -+ vall* = > llojl1?

J

Definition 4.3.6.
(a) Es sei J eine beliebige Indexmenge. Eine Familie (vj);c; von Elementen aus (V,( , )) heift
orthonormal falls (vj,vx) = 6 fiir alle j,k € J gilt.
(b) Eine solche Familie heifit maximal, falls fiir jedes w € V mit (w,v;) =0 V j € J die Bedingung
w = 0 folgt. Eine maximale orthonormale Familie (v;);c; eines Hilbertraumes nennt man auch
eine Hilbertbasis.
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Besselsche Ungleichung 4.3.7. Sind ey, ..., e, paarweise orthonormale Vektoren in V, so gilt fiir jedes
v € V die Besselsche Ungleichung

n
o> > [v.e)
j=1
Eine Teilmenge C C V heiit konvex, falls fiir alle x,y € C auch tx+ (1 — )y € C Vt € [0, 1]. Eine

fundamentale Aussage in der Hilbertraumtheorie, die die Vollstindigkeit benutzt, ist das folgende

Lemma 4.3.8. FEs sei V ein Hilbertraum, C C V eine konvexe und abgeschlossene Teilmenge und
y € V. Dann gibt es genau ein z € C mit ||z — y|| = inficc [|x —y|| =: d) | (C,y).

Beweisskizze. Mit Hilfe der Parallelogrammgleichung weist man nach, dass x, € C mit lim||x, —
y|| — d(C,y) eine Cauchy-Folge ist, und somit gegen ein z € C konvergiert. Die Eindeutigkeit
von z folgt ebenfalls aus der Paralleogrammgleichung: gibe es ein weiteres 7/ € C, z # 7/ mit
ly —zl| = |ly — Z|| = d(C, y), so gelte dann

z+7Z 2 nyw—z y-7Z)> -z, 1 , 1 .
— < + =—|ly—z||"+ =y — =d(C,
I =5 < |52+ S5 1550 = Sl — 2P + Sl — 2P = dcy
im Widerspruch zur Konstruktion von z,7’. O

Als einfache Folgerungen notieren wir

Zerlegungssatz 4.3.9. Es sei W C V ein abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraumes V. Dann
ist jeder Vektor v € V eine eindeutig bestimmte Summe w; + wy mit w; € W und w, € wt, dh.,

V=wawt

Beweisskizze. Da W N W+ =0 geniigt es zu zeigen, dass W + Wt =V.Dav—naw() L W (wobei
mw(v) den Vektor in W bezeichnet, der den kleinsten Abstand zum v hat, vgl. 4.3.8; gelte es aber
(v — 7w (v), u) # 0 fiir ein u € W, so wiire fiir @ = (v — 7w (©), )/(u, u)

lo—7w@) —a-ul]> < ||v— aw@) — a - ul]® + ||aul]? = |jv — 7w @), Widerspruch!)
so folgt v = (V) + (v — Ty (V) € W+ W,

Rieszscher Darstellungssatz 4.3.10. In einem Hilbertraum gibt es fiir jede stetige Abbildung  : V —
IK einen eindeutig bestimmten Vektor vy, € V mit

Y(w) = (w,vy) YweV
Wir kommen nun zu den Hauptsitzen, die die Existenz und Eigenschaften von Hilbertbasen beschreiben.

Theorem 4.3.11.
(i) Jeder (Prd)Hilbertraum besitzt eine Hilbertbasis.
(ii) Es sei (ej)jey eine Hilbertbasis des Hilbertraumes V. Dann gilt v ="} ;(e;,v) - e; und

lo||* = Z (e, 0)|? Parsivalsche Gleichung
JjeJ
(iii) Es sei (ej)jcy eine Hilbertbasis des Hilbertraumes V und {j,} eine (abzihlbare) Teilmenge aus
J und (ay) eine Folge reeller oder komplexer Zahlen mit > |a,|* < oo. Dann existiert der
Grenzwert der Reihe ) ayej, in V und es gilt

[e0) 2 oo
| aen] =X
n=1

n=1
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Bemerkungen. Die Konvergenz von ), (v, ¢;)-e; ist wie folgt zu verstehen: Auch wenn J iiberab-
zéhlbar ist, gibt es in der obigen Summe nur abzihlbare viele k € J mit (v, ¢x) # 0. Man wihle dann
irgendeine Abzihlung k, , n € IN, aller k € J mit (v,ex) # O und definiert »_ . ,(e;,v) - €; =
Soocolex,»v) - ek, . Ferner gilt (z.B. fir w, = (ex, ,w) - e, ).

Der obige Satz zeigt ferner, dass nach Wahl einer Hilbertbasis (¢;)jc; von V die Abbildung
vV — £2J), v ((ej,0)jer

ein linearer und isometrischer Isomorphismus ist. Die Frage der Konvergenz in V wird in dem néchsten
Lemma erortet:

Lemma 4.3.12. Es sei (w,).en eine Folge von paarweise orthogonalen Vektoren in einem Hilbert-
raum V. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

I Z;’lil wy, konvergiert in der Normtopologie gegen ein w € V

.. 0o 2

i S [l 2 < o0

iii. >.°° (u,wy,) konvergiert in K fiir jedes u € V.

n=1
Typische Anwendung der obigen Theorie sind die Fourierreihen:
Fourierreihen: der diskrete Fall. Jedes Element f € L2([O, 2n], dA) interpretiert man als ein mo-
mentane Auslenkung eines periodisch schwingenden Objekts, z.B. einer Saite. Daher denkt man sich
oft f periodisch fortgesetzt auf ganz IR. Eine solche Funktion ist, physikalisch ’argumentiert’, eine

Superposition einfacher Sinus- und Cosinusschwingungen. Mathematische korrekt ausgedriickt heif3t
das, dass

Lemma 4.3.13. Die Folge

e e L]0, 2x), nez

1
ey(t) = NGT:

bzw. deren reelle Version bestehend aus den folgenden reellwertigen Funktionen

1 1 1
— sin(nt), —cos(nt), ——, n€IN
P

Vn v V2n
eine Hilbertbasis von L*([0,2n], dA) bildet. Insbesondere gilt dann fiir jedes f € L*([0,271),dA):

eint R eint .
f(0) = k%cn Noh k%f(n)- 7 = F(f),  mit
4.3.14) ]
) =cp= —— foe ™ dawy 1= lal =Y [fm))?
\/ﬂ [0.2] || ||L ke% | | ke% ‘ |

und die Reihe auf der rechten Seite konvergiert in der L*>-Norm gegen f. Sie heifit die Fourierreihe
von f.

ILA konvergiert F(f) nicht punktweise gegen f. In diesem Zusammenhang erwédhnen wir das

Dirichletsches Kriterium 4.3.15. Es sei f € L*([0,27],dA) stiickweise stetig differenzierbar auf [xo—
0, xo + 0], 0 > 0. (Prdziser: es gibt einen stiickweise stetig differenzierbaren Representatenten f einer
Klasse aus L*([0,27],dA).) Dann konvergiert die Fourierreihe F(f) = > bue™ von f punktweise in
Xy gegen

JO) + flxg)
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Dabei ist f(x§) := tl{r;l f@, f(xy) = tl}r;l f(® . Ein Beispiel einer reellen Fourierreihe: Die 2r-
0 0

E .
periodische Sdgezahnfunktion f(¢) := { 02 gi ?g {t 0< 22:} hat die Fourierreihe

. . k int
sin(2t) N sin(3¢) = lim efn
2 3 k—o0 A 2in

F(H)(@) :=sin(r) +

Diese Reihe hat die folgenden (fiir jede stiickweise stetige Funktion f mit f(¢) = (f(z=) + f(¢+))/2
und ihre diskrete Fourierreihe F(f) typischen) Eigenschaften:

(i) F(f) konvergiert punktweise fiir jedes ¢ € [0, 1] gegen den Mittelwer
(i) F(f) ist stiickweise stetig differenzierbar auf [—r, 7]
(iii)) F(f) konvergiert sogar gleichmiBig in jedem Intervall, welches keine Sprungstelle von f enthilt.

t fa)+f(t)
G

1.5 I

15 “ ‘\/\

JoN

0.54

Die obigen Graphen zeigen eine Approximation von f durch die Fourierpolynome EnN:1 sin(nt)/p.

Fourierreihen: der kontinuierliche Fall. Motiviert durch (4.3.14), ersetzt man den diskreten Param-
eter n € 7Z gegen den kontinuierlichen Parameter x € IR um die Fourierrtransformierte

~ 1 .
[ = —= [ f(e ™ da()
V2r Jir
von f zu definieren. I.A., existiert das obige Integral nicht fiir eine beliebige (Klassen von) Funktion
f € L*(R,d2) sondern blo fiir f € L'(IR,dA) (Folgerung aus der Holderschen Ungleichung). Fiir
f € LY(R) gilt f € CY(R), d.h., f ist stetig und Mim f() = lim _f(5) =0.
—+00 — —00

Die durch die obige Integralformel definierte Abbildung L!(IR,dA) N LA(R,d) — CJ(R) ( L'(R) N
L*(RR) ist dicht in L2(IR)) hat jedoch iiberrachenderweise eine eindeutige Fortsetzung zu einem linearen
und isometrischen Isomorphismus L*(R,dA) — L*(IR,dA). Das ist der Inhalt von dem

Satz von Plancherel 4.3.16. Es gibt einen linearen und isometrischen Isomorphismus F : L*(R,d1) —
L*(R,d2Q), der eindeutig durch die Bedingung

F(f) (x) = ﬁ [ fOe™™ dA(t)  fiirein  f € L'(R,dd) N L*(R, dA)
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bestimmt ist. Ferner gilt F o F o F o F =1d. Insbesondere gilt dann die Inversionsformel

1 ixt
f(t)—E IRf(f)(X)'e dA(x)

Diese Aussage ist vollig analog zu 4.3.14 in dem diskreten Fall in dem jetzt die Summe durch ein
Integral ersetzt worden ist.

4.4. Produktmafe

Gegeben seien endlich viele MaBriaume (X, Aj,u;). Unser Ziel ist es auf dem Kartesischen Produkt
II ;X eine geeignete o--Algebra und ein Mal} zu konstruieren.

Definition 4.4.1. Durch 4, ® --- ® A, bezeichnen wir die kleinste o--Algebra auf || i X die alle
Mengen der Gestalt A; X --- X A,, A; € A; enthilt.

Um das Produktmal} u; ® --- ® u, zu definieren, beschrinken wir und auf dem Fall n = 2 mit
zwei Faktoren. Der allgemeine Fall n € IN wird dann induktiv konstruiert y; ® - - ®@ puy—1 ® pp =

M1 @+ @ fin—1) & tn.
Bemerkungen. Fiir eine beliebige Teilmenge A € A; ® A, sowie beliebige x| € X|, x; € X, gilt

Ay i={xn e Xy (x1,x) €A} € Ay
Ay, ={x1 €X;:(x1,x) EA} € A4

Ferner, fiir jedes x; € X; bzw. x € X, und beliebiges A € A; ® A, sind die nummerischen
Funktionen s4 : X; — R>o, x1 — u2(A,,) sowie r4 : Xo — R>0, xp — ui(A,,) messbar, falls
U1, Mo o-endlich sind.

Nach diesen Vorbereitungen konnnen wir jetzt das Produktmall angeben.
Theorem 4.4.2. Es seien (X;, Aj,u;), j=1,2 o-endliche Mafrdume. Dann gibt es genau ein Maf3
o auf Ay @ Ay, fiir welches gilt
(AL X A2) = (A1) - 2(A2) VAL €A, Ay € Ay,
Fiir ein beliebiges B € A1 ® A, gilt dann

u(B) =/SB(X1)d/11(X1)=/FB(X2) dua(x2)

Wir schreiben ) ® po fiir das oben konstruierte Maf} u.

Bem. Sind die Malle y; und uy vllstindig, so muss i.A. u; ® yp nicht vollstdndig sein. Die Ver-
vollstindigung von dem Produkt der Lebesgue-MaBe: Agm & Agn ist das Lebesgue-MaB auf IR™*".

Satz von Tonelli 4.4.3. Es seien (X;, Aj,uu;) zwei o -endliche Mafrdume. Ist f : X1 x X — R>o
eine A1 @ A, -messbare Funktion, so sind auch

xi = [ f(x1,x) dus(x2)  sowie  xp — [ f(x1,x2) dpi(xy)
messbare Funktionen und es gilt

[ e dnemn. = [ ([ s i) daco = [ ([ o0 dut) duste



Gregor Fels, Tiibingen SS 2010 49

Satz von Fubini 4.4.4. Unter den Voraussetzungen wie in dem Satz von Tonelli sei f € L'(X| x
X, 41 @ o). Dann sind die fast y;-iiberall definierte Funktionen

xi = [ f(x1,x) dus(x2)  sowie  xp — [ f(x1,x2) dpi(xy)
integrierbar (d.h. in L") und es gilt

[ ey din g = [( [ o duace) dinten = [( [ a0 dut) duste

Der néichste Satz gilt fiir die Lebesgueschen MaBe. Fiir A € A schreiben wir | WS du = [ fxadu.

Transformationsformel 4.4.5. Es seien D; C R", j = 1,2 zwei offene Teilmengen und ® : D, — Dy
ein stetig differenzierbarer Diffeomorphismus. Dann gilt fiir jede messbare Funktion f : D, — IR, die
ein L-Integral besitzt

f@ dAdy) = [ fo®x)- Jo(x) dA(x) .
D2 D]

Hierbei ist Jo(x) := | det (Jac(®)(x))|

Korollar 4.4.6. Mit den obigen Voraussetzungen und Notation gilt es fiir jede Lebesgue-messbare
Menge A C R":

AD(A)) = / Jo(x) dA(x)
A

5. Integration auf Mannigfaltigkeiten

5.1. Untermannigfaltigkeiten und abstrakte Mannigfaltigkeiten

Mannigfaltigkeiten sind mathematische Objekte die lokal genau wie offene Mengen in IR" aussehen,
aber global eine kompliziertere Struktur haben. Zu den einfachsten Beispielen von Mannigfaltigkeiten,
die nicht diffeomorph zu offenen Teilmengen in IR" sind, gehdren etwa die n — 1 -dimensionale Sphire
St ={x € R":x}+---+x2 =r*} oder der Torus S! x --- x S! (zweidimensional ist eine
solche Menge diffeomorph zu der Oberfliche eines Rettungsringes). Fiir eine ausfiihrliche Betrachtung
von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten verweisen wir auf BootHBy, An introduction to differentiable
manifolds and Riemannian geometry.

Es sei an den Begriff der lokalen Koordinaten auf IR" erinnert, vgl. 1.4.13. Es sei ¢ : Ugr» C IR" ein
solches Koordinatensystem und k& < n eine natiirliche Zahl. Wir nennen eine nicht leere Menge der
Gestalt

Se:={x € Urn : ¢41(x) = €15 00, Pn(X) = Cui}
fiir gewisse ¢, € R eine k-dimensionale Scheibe (oder einfach k-Scheibe) in Uy~ .

Definition 5.1.1. Es seien D; C IR", j = 1,2 offene Teilmengen. Eine stetig differenzierbare
Abbildung ¥ : D; — D, nennt man

e cine Immersion, falls die Abbleitung DW¥(x) fiir jedes x € D; eine injektive Abbildung ist, d.h.
Rang DY(x) = n

e cine Submersion, falls die Abbleitung DW¥(x) fiir jedes x € D; eine surjektive Abbildung ist, d.h.
Rang DY¥(x) = n,
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Definition 5.1.2. Eine k-dimensionale reguliire Untermannigfaltigkeit von IR" ist eine Teilmenge
M C IR", so dass fiir jeden Punkt p ein Koordinatensystem (U, ¢, IR") mit p € U gibt, so dass UNM
eine k-Scheibe S ist.

Eine reguldre Untermannigfaltigkeit muss nicht eine abgeschlossene Teilmenge sein: So, z.B. ist M :=
{(x,y,2) € R : x' + y> < 1,z = ¢} eine regulire Untermannigfaltigkeit, die nicht abgeschlossen,
jedoch lokal abgeschlossen ist (d.h., es existiert eine offene Teimenge U C IR®, so dass M N U
abgeschlossen bzgl. der Relativtopologie auf U ist).

Als eine Verallgemeinerung des obigen Begriffes definieren wir:

Eine k-dimensionale immersierte Untermannigfaltigkeit von IR" (moglicherweise mit Selbstdurschnit-
ten) ist eine Teilmenge M C IR" zusammen mit einer Uberdeckung (Vj)jes, so dass fiir jedes j € J
eine bijektive Immersion ¢; : Ugr — V; existiert.

Die Teilmengen V; C M miissen nicht unbedingt offen in der Relativtopologie von M C IR" sein.

Bem. Eine reguldre Untermannigfaltigkeit im Sinne der obigen Definition stimmt mit der in 1.4.30
gegebenen Definition liberein.

Jede k-dimensionale immersierte Untermannigfaltigkeit von IR" ist das Bild einer geeigneten Immer-
sion ¢ : Uge — IR", wobei Ugk eine offene Teilmenge von IR¥ ist.

Das Bild der injektiven Immersion y : (—n/2,371/2) — R?, 7 — (sin(21), cos(t)) ist ein Beispiel einer
immersierten Untermannigfaltigkeit, welche keine reguldre Untermannigfaltigkeit von IR® ist.

Nun definieren wir den Begriff einer abstrakten Mannigfaltigkeit.

Definition 5.1.3. Eine topologische Mannigfaltigkeit ist ein topologischer Raum (X,7), mit der

Topologie 7, d.h. der Menge aller offenen Teilmengen von X, der die folgenden Bedingungen erfiillt:

M1) (X,7) ist hausdorffsch.

M2) (X, 7) besitzt eine abzihlbare Basis der Topologie.

M3) Zu jedem Punkt p € X gibt es eine offene Umgebung U C X mit p € U und einen Homdo-
morphismus ¢ : U — V C R auf eine offene Teilmenge V in IR™”, wobei n = n(p) € IN.

Definition 5.1.4. Ein topologischer Raum (X, 7") heilit parakompakt wenn X hausdorffsch ist und
jede offene Uberdeckung i = {U jJj€J} von X eine lokal-endliche offene Verfeinerung U = {Vj :
k € K} besitzt.

Dabei heiit U eine Verfeinerung einer Uberdeckung 4 falls %0 ebenfalls eine Uberdeckung von X ist
und fiir jedes V € U ein U € U existiert mit V C U. U = {U; : j € J} heibt lokal-endlich wenn
jeder Punkt x € X eine Umgebung W(x) besitzt, so dass die Menge {j € J : U;NW(x) # @} endlich
ist.

Alternativ kann man in 5.1.3 die Bedingung M2) durch
M2*) (X,T) ist parakompakt.

ersetzten. (Vgl. jedoch ??.) Ein topologischer Raum M, welcher die Bedingungen M1, M2’ und M3
erfiillt, heiB3t eine topologische parakompakte Mannigfaltigkeit.

Definitions 5.1.5.

e Jeder Homoomorphismus ¢ : U — V  (C R") wie in M3) heiBt eine stetige Karte auf X. Eine
stetige Karte auf X wird meist mit (U, ¢) oder (U, ¢, R") bezeichnet.

e Sind xi,...,x, die linearen Koordinatenfunktionen auf IR", so nennt man die Funktionen x; o
@, ..., x, o ¢ die lokalen stetigen Koordinaten(funktionen) auf X. Wenn die Wahl der Karte aus dem
Kontext hervorgeht, schreiben wir x; : U — IR statt x; o ¢ fiir die j-te lokale Koordinate(nfunktion).
Mittels ¢ werden die Punkte p in U mit den Koordinatenvektoren (x;(p), ..., x,(p)) € R" identifiziert.
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e Sind ¢: U — Vund ¢ : U — V' zwei Karten auf X, so heit die Abbildung:
Yoo~ 1 pUNU) — p(UNU)

ein Kartenwechsel. Diese Abbildung ist automatisch ein Homdomorphismus.
e Ein Menge A von (stetigen) Karten (Uj, ¢;) jes auf X mit U ;U; = X nennt man einen (stetigen)
Atlas.

Definition 5.1.6. Ein Atlas A = {(U;,¢;) : j € J} auf einer Mannigfaltigkeit heiBt C*- differenzier-
bar, falls fiir alle Paare (j, k) € J x J der Kartenwechsel

i =i o ;" ¢ (U;NUx) — ¢(U; N U

ein C*-Diffeomorphismus ist. (VereinbarungsgemiB ist die Abbildung ¢ : @ — @ Ck—differen-
zierbar.) Die moglichen Wahlen fiir k sind etwa k € {1,2, ... 0o, w}. Wenn wir von einem differenzier-
baren Atlas sprechen (ohne die explizite Angabe von C*) so meinen wir einenq C*° —differenzierbaren
Atlas.

Die Menge aller differenzierbaren Atlanten auf einer Mannigfaltigkeit X ist partiell durch die Inklu-
sionrelation C geordnet. Daher ist es sinnvoll von einem maximalen differenzierbaren Atlas A™* zu
sprechen, der einen C”-Atlas A enthilt. Damit ist ein diff. Atlas gemeint, der in keinem echt groferen
differenzierbaren und mit A kompagqtiblen Atlas enthalten ist. (Ganz allgemein heiflen zwei Atlanten
{WUj,¢j) : j € J} und {(Vi,¢x) : k € K} auf einer top. Mf. M heiBen C"-kompatibel, falls alle
Kartenwecheln c,bkoqﬁj_l C" -differenzierbare Diffeomorphismen (zwischen offenen Teilmengen in IR%)
sind.)

Definition 5.1.7. Eine (C*-) differenzierbare Struktur auf einer topologischen Mannigfaltigkeit X ist
ein maximaler (C*-) differenzierbarer Atlas.

Lemma 5.1.8.
i) Jeder differenzierbarer Atlas A ist in einem eindeutig bestimmten maximalen differenzierbaren
Atlas A™* enthalten.
ii) Zwei differenzierbare Atlanten A und A’ auf X definieren dieselbe differenzierbare Struktur auf
X genau dann wenn AU A’ ebenfalls ein differenzierbarer Atlas auf X ist.

In der Definition der Mannigfaltigkeit, der Exponent n in IR" kann a priori von dem Punkt p € X
abhiingig sein. Besitzt X eine differenzierbare Struktur, so sieht man sofort, dass fiir je zwei sich
iiberlappende Karten ¢; : U; — V; C IR aus einem differenzierbaren Atlas A notwendigerweise
n; = np gelten muBl. Das folgt aus der Tatsache, dass zumindest fiir die beiden lineare Abbildungen
D¢r1(p) : R" — IR™ und D¢>(q) : R™ — IR™ die aus der Kettenregel folgende Identitiiten gelten
(¢21(p) = q):

D¢12(q) o D¢o1(p) = Idgn D¢r1(p) o Dp12(q) = Idgn.

Auch in der topologischen Kategorie gilt der folgende Satz von Brouwer, deren Beweis auB3erhalb des
Rahmens dieser Vorlesung liegt:

“Eine Abbildung zwischen einer nicht-leeren offenen Menge U C IR" und einer offenen Menge V C
IR™ kann niemals ein Homdomorphismus sein wenn m # n ist.”

Zusammenfassend gilt also (vgl. 1.3.6 zum Begriff des Zusammenhangs und der Zusammenhangskom-
ponente):
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Theorem 5.1.9. Es sei X eine (differenzierbare) Mannigfaltigkeit. Fiir jedes p € X wdhle man
n(p) € IN, so dass eine Karte (d.h., ein [differenzierbarer] Homdomorphismus) ¢ : U — V mit
peUundV C IR"P) offen existiert. Dann hdngt n(p) nicht von der Wahl einer Karte ab und ist
auf jeder Zusammenhangskomponente von X konstant. Mann nennt dann n = n(p) die Dimension der
Zusammenhangskomponente von M, die p entilt.

Im Folgenden bezeichnet der Ausdruck *Mannigfaltigkeit’ immer eine topologische Mannigfaltigkeit
mit einer glatten, d.h., C°°-Struktur, auBler das Gegenteil wird explizit formuliert. Wenn wir eine
bestimmte differenzierbare Struktur im Sinn haben, so schreiben wir (X, Ax) wobei Ay ein maximaler
differenzierbarer Atlas auf X ist.

Definition 5.1.10. Eine (C"-) differenzierbare Abbildung zwischen den Mannigfaltigkeiten X und Y
ist eine stetige Abbildung F : X — Y, die noch die folgende Bedingung erfiillt: Fiir jedes Paar von
Karten, (U, ¢) € Ax und (V,y) € Ay ist die Abbildung

yoFop™l:¢p(UNF (V) — y(V)

(C"-) differenzierbar. Analog heifit ' eine Submersion [Immersion] falls fiir jedes Paar von Karten,
woFo¢p~' 1 ¢(UNF'(V)) — (V) eine Submersion [Immersion] im Sinne von 5.1.1 ist. F :
M — N heifit eine Diffeomorphismus, falls F eine Homomorphismus ist, und gleichzeitig sowohl
eine Immersion wier auch eine Submersion. Ist A C X eine beliebige Teilmenge, so sagen wir,
dass F : A — N (Ck-) differenzierbar ist wenn es eine offene Teilmenge U D A und eine (C*-)
differenzierbare Abbildung F: U — N existiert, so dass F g =F.

Eine auf einer Mannigfaltigkeit M k-fach stetig diferenzierbare Funktion nennt man jede stetige Funk-
tion f : M — IR, so dass beziiglich jeder Karte ¢ : U — Vjgn die Funktion fo@~!: Vgn — R k-fach
stetig diferenzierbar ist (d.h., alle k-fachen partiellen Ableitungen stetig sind).

Einfache Beispiele von differenzierbaren k-dimensionalen Mannigfaltigkeiten sind

o beliebige offene Teilmengen von R

e Sphiren Sk c RFH!

Um weitere Beispiele von Mannigfaltigkeiten zu konstruieren, die nicht a priori als Teilmengen von
IRV erscheinen, braucht man den Begriff der

Quotientenabbildungen und Quotiententopologie. Es seien X, Y zwei topologische Rdume. Eine
stetige Abbildung f : X — Y heil}t eine Quotientenabbildung falls f surjektiv ist und

U C Y ist offen genau dann wenn f~!(U) offen in X ist.

Lemma 5.1.11. Es sei X ein top. Raum, Y eine Menge und f : X — Y eine surjektive Abbildung.
Es gibt dann genau eine Topologie auf Y, die [ zu einer Quotientenabbildung macht. Diese Topologie
nennt man die Quotiententopologie.

Die Topologie auf Y besteht aus den folgenden Mengen:

Ty = {U C Y : f~'(U)ist offen in X}

Beispiel 5.1.12. Der projektive Raum.

Es sei IK = R oder IK = €. Man definiere auf IKK"*' < {0} die Relation x ~ y PRENg Ay fiir ein
A € IK~{0}. Man identifiziere die Menge aller 1-dimensionalen Unterriume £ in IK"*' (d.h., Geraden
durch den Nullpunkt) mit (K™ < {0})/ ~. Versehen mit der Quotiententopologie, bezeichnen wir
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den letzteren Raum als IKP" oder P(IK™*!) und nenne ihn den n-dimensionalen projektiven Raum.
Der projektive Raum trigt die Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit; (IKIP" trigt sogar eine
reell- oder komplex-analytische Struktur; je nachdem ob IK = R oder K = C gilt.) Zunéchst stellt man
fest, dass IKIP" ein Hausdorffraum mit einer abzéhlbaren Basis der Topologie ist. Ein differenzierbarer
Atlas auf P" ist z.B. wie folgt gegeben: Mit V; := {x € K"*' \ {0} : x; # 0} istauch U; := n(V;) C
IKP" offen, wobei 7 : K" < {0} — P" die Quotientenabbildung ist. Dann ist & = {(7(V;),¢;) : j =
1,...,n+ 1} eine offene Uberdeckung von IKIP" mit den Karten

X1 Xj—1 Xj+1 Xn+1
()0] U]_)IKn9 Soj([xls"'xja"'sxn+l])= (73"" ! s ; L] 2 )
Xj Xjo Xj Xj
Wir schreiben, wie allgemein tiblich, [xi, ..., x41] flir 7(xy, ..., X441) und Uy, fiir den Durschnitt Uy N

U¢. Die von ¢; induzierte Koordinatenfunktionen w{, vy wh auf U j= {[x] : x i F 0} haben dann die
Gestalt

. x¢
wy([x]) = =
J
Die Kartenwechsel haben dann die folgende Gestalt:
—1
eroer teUke)  — @e(Ure), >k
k (k) k (k) k k
*) k w w1 w wy'y wf) w}”
(w w! )) — (
Lo Tn w(k) v w(k) ’ w(k) ’ w(k) >t w(k) ’ w(k) T w(k)
-1 -1 W1 Wy -1 We—1 -1

Beispiel 5.1.13. Ein endliches Produkt M; x --- x M von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten M ;
ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Konstruktionslemma fiir Mannigfaltigkeiten. 5.1.14. Es sei X eine Menge, 3\ = {U, : a € A} eine
abzihlbare Uberdeckung von X, zusammen mit injektiven Abbildungen ¢, : U, — R" fiir jedes a.
Man betrachte die folgenden Bedingungen:

1) Fiirjedes a € A ¢o(Uy) ist offen in IR".

2) Fiir jedes Paar a,f3 € A sind die Mengen ¢, (U, N Up) und ¢g(U, N Up) offen.

3) Fiir jedes Paar a,f € A sind die induzierten Abbildungen

bap = Pa © 905_1 : Soﬁ(U(z N Uﬁ) — @a(Ug N UB)
(Ck-) Diffeomorphismen.
4) Fiir jedes Paar von Punkten p,q € X, p # q gilt: Entweder es existiert ein Uy, mit p,q € U,
oder es existieren Uy, Ug € U mit p € Uy, q € Ug und U, N Up = @.

Angenommen, die Uberdeckung {(Uy,, o)} erfiillt die Bedingungen 1) —4). Dann tréigt X die Struktur
einer (Ck-) differenzierbaren Mannigfaltigkeit.

Definition 5.1.15. Eine reguldre Untermannigfaltigkeit N einer Mannigfaltigkeit M ist eine abgeschlossene
Teilmenge N C M, so dass fiir jedes p € N eine Koordinatenkarte (U, ¢) existiert, so dass ¢(p) =0

und @(U NN) = {(x1,...,%,0,...,0) : x; € R} N(U) gilt.

Die Menge N trdgt dann auf natiirliche Weise die Struktur einer differenzierbaren mannigfaltigkeit,

und die Inklusionsabbildung j: N < M ist dann eine Immersion.

Man beachte, dass wenn zwei Mannigfatigkeiten N und M zusammen mit einer injektiven Immersion
J: N — M gegeben sind, so kann es passieren. dass das Bild j(N) C M keine reguldre Untermannig-
faltigkeit von M ist, und diese Pathologie passieren kann sogar wenn das Bild j(N) abgeschlossen in
M ist.
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Zerlegung der 1

Es sei (X, 7) eine topologischer Raum [differenzierbare Mannigfaltigkeit] und &l = {U; : j € J} eine
lokal endliche offene Uberdeckung von X. Lokal endlich bedeutet hier, dass fiir jeden Punkt x € X
eine Umgebung W(x) C X existiert, so dass nur endlich viele Mengen U; € 4 einen nicht leeren
Durschnitt mit W(x) haben. Eine Familie (a; : j € J) von stetigen [differenzierbaren] Funktionen
a; : X — [0, 1] heiBt eine stetige [differenzierbare] Zerlegung der 1, falls die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

e VjeJsupp(@)={xeX:akx)#0} CU,

e VxeX > ,aix) =1

jes
Wir notieren die relevante Fakten:

Theorem 5.1.16.

i Jede offene Uberdeckung 0 = {(V;) : j € J} einer Mannigfaltigkeit M besitzt eine lokal endliche
offene Verfeinerung 4 = {Uy : k € K}, d.h., fiir jedes x € V; C M gibt es ein Uy € 3 mit
xe U, C Vj

ii Jede offene Uberdeckung U = {(V;) : j € J} einer Mannigfaltigkeit M (allgemeiner, eines
parakompakten topologischen Raumes) besitzt eine untergeordnete differenzierbare Zerlegung der
I (@))jey, so dass supp(a;) eine lokal endliche (abgeschlossene) Uberdeckung von M bildet.

Mit Hilfe einer Zerlegung der 1 146t sich ein wohldefiniertes Integral auf einer Mannigfaltigkeit M
definieren. Wir diskutieren zunichst den Fall, wenn M C IR" eine regulire Untermannigfaltigkeit ist.
e Fall 1: Die Untermannigfaltigkeit M C IR" besitzt eine Karte (U,¢) mit U = M. Es sei dann
= ¢ ' Vg — M C IR" eine (reguliire) Parametrisierung von M. Fiir eine messbare Funktion
f: M — K definieren wir dann

/ fdM := / foy(x) - Jy(x) da(x)
M 14

wobei Dy(x)T - Dy(x) € End(IRk) die Gramsche Matrix von v, det(Dy(x)! - Dy(x)) die Gramsche
Determinante, und Jy(x) := \/ det(Dy(x)T - Dy(x)) der Jakobische Transformationsfaktor ist. Wir
nennen dabei [ : M — K integrierbar, falls der rechtsstehende Ausdruck endlich ist.

e Fall 2. Die k-dimensionale Mannigfaltigkeit M hat einen lokal endlichen Atlas A = {(U;,¢))}.
Dann wihle man eine der iiberdeckung {(U;)} untergeordnete differenzierbare Zerlegung der 1, (a;)
und man definiere fiirein f : M — K

(5.1.17) / fdM := Z/ (@jf) o yrj(x) - Iy, (x) dA(x) V= (pj_l
M PR ZICE)

Hilfslemma 5.1.18. Der rechtsstehende obige Ausdruck ist unabhingig von der Wahl des Atlases
{WUj,¢))} auf M und der Wahl einer untergeordneten Zerlegung der 1.

5.2. Tangentialraume und Vektorraumbiindel

Der Tangentialraum 7, M in dem Punkt p einer Mannigfaltigkeit 146t sich als die beste lokale Approx-
imation von M durch einen linearen Vektorraum interpretieren. Fiir eine (regulédre) k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit M C IR", die lokal als die Nullstellenmenge gewisser Funktionen ry, ..., r,_ €
C>(U) definiert ist, kann man den Tangentialraum 7, M als einen k-dimensionalen linearen Unter-
raum von IR" auffassen.
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Lemma 5.2.1. Essei M C IR" eine Untermannigfaltigkeit, so dass UM das Nullstellengebilde der
definierende Funktionen ry, ..., r,_y € C*(U) ist. Die folgenden Teilmengen in IR" sind dann gleich
und Untervektorriume von RR" :

(a) {y(0):y:(—&y, &) — M CR" glatte Kurve mit y(0) = p}

(b) {we R":Dy(rj) (p) =0V j=1,..,n—k}

(¢) Bild(D(@ i) = D@~ Ny (IRY) fiir jede Karte (U, ) auf M um p.

Jeder dieser Mengen heif3t dann der Tangentialraum von M in p

Falls M eine abstrakte Mannigfaltigkeit ist (die nicht in irgendeinem R" eingebettet ist), so modifiziert
man die Definition (a) in dem man fiir p € M die Menge aller Aquivalenzklassen {l¥] p} von dif-
ferenzierbaren Kurven y durch p betrachtet (d.h. y(0) = p), wobei y; ~, v, falls beziiglich einer
(und damit jeder) Karte (U, ¢) die Gleichung %(O) = %(O) gilt. Damit erhalten wir auch fiir
beliebige Mf:

(a’) TpM = {[y], : v ist eine differenzierbare Kurve in M durch p}

Jedes Element v € T,M definiert eine Punktderivation v, : C*°(M) — IR, etwa durch die Vorschrift

d
(5.2.2) vp(f) = 7 fovy, wobei vy, : (—&,€) — M eine Kurve mit ¥(0) = v ist
=0

Definition 5.2.3. Es sei M eine (reelle oder komplexe) Mannigfaltigkeit und U C M eine beliebige
offene Teilmenge. Eine Punktderivation an der Stelle p € M ist eine Abbildung X, : C*°(U) — K,
die die folgende Bedingungen erfiillt:

A X, :C>*(U) — K ist IK-linear

B X, : C°(U) — K erfiillt die Leibnizregel: V f,g € C*(U) X,(f-9) = X,(f)-g9(p) + f(p)-X,(9)

Umgekehrt, jeder Punktderivation w), : C*°(M) — R, 1dBt sich dann der Tangentialvektor (w,(x1), ..., wp(x,))
wobei x; die Einschrinkungen der kartesichen Koordinatnefunktionen auf IR" sind. Dammit haben

noch die vierte Charakterisierung

(d) TyM = {w, : C>*(M) — R : w), ist eine Punktderivation in p}.

Wihlt man in einer Umgebung U von p € M lokale Koordinaten (d.h., eine Karte) so gilt fiir jede
Punktderivation v, : C*°(M) — IR: 3!a; € R mit

=0 Ly vrecmw)
14 p J axJ

Das folgt aus dem

Fundamentallemma 5.2.4. Es sei V = Bp(p) C RF eine offene Kugel, xi,...,,x; : V — IR die
kartesischen Koordinatenfunktionen und f € C°°(V) beliebig. Dann gibt es Funktionen f; € C*(V),
j=1,...,k, sodass

of

FG X0 = f(P)+ Y fixn e, 00 — x)(p)) mit fi(p) = o P
J

Man kan die obige Funktionen f; explizit wie folgt definieren: fj(x) = fol f(x(p) + t(x — x(p))) dt.

Insbesondere also ist die in (5.2.2) definierter Abbildung ein linearer Isomorphismus, 6‘—;1 \ P eees & | »
bildet eine Basis von T, M (natiirlcih fiir verschiedene Wahle der lokalen Koordinaten xi, ... ,, x; erhalt
man verschiedene Basen von T, M) und es gilt daher

dim, M = dimT,M = dimk{v, : C>*(M) — K : v, ist eine Punktderivation in p}.
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Das Model fiir die ndchsten Objekte (d.h. fiir die Vektorraumbiindel) ist das Tangentialbiindel, welches
eine disjunkte Summe [ | » TpM der oben definierten Tangentialrdume ist. Diese Menge ist eine Man-
nigfaltigkeit mit einer zusétzlichen Struktur, ndmlich eines Atlases, deren Karten eine besondere Struk-
tur haben.

Definition 5.2.5. Ein (stetiges, glattes) reelles Vektorraumbiindel vom Rang r oder ein r—Vektor-
raumbiindel ist ein Tripel (7, E, X) bestehend aus einer surjektiven stetigen Abbildung 7 : £ — X
zwischen den topologischen Rdumen E und X (oder einer Submersion zwischen Mannigfaltigkeiten
E und X), die die folgende Bedingungen erfiillt:
(i) Jede Faser 7~ !(x) ist ein 7—dimensionaler Vektorraum.
(i) lokale Trivialitéit: Jeder Punkt x € X hat eine offene Umgebung U C X, so dass 7~ '(U)
homéomorph bzw diffeomorph zu U x IR" ist und das folgende Diagramm kommutiert:

E> ' U) Y- UxR PR

|

U prm—

Dabei verlangt man, dass jede Einschrinkung pr, o ¢ : 77 !(x) — IR” ein Vektorraum-Isomorph-
ismus ist.

Man nennt E den Totalraum und X die Basis des Vektorraumbiindels (rr, E, X). Fiir die Faser 7~ '(x)
schreibt man oft auch E,.

Die Abbildung ¢ : 7~ '(U) — U x IR" mit den obigen Eigenschaften nennt man eine Biindelkarte. Es
seien (7~ (Uy), ¥o) und (ﬁ_l(Uﬁ),l//ﬁ) zwei Biindelkarten. Ein Biindelkartenwechsel i3 o z,b;l hat
die folgende Gestalt:

(5.2.6) Y o w;l :(UaNUp) x R" — (U, NUp) x R (x,0) — (X, gga(X)(v))

wobei gg, : Uy N Ug — GL(r, R) eine stetige bzw. glatte Abbildung ist. Eine Uberdeckung von E
mit Biindelkarten nennt man einen Biindelatlas.

Man nennt ein VRBiindel £ — X trivial wenn es eine globale Biindelkarte (sog. globale Trivial-
izierung) E ~> M x IR" gibt.

Definition 5.2.7. Es sei (1, E, X) ein VRBiindel und U C X eine offenen Teilmenge. Ein Schnitt
o : U — E ist eine stetige bzw. glatte Abbildung, so dass 7o o = Idy . Die Menge aller Schnitte {iber
U in E bezeichnet man mit I'(U, E). Diese Menge hat die Struktur eines IR-Vektorraumes bzgl. der
punktweise Addition und Multiplikation mit Skalaren aus IR.

Lemma 5.2.8.

e Ein Vektorraumbiindel n : E — X ist genau dann global trivial, wenn es globale Schnitte o &
(M, E) gibt, so dass (071(x), ..., 0(x)) eine Basis von jeder Faser n~'(x), x € X ist.

e Die Wahl einer lokalen Trivialisierung E|; —— U X K" ist diquivalent zu der Wahl von glatten
Schnitten, oy, ...,0, € T(U, E), so dass (o1(x), ...,0(x)) eine Basis von n~'(x) fiir alle x € U
ist. (Das Tupel (o1, ..., 0,) nennt man ein lokales n—Bein auf E.)

Remark 5.2.9. Es sei 7 : E — X ein Vektorraumbiindel tiber X und M C X eine Teilraum bzw.
eine Untermannigfaltigkeit. Dann ist 7 : 7~ '(M) — M ein Vektorraumbiindel iiber M. Ist ¥ eine
Mannigfaltigkeit, soist 7 x Id : E X ¥ — X X Y ein Vektorraumbiindel iiber X x Y. Diese beiden
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Bemerkungen liegen der Konstruktion des Pull-Back Biindels zugrunde: Fiir jedes Vektorraumbiindel
ng : E — X und eine beliebige glatte Abbildung F : Z — X, das Pull-Back-Biindel F “E ist ein
Vektorraumbiindel iiber Z, dessen Totalraum ist das Urbild von Z = Graph(F) = {(F(z),2) :z € Z} C
XxZbzglngxId: EXZ—XXxZ.

Remark 5.2.10. Analog zu dem Konstruktionslemma 5.1.14 kann man auf jeder Menge E, zusammen
mit einer surjektiven Abbildung 7 : E — M, so dass 7~ !(x) ein Vektorraum der Dimension r ist, eine
Struktur eines glatten Vektorraumbiindel geben, in dem man noch das Folgende fordert:

e Existenz einer Uberdeckung {Uq}aca von M samt bijektiver Abbildungen y : 7 W U,) — Uy %
IR", @ € A, so dass die Einschriinkungen ¢, : 77 1(x) — {x} x R” Z IR” lineare Isomorphismen
sind.

e Fiir jedes Paar @, € A hat die Verkniipfung yg o ¢, ' : (U, N Up) x R" — (U, N Ug) x R" die
Gestalt (x,v) — (x,gpe(x)v) mit einer glatten Abbildung gg, : U, N Ug — GL(r,IR) C R™".

Definition 5.2.11. Ein Biindelmorphismus (ng, E,X) — (np, D,Y) ist ein Paar (f, F) bestehend aus
einer glatten Abbildung F : E — D und einer glatten Abbildung f : X — Y, so dass das folgende
Diagramm kommutiert

E-f.p

ﬂEl lﬂ'F

X—Y
f

und fiir alle x € X die Einschrinkungen F : JTEI(.X) — 711;1( f(x)) linear ist. Natiirlich legt eine
fasererhaltende Abbildung F : E — D die Abbildung f: X — Y fest.
Ein X—Biindelmorphismus (ng, E,X) — (7p, D, X) ist ein Biindelmorphismus (Idy, F).

Das Tangentialbiindel. Die Menge der Tangentialrdume TM := Hpe u TpM zusammen mit der
kanonischen Projektion © : TM — M, die jeder Punkt-Derivation X : C*°(M) — R in p den
Basispunkt p zuordnet, hat die Struktur eines Vektorraumbiindels iiber M mit Rang(TM) = dim M :
Die lokalen Traivializierungen werden durch lokale Koordinatenkarten (U,, x{, ..., x;;,) auf M wie
folgt definiert:

A m
e (1)) Sat

PeUq An j=1 J

Die Biindelkartenwechsel werden dann durch die Abbildungen

(x,v) — (x, (ng(@)v)

beschrieben, wobei x‘f (x%), ..., xgt(x”) die Koordinatenfunktionen des Kartenwechsels ¢g o ¢;‘ sind.

Wie bereits in der Bemerkung 5.2.10 erldutert, hat dann TM = [, _,, T.M die Struktur eines glatten
Vektorraumbiindels iiber M. Dieses Biindel heit das Tangentialbiindel von M.

Definition 5.2.12. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und U C M eine offene Teilmenge. Jeden
glatten Schnitt X € I'(U, T M) nennt man ein Vektorfeld auf U.
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Bemerkung 5.2.13. Ist (U, xy, ..., x,) eine Koordinatenumgebung (Karte) auf M, so ist jeder Schnitt
in TM iiber U (d.h., ein Element in I'(U, T M)) eindeutig als

2 Y @],
darstellbar. Dieser Schnitt ist genau dann glatt, wenn fiir alle j die Funktionen a; : U — K ebenfalls
glatt sind.

Ist X ein Vektorfeld, so ist definitionsgemif fiir alle p € M die Abbildung X(p) : C*°(M) — R
eine Punktderivation. Nach der Wahl einer Karte U C M (d.h. lokaler Koordinaten in U) hat dann
X die Darstellung X(p) = j(p)% ‘p und kann dann in diesen Koordinaten auch als die Abbildung

U — RImM , p— (a1(p), ..., ¥gim m(p)) interpretiert werden.

5.2.14. Das Differential. Nachdem wir jetzt jedem Punkt p einer Mannigfaltigkeit M einen linearen
Raum T, M zugeordnet haben, kann man jetzt jeder glatten Abbildung F' : M — N das Differential
oder Push-forward DF, = F.(p) : T,M — Tr)N zuordnen: das ist die folgende lineare Abbildung:

gemetrische Definition: F.(p)lyl:=[yoF]
algebraische Definition: F.(p)vp) : C(N) — K F.(p)p)(g) =vp(g o F)]

Sind xi, ..., x¢ lokale Koordinatenfunktionen auf U C M so identifiziert man fiir jedes p € U R¥ mit
T,M verméoge der Abbildung (1)1, ..., ;) — E/lj%hp. Sind jetzt (U, (X1, .. »>Xm)), (W, Y1, ..., yn)
zwei Karten auf M und N mit F(U) C W so 1dBt sich F in diesen lokalen Koordinaten durch das
Tupel (Fy, ..., Fy) beschreiben, wobei F; = y; o F'. Dann kommutiert das folgende Diagramm:

T,M " Tp,)N

rR" —*, |Re

_

wobei die lineare Abbildung @ : IR” — IR" durch die Jacobimatrix (%(p)) beschrieben wird.

Im Folgenden sei div(X) = Z'}:l % die Divergenz eines Vektorfelds X und ( , )rn das kanonische
Skalarprodukt auf R".

Satz von GauB-Ostrogradski 5.2.15. Es sei K C IR" eine kompakte Menge, deren Rand M = 0K eine
n — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R" ist. Sei weiter ny; : M — IR" die Einheitsnormale,
die nach auflen (bzgl K ) gerichtet ist. Dann gilt fiir jedes (glattes) Vektorfeld X : U(K) — R":

/diV(X)(y) d/l(y)=/(X(s),nM(s)>,RndM
K

M

Bemerkung 5.2.16. In jedem Punkt p € M C IR" gibt es den Tangentialraum T,M (betrachtet
als ein Unterraum in IR") und den dazu orthogonalen Raum N,M = {v € R" : v L T,M}. Die
disjunkte Vereinigung Ngny = [ | pem NpM hat die Struktur eines Rang-1 VRbiindels (das sog. Nor-
malenbiindel) und die Einheitsnormale ist eins der beiden Schnitte s in diesem Vektorraumbiindel, die
die Bedingung (s(x), s(x)) = 1 Vx € M erfiillen.

Der Beweis dieses Satzes ist ein Speziallfall des Satzes von Stokes, den wir in voller Allgemeinheit am
Ende dieser Vorlesung beweisen werden.
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5.3. Differentialformen und der d-Operator

Eine 1-Form auf einer Mannigfaltigkeit ist ein Objekt, welches dual zu einem Vektorfeld ist. Wihrend
ein VF X ein differezierbarer Schnitt in dem Tangentialbiindel 7'M ist, so ist eine 1-Form 7 ein Schnitt
in dem dualen Biindel 7*M . Das duale VRBiindel 7*M bestehtaus allen linearen Funktionalen 7, :
T,M — R fiiralle p € M,dh. T"M = HpeM T;M mit der Projektion n* : T"M — M B, —
p. Die Vektorraumstruktur auf 7*M, d.h. ein Atlas mit Biindelkarten 146t sich wie folgt aus 7M
gewinnen: Liefert ein Atlas {(Uy, x{,...,x5)} auf M die lokalen Schnitte (Vektorfelder) ax% liber
U, , die faserweise Basen der Tangentialrime 7,M, p € U, sind, so bezeichnen wir mit fiir jedes
p € U, mit (ax%h,)* die duale Basis, also Elemente in 7, M mit (a%b)*(m%) = 0jx. Dann
bekommt man die’Biindelkarten ! §

m
W)Uy x R" = ()N (Uy)  durch  (p, (A, ..., Ap)) — Z/lj- (aia )"

j=1 Xjp
vgl. 5.2.5. Ein Schnitt n € I'(M, T*M) (d.h., eine glatte Abbildung n: M — T*M mit mon = Idy)
kann man dann auf eine Vektorfeld X (d.h., einen Schnitt in I'(M, T M)) anwenden und das Ergebnis
ist eine Funktion auf M: n(X) € C*°(M). Um die Bezeichnungen zu vereinfachen, so vereinbaren
wir: E9(M) := C®(M), E'(M) := T>(M, T*M) Eine 1-Form 7, ausgewertet in einem Punkt p € M,
ist dann ein Element in T;M, d.h., ein lineares Funktional 1, : T,M — IR. Wir schreiben oft 5, fiir
n(p), genauso wie wir v, fiir den Wert eine Vektorfeldes v auf M an der Stelle p schreiben.

d-Operator fiir 1-Formen. Man definiere jetzt die folgende Abbildung
(5.3.1) d:&%M)— E'M),  df(vy) = uvpf

So z.B., die oben definierte, zu (%)13 j<m duale Basis besteht exact aus den 1-Formen dx{, ..., dx;; .
In dem Fall M = IR und ¢ der kartesischen Koordinatenfunktion auf M hat jetzt dt die Bedeutung
einer 1-Form. Punktweise ist also dt ein lineares Funktional dt|, : T,M — IR. Jede 1-Form auf

M = R hat dann die Gestalt 7 = f(f) dt mit einer differenzierbaren Funktion f € E°(R).

5.3.2. Der Pull-back. Das Pull-back von F : M — N, ist eine Abbildung F* : £/(N) — M),
j=0,1 sodass
F*(f):=foF fir j=0
F*m(vp) : =n(Fi(vy))  firj=1
Hierbei ist F, : TM — Ty der Push-forward (Differntial) wie in 5.2.14.

Vorsicht! Wihrend ein Push-forward eine Abbildung ist, die fiir jedes p € M die Tangentialvektoren
in T, M auf Tangentialvektoren in T, abbildet, 146t sich damit fiir ein allgemeines F keine Abbil-
dung, die Vektorfelder auf M auf Vektorfelder auf N abbildet, gewinnen. Der Pull-back jedoch bildet
globale Schnitte (1-Formen) in T*N auf globale Schnitte in 7*M ab, 14t sich aber i.A. nicht als ein
Biindelmorphismus T*N — T*M (vgl 5.2.11) erkléren.

5.3.3. Beispiel. Wir berechnen die Biindelkartenwechsel fiir die Mannigfaltigkeit M = S™ = {x €
R™! . ||x|| = 1}. Ein differenzierbarer Atlas auf S konnte etwa aus den zwei Karten oy : S™ ~
{N} - R™ = {(5,0) € R™ : y € R"} und @5 : $” ~ {S} — RR™ bestehen, die durch die
stereographischen Projektionen jeweis vom Norpol N = (0,...,0,1) und Siidpol § = (0,...,0,—1)
auf die dquatoriale Ebene gegeben sind. Wir wihlen hier einen anderen Satz von Karten: Fiir alle
je{l,...,m+1} sei
U ={xes":x;>0} Uy ={xe§":x;<0}

sowie gof : U]ﬂ-E — B(0) C R™, x — (X1,.cc, Xj—1, Xjils e Xps1) (und damit (tpf)*l(yl,...,ym) =
s yjm1, £V 1T = lYl% yjs o s ym)) Z.B. fiir j < k sowie Uj := U;T N U; sieht der Kartenwechsel
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auf S folgendermafBen aus:

U, ¢ M> U

U U
Uj Ujk
{y € BO) :yx—1 >0} = 97 (Up) er(Uji) ={y € BO):y; >0}
Y1y -y Ym) W (yl,...,yj,l,\/l — Hy||2,yj,...,yk_z,yk,...ym)
1O¥;
(D1 e , D)

Bzgl. der Koordinatenfunktionen yj, ..., y,, auf jedem Ujj-E (die durch die Karte gojt induziert werden)
ist fiir jedes p € U;—L (%b)lgkgm eine Basis von T,M, wihrend dy, ..., dy,, die duale Basis von
T,M ist. Die damit verbundenen Identifizierungen 7),M = IR™ sowie M= IR™ induzieren die
entsprechenden Biindelkarten. Die Biindelkartenwechsel sehen dann folgendermal3en aus:

vy .
U xR" S T B U xR

U U
Ujk x R" = TUjk = Ujk x R™
p,v) —— (P.g(P)©)

o0,
grj(y) = (%(1’)) 1<a,8<m

v
U}r x R" —— T*"M «—— U} xR"
D -1
- - hij(y) = (( a(p))T<a/,ﬁ<m>
U xR" = T'Uj =¥ UpxR" Yp -
p.,v) —— (p.lj(p))

Ist also v = (v1,...,0m), gkj(P)V) = (Wi, ..., wy) sowie hj(p)(V) = (ui, ..., uy) SOWie seien yi, ..., Yny
die lokalen Koordinatenfunktionen auf U 7 und (zy,...,%y,) die lokalen Koordinatenfunktionen auf
Uf, so gilt etwa fiir die Darstellungen eines Tangentialvektors X, € T,M in den verschiedenen

Biindelkarten:
m m
0 0
E vg—| =X, = E Wy ——
a=1 aaya P g a=1 ’ 62(1

p

Analog gilt dann fiir eine 1-Form 7, ausgewertet in einem Punkt p € Uj (d.h. n, : T,M — R ist ein
lineraes Funktional)

m m
Zvadya|p =1p = Zuadza’p
a=1 a=1

Kurvenintegrale. Ein Vorteil der 1-Formen gegeniiber von Funktionen ist, dass man 1-Formen ent-
lang beliebiger (differenzierbaren) Kurven auf abstrakten Mannigfaltigkeiten integrieren lassen kann.
Funktionen dagegen lassen sich nicht auf einer abstrakten Mannigfaltigkeit M entlang von Kurven
integrieren, da i.A. keine “Lénge” von dem Geschwinigkeitsfeld y : I — T M erkléart werden kann.

Fiir n € £Y(M) und y : I — M definieren wir

0
(53.4) / pi= / ) = / P30 di = / o) dt 90 = r
Y 1 1 I X | x=t
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wobei das Integral auf der rechten Seite wie ein Riemannsches oder Lebesgueintegral interpretiert wird.
Die bis jetzt hingenomene symbolhafte Schreibweise f df bekommt jetzt durch die obigen Erkldrungen
die Bedeutung einer 1-Form auf / C IR. Das oben definierte Kurvenintegral von 1-Formen 146t sich
dann sofort auch fiir stiickweise stetig differenzierbare Kurven ausdehnen:Sind y; := y|;, die C .

Einschrinkungen, dann
/n:=2/y;‘<n>=/f<t>dt
Y j 1 1

Die Objekte die auf k-dimensionalen abstrakten Mannigfaltigkeiten integriert werden konnen sind die
sog. k-Formen. Wir beginnen mit ein Paar definitionen aus der linearen Algebra.

Definitionen 5.3.5. Es sei V ein Vektorraum. Dann bezeichenen wir mit Alt*(V) die Menge aller k-
fach multilinearen Abbildungen 77 : V x---xV — IR, welche alternierend sind, d.h., fiir beliebige v; €
V und jede Permutation oo € & 1n(vy, ..., vx) = sign(o) - N(Ve(1), .- » Vorky)  gilt. Die Menge Altk(V)
zusammen mit der punktweise Addition und der Skalarmultiplikation ist ein (dh}c‘ V) -dimensionaler

Vektorraum.

Auf der Menge @jlzna V Al (V) definiert man ferner das folgende Dachprodukt: Fiir n € Al*(V) und
w € Al (V) gilt n A w € Al (V), wobei

Man beachte die folgenden Rechenregel:
i. Fiir beliebige n € Altk(V), wE Alt[(V), ueAlt"(Vy: mAwAw=nA U w)
ii. Fiir beliebige n € Alt“(V), w € Alt“(V), nAw=(-DMw g
iii. Fiir beliebige n; € Alt'(V) = V* und v ; €V gilt

mA--Any (g, ...,0,) = det (ni(vj)) 1<ij<n

Genauso , wie in der Definition des Tangential- und des Kotangentialbiindels von M definiert man
das sog. Vektorraumbiindel der k-Formen als die disjunkte Vereiningung EXM = || pEM Altk(TpM),
versehen mit einer geeigneten Mannigfaltigkeitsstruktur, so dass pi : EXM — M, np — p ein
VRBiindel ist. Eine k-Form n ist dann ein glatter Schnitt in diesem Biindel. Anders ausgedriickt:
Eine k-Form ist eine Abbildung 7, die jedem Punkt p € M eine k-fach alternierende Abbildung
np : TyM x --- x T,M — IR zuordnet, und diese Zuordnung variiert glatt, d.h., fiir beliebige glatte
Verktorfelder X1, ..., Xy € I'(M, T M) sind die Funktionen n(Xi, ..., Xz) € C°°(M) ebenfalls glatt.

Die Menge aller (glatter) k-Formen auf M bezeichnet man mit £ k(M) =T(M,E*M).

Der d-Operator fiir k-Formen. Man erweiter d in (5.3.1) zu einer R-linearen Abbildung

d: M) — M\ (M) durch die folgende Def.:
k+1
dn X1 X Xes) 1= > (=DM XX, . Xy e, X))+
(5.36) n(X1s s Xio Xier1) ;( X (X1 e X ooy Xir1))
Y DXL XL X X X X))
1<i<j<k+1

wobei X1, ..., X+ beliebige Vektorfelder auf M sind und das Symbol Y das Weglassen von Y aus der
Liste A, B, ..., Y, Z bezeichnet, z.B.: u(X,Y,Z2) = u(X, 2).
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5.3.7. Rechenregeln
i. dod=0
ii. dpAw)=dypAw+(—1)%" A dw; insbesondere d(fn) = df An+ f - dy fiir jede Funktion
fe&m.
iii. d ist ein lokaler Operator, d.h., dnj|y = dw|y falls die beiden k-Formen n,w € (M) auf U
iibereinstimmen.

Beschreibung in lokalen Koordinaten. Sind (U, xy, ..., x,) lokale Koordinatenfunktionen auf M, so
sind dxy, ...,dx, 1-Formen auf U C M und dx; Adxj, \--- Ndxj, eine k-Form, wobei 1 < j; <
J2 <--- < jk < n.Die Menge aller solchen dx; := dxj, Adxj, \--- ANdxj,|,, wobei I = {ji,..., ji},
sodass 1 < jj < jo <--+ < jx < n unddie I-s aller Teilmengen von {1,...,n} durchlaufen, bilden
eine Basis des Vektorraumes Alt® (T,M). Eine beliebige k-Form auf U 1Bt sich dann durch

nlu = frdx
1

mit einedeutig bestimmten Funktionen f; € £%(U) beschreiben. Ferner folgt aus 5.3.7:
d(Zf,-dx,) =3 dfy ndx
I I

So, z.B., sei M := IR? mit den globalen kartesischen Koordinatenfunktionen xi, x», x3. Dann bildent
punktweise (fiir jedes p € IR®):

dxy, dx,, dx3 eine Basis von T;M = E},M
dx, Ndxz, dx3 Ndxy, dx; \Ndx, eine Basis von EIZ,M

dx; Ndxy N dx; eine Basis von Ef,M

Beziiglich der obigen Basen lassen sich beliebige 1- und 2-Formen mit den 3-Tupeln von Funktionen
identifizieren, wihrend £3(M) mit £%(M) vermoge fdx; A dx» A dx3 — f indentifiziert wird.
Fiir eine beliebige Funktion f € £°(R?) entspricht dann df € £'(R®) dem Gradienten grad f €
(EO(R), d : E'(R*) — E2(IR*) dem Operator rot und schlieBlich d : EX(R*) — £3(R®) =~ £O(R%)
der Divergenz:

50 grad (50(M)) 3 rot (gO(M)) 3 div EO(M)

H ! ! I

O —- gy — 2w —4

5.3.8. Orientierung. Man spricht von zwei méglichen Orientierungen in IR* nimlich im Uhrzeigersinn
oder gegen den Uhrzeigersinn. Genauso spricht man von zwei Orientierungen in IR® namlich nach der
rechten oder der linken Drei-Finger-Regel. Ganz allgemein wird eine Orientierung eines Vektorraumes
durch eine geordnete Basis dieses Vektorraumes festgelegt: Es sei B(V) die Menge aller Bases des
reellen VR V. (Dieser Begriff 146t sich nicht auf komplexe Vektorrdume iibertragen.) Auf dieser
Menge sei die folgende Aquivalenzrelation eingefiihrt: (v1,...,Um) ~orient (W1, ..., W) genau dann
wenn die lineare Abbildung A : V — V mit A(v;) = w; fiir alle j positive Determinante hat. Diese
Aquivalenzrelation zerlegt B(V) in genau zwei Aquivalenzklassen, genannt auch Orientierungen von
V. Zwei Basen heiBen dann gleichorientiert wenn sie dquivalent bzgl. der obgen Aquivalenzrelation
sind. Ist z.B. e, es, e3 die kanonische Basis in IR3, so sind (ey, €3, e3) sowie (ep,e3,e1) dquivalent
(gleichorientiert). dagegen sind (ej, es,e3) und (—ey, ez, e3), oder (e, ez, e3) und (ep,eq,e3) nicht
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gleichorientiert. Die Wahl einer der beiden obigen Aquivalenzklassen auf B(V) nennet man dann
die Wahl einer Orierntierung auf V. Eine Orientierung auf V wird mit oy bezeichnet. Die zu oy
umgekehrte Orientierung wird mit of, bezeichnet.

Bem. Eine nichttriviale m-fach alterniernde Abbildung w € Alt"(V) definert eine Orientierung auf
V, m = dim V: Dabei liegt (vy,...,0) in oy = o4 falls w(vy,...,v,) > 0. Man iiberlege sich leicht,
dass fiir jede lineare Abbildung A : V — V die folgende Formel gilt: fiir jede Basis vy, ..., v, von V
haben wir

w(A(), ..., A(vy)) = detA - w(vy, ..., 0n)

Definition 5.3.9. Es sei jetzt M glatte Mannigfaltigkeit und 7M ihr Tangentialbiindel. M heif3it
orientierbar, falls man in jedem Tangentialraum 7, M eine Orientierung oy (p) := or,m so wihlen
kann, dass die folgende Kompatibilitdtsbedingung erfiillt ist:

Fiir jeden Punkt p € M existiert eine zusammenhdngene Umgebung U(p) und stetige, faserweise
linear unabhiingige Schnitte (Vektorfelder) X, ..., X, € I'(U,TM), so dass (Xi(p), ..., Xm(p)) € 0p
fiir alle p € U gilt.

Ist eine Mannigfaltigkeit orientierbar, so hat man eine Wahl zwischen (M, o0y) und (M, 0y,). Eine
orientierbare Mannigfaltigkeit M mit einer kompatiblen Wahl der Orientierungen ojs heiit orientiert.

Eine Koordinatenkarte (U, x1, ..., X,;) auf einer orientierten Mannigfaltigkeit (M, 0,) (U zusammenhingend)

heilt positiv orientiert, falls (8‘; , ...%) € oy(p) fiir alle p € U gilt und andernfalls negativ orien-
tiert.

Lemma 5.3.10. Es sei M eine glatte m—dimensionale Mannigfaltigkeit. Die folgenden Bedingungen
sind dquivalent:
i) Die Mannigfaltigkeit M ist orientierbar.
it) Es gibt einen Atlas I von M, so dass alle Kartenwechsel ¢g, die Bedingung det(Jacdg,) > 0 auf
ba(Uqp) etfiillen.
iii) Es existiert eine nirgends verschwindende m—Form w € E™(M).

Essei F : (M,0,) — (N, 0:]) ein Diffeomorphismus zwischen orientierten Mannigfaltigkeiten. Er heif3t
orientierungserhaltend in p falls F, : T,M — Tg,)N eine orientierungserhaltende lineare Abbildung
ist. F heif3t orientierungserhaltend falls F orientierungserhaltend in jedem Punkt p ist.

Integration auf Mannigfaltigkeiten

Ist f: D — IK eine auf einer L-messbaren Teilmenge D von dem n—dimensionalen Intervall [a, b] :=
lai,b1] X -+ X [an,by] C IR" definierte Lebesgue-integrierbare Funktion, so definiert man mit Hilfe
des Satzes von Fubini

Jp(x) dA(xy, ..., xp) = /f(x) dA(xy, ..., x,) :=
D

[a.b]

N , )
=/an < i fD(xl,--.,xn)dx1>"‘dxﬂ fD(x):={£(X) iﬁii;g

1
Ist i eine glatte n—Form auf IR" mit kompaktem Triger K = suppn, so gilt n = f - dx; A -+ - Adx,
mit supp f = supp 7. Wihlt man ein kompaktes Intervall [a, b] D K, so sei

/ n = fodxy A---Ndx, = Jr(x) dA(x1, ..., Xn)
R™

IR™ [a,b]

Das folgende Lemma erklért das Verhalten von Integralen unter Diffeomorphismen:
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Lemma 5.3.11. Es seien Dy,D, C R" kompakte Integrationsbereiche, D} zusammenhiingend und
F : Dy — D, ein Diffeomorphismus. Dann gilt fiir jede n—Form n, definiert auf D, :

3 / p F *n  falls F orientierungserhaltend ist
D, = - J p F *n falls F orientierungsumkehrend ist

Jetzt sind wir in der Lage Integrale von beliebigen Formen mit kompakten Tréiger auf beliebigen ori-
entierten Mannigfaltigkeiten zu definieren:

Lemma und Definition 5.3.12. Es sei (M, 0,) eine orientierte m-Mannigfaltigkeit und n € £™(M)
eine Form mit kompaktem Tréiger K. Fiir jede endliche Uberdeckung (Uy, do)1<a<¢ von K mit pos-
itiv orientierten Koordinatenkarten und eine der Uberdeckung {U,, (M ~ K)} untergeordnete glatte
Zerlegung der 1, (xo)1<a<t> X0, (mit suppxo N K = &), die Summe

o— 71*0
fr= 3 [ 0w

hdngt nicht von der Wahl der Karten (Uy, ¢o) und der glatten Zerlegung der 1. Damit ist das Integral
[y 1 wohldefiniert.

Es sei hierbei explizit erwéhnt, dass nur auf einer orientierten m-dimensionalen Mannigfaltigkeit das
Integral einer m-Form n definiert werden kann.

Um den allgemeinen Satz von Stokes zu formulieren, fehlt uns nur noch der Begrift der induzierten
Orientierung einer Randmannigfaltigkeit.

Es sei (M, oyy) eine m-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit und K C M ein Kompaktum, dessen
Rand JK eine m — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist. Dann induziert oy, eine Orierntierung
ogx wie folgt: Es sei v : U(OK) — TM ein beliebiges Vektorfeld auf einer Umgebung von 0K,
welches transversal zu 0K ist (d.h. v, € T,(0K) fiir alle p € 0K) und nach auBen von K zeigt.
Die induzierte Orientierung ogx(p) ist dann durch jede Basis vy, ..., v,—1 € T,(JK) bestimmit, so dass
(Vp, V15, Um—1) € om(p) gilt. Sie ist unabhiingig von der Wahl des nach auBlen von K weisenden
Vektorfeldes v.

Satz von Stokes 5.3.13.. Es sei (M,o0y) eine m-dimensionale orientierte Mannigpaltigkeit, n €
EM=Y(M) eine (m — 1)-Form und K C M ein Kompaktum, dessen Rand eine m — 1-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von M ist. Ferner sei j: 0K — M die kanonische Inklusion. Dann gilt

/dn:/l*n
M oK

Hierbei trigt 0K die von M induzierte Orientierung

Proof:



