
Universität Tübingen
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1. Übungsblatt

AUFGABE 1:
Es sei um ∈ C2,α

loc (Rn) eine Folge, die hölRn,αD
2um :=

∑n
i,j=1 hölRn,α(∂ijum) = 1 für

jedes m ∈ N erfülle.

(i) Beweisen Sie, dass es eine Teilfolge uml
, ein Paar (i, j) =: γ ∈ {1, . . . , n}2, einen

Standard-Einheitsvektor ei, Punkte xml
∈ Rn und hml

> 0 geben muss, für welche

h−αml
|∂γuml

(xml
± hml

ei)− ∂γuml
(xml

)| ≥ 1

2n3
> 0

für alle l gilt.

(ii) Beweisen Sie für die reskalierten Funktionen

ũm(x) := h−2−α
m um(xm + hmx) :

hölRn,α(∂ij ũm) = hölRn,α(∂ijum) und somit hölRn,αD
2ũm = hölRn,αD

2um und
hölRn,α4ũm = hölRn,α4um.

AUFGABE 2:
Es sei

A := (aij) ∈ Rn×n

symmetrisch, positiv definit und erfülle

Λ−1In ≤ A ≤ CnΛIn.

Zu A existiert genau eine positiv definite Wurzel B = (bij) , d.h. genau eine positiv
definite (n× n)−Matrix B, die A = B2 und BT = B erfüllt. Zeigen Sie:

(i)

Λ−1/2In ≤ B ≤ (CnΛ)1/2In. (1)

(ii) Sei nun u ∈ C2,α
loc (Rn) mit hölRn,αD

2u <∞ gegeben, und setzen wir

ũ(x) = u(Bx).

Zeigen Sie: ũ erfüllt

∂kũ(x) = ∂iu(Bx)bik,

∂klũ(x) = ∂iju(Bx)bikbjl,



insbesondere
∆ũ(x) = aij∂iju(Bx) (2)

und (zusammen mit (1)) die Abschätzungen

hölRn,α∆ũ ≤ CnΛα/2 hölRn,α(aij∂iju) <∞,

hölRn,αD
2ũ ≤ CnΛ1+α/2 hölRn,αD

2u <∞,

hölRn,αD
2u ≤ CnΛ1+α/2 hölRn,αD

2ũ.

(iii) Folgern Sie hieraus schliesslich ũ ∈ C2,α
loc (Rn) (Mittelwertsatz). Kann man die obigen

(Un-)Gleichungen nun derart schlau kombinieren, dass sich sogar ũ ∈ C2,α(Rn) ergibt
?

Abgabetermin ist Montag, der 20.04.2015.

2


