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3. Übungsblatt

AUFGABE 6:
Es sei Ω ⊂ Rn eine offene Menge. Wir nennen eine Abbildung G := (gij) : Ω → S+(n) in
die Menge der positiv-definiten, symmetrischen (n× n)-Matrizen eine Metrik auf Ω. Wir
setzen

gij := (G−1)ij und g := det(G).

Zu einer C1-Metrik G definieren wir den Beltrami-Laplace-Operator durch

4G(u) :=
1
√
g
∂i(
√
g gij∂ju) für u ∈ C2(Ω).

Ist ϕ : Ω̃→ Ω ein C2-Diffeomorphismus, so definieren wir die durch ϕ auf Ω̃ zurückgeholte
Metrik durch

(ϕ∗(G))kl :=
n∑

i,j=1

gij ◦ ϕ∂k(ϕi) ∂l(ϕj).

Zeigen Sie:

(i) Es gilt

4ϕ∗G(u ◦ ϕ) = 4G(u) ◦ ϕ auf Ω̃.

(ii) Ist G := (gij) ∈ C2(Ω̄, S+(n)), so existieren zu jedem x0 ∈ Ω eine Umgebung
Bρ∗(x0) ⊂⊂ Ω und ein C2-Diffeomorphismus φ : Bρ∗(x0) → U auf eine offene Teil-
menge U des Rn, sodass

4(φ−1)∗G(yk) = 0 für k = 1, . . . , n

auf U gilt.
Hinweise: zu (i): Multiplizieren Sie die behauptete Gleichung mit dem Produkt
| det(Dϕ) | √g ◦ ϕv ◦ ϕ, für beliebiges v ∈ C2

0 (Ω), und verwenden Sie zweimal den
Transformationssatz der Lebesgueschen Integrationstheorie.
Zu (ii): Verwenden Sie den folgenden Existenzsatz der Schaudertheorie, auf den wir
in der Vorlesung zusteuern:

Theorem 0.1 (Existenz von klassischen Lösungen für das Dirichletproblem)
Es sei Ω ⊂⊂ Rn offen, ∂Ω ∈ C2,α, 0 < α < 1, L ein linearer, elliptischer Differen-
tialoperator, der (7.1) - (7.3) auf Ω erfüllt, c ≤ 0, ϕ ∈ C2,α(Ω) und f ∈ C0,α(Ω) .



Dann existiert eine eindeutige Lösung u ∈ C2,α(Ω) des Dirichletproblems

Lu = f in Ω,

u = ϕ auf ∂Ω
(1)

und diese erfüllt

‖ u ‖C2,α(Ω)≤ C(Ω,Λ, n, α)(‖ f ‖C0,α(Ω) + ‖ ϕ ‖C2,α(Ω)). (2)

Zeigen Sie, dass Sie diesen Satz für den ausdifferenzierten Beltrami-Laplace-Operator 4G

auf jedem hinreichend kleinen Ball Bρ(0), mit f = 0 und ϕ(x) := xk, k = 1, . . . , n, ver-
wenden können, und benutzen Sie die a-priori-Abschätzungen (2), um zu beweisen, dass
sich die n soeben gewonnenen Lösungen φ1,ρ, φ2,ρ, . . . , φn,ρ, zu einer C2-Abbildung zusam-
mensetzen lassen, deren Jacobi-Matrix in x0 = 0 für sehr kleines ρ nahe an In liegt.

AUFGABE 7:
Beweisen Sie mittels des Vorgehens im Beweis von Proposition 7.4 die folgende Aussage:

Proposition 0.1 Es seien u ∈ C1,α
loc (Rn+), f ∈ Lp(Rn+,R), g : Rn+ → Rn, 0 < α < 1 ,

α = 1− n
p , für ein p ∈ (n,∞), mit hölα,Rn+(g) <∞, und u sei eine schwache Lösung von

4(u) = f + div(g) schwach in Rn+

mit u = 0 auf Rn−1 × {0} . Dann existiert eine Konstante C(n, α), für die

hölα,Rn+(∇u) ≤ C(n, α)(‖ f ‖Lp(Rn+) +hölα,Rn+(g))

gilt.

Hinweis: Machen Sie wieder die Fallunterscheidung wie im Beweis von Proposition 7.4,
beachten Sie, dass ,,4(u) = f + div(g) schwach in Rn+”

−
∫
Rn+
∇u · ∇ϕdLn =

∫
Rn+
fϕ− gi ∂iϕdLn für alle ϕ ∈W 1,2

0 (Rn+)

bedeutet, verwenden Sie in beiden Fällen das Lemma von Weyl und im schwierigen Fall
ausserdem den folgenden Schauder-Regularitätssatz:

Theorem 0.2 Es sei Ω ⊂⊂ Rn offen, mit C2,α -Rand und f ∈ C0,α(Ω) . Ist u ∈
C2
loc(Ω) ∩ C0(Ω) eine Lösung von

4u = f in Ω

mit
u = ϕ auf ∂Ω

für ein ϕ ∈ C2,α(Ω) . Dann gilt bereits u ∈ C2,α(Ω) .

Abgabetermin ist Montag, der 04.05.2015.
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