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4. Übungsblatt

AUFGABE 8:

Es sei Ω ⊂ R2 eine offene Menge. Wie in Aufgabe 6 nennen wir eine Abbildung
G := (gij) : Ω→ S+(2) in die Menge der positiv-definiten, symmetrischen (2×2)-Matrizen
eine Metrik auf Ω, und wir nennen für jedes λ > 0 aus C1(Ω) das Produkt λG eine zu
G konforme Metrik. Weiterin definieren wir wie in Aufgabe 6 zu jeder C1-Metrik G den
Beltrami-Laplace-Operator 4G durch

4G(u) :=
1
√
g
∂i(
√
g gij∂ju) für u ∈ C2(Ω).

Zeigen Sie:

(i) Es gilt für jede C1−Metrik G und jedes λ > 0 aus C1(Ω):

4λG(u) = λ−14G(u) für jedes u ∈ C2(Ω).

(ii) Ist G := (gij) ∈ C2(Ω̄, S+(2)), so existieren zu jedem x0 ∈ Ω eine Umgebung
Bρ∗(x0) ⊂⊂ Ω und ein C2,α-Diffeomorphismus φ : Bρ∗(x0) → U auf eine offene
Teilmenge U des R2, sodass

(φ−1)∗G = λ I2 auf U

für eine auf U positive C1,α-Funktion λ gilt, also dass insbesondere die durch φ−1 auf
U zurückgezogene Metrik zur euklidischen Metrik konform ist.

(iii)* Sei nun ausserdem u eine auf einem kleinen Ball Bε(0) harmonische Funktion, al-
so einfach mit ∂11u + ∂22u = 0 auf Bε(0), und das Definitionsgebiet Ω der glatten
Metrik G enthalte den Ursprung 0. Können Sie nun aus einem Resultat von Auf-
gabe 6 und den Punkten (i) und (ii) dieser Aufgabe schliessen, dass es einen C2,α-
Diffeomorphismus φ auf einem winzigen Ball Bρ∗(0) gibt, der diesen auf eine Teilmen-
ge U von Bε(0) abbildet und sodass u auch bezüglich der zurückgezogenen Metrik
(φ−1)∗G auf U harmonisch ist ?

Hinweis zu (ii): Verwenden Sie ein Zwischenresultat von Aufgabe 6, um die Existenz einer
G-harmonischen C2,α−Funktion u auf einem kleinen Ball Bρ(x0) um OBDA x0 = 0 mit



∇u(x0) 6= 0 zu garantieren, führen Sie auf Bρ(x0) eine weitere C2,α−Funktion v ein, deren
Ableitungen sich durch

∂kv = (−1)k
√
g

2∑
l=1

g3−k,l ∂lu

aus den Ableitungen von u berechnen lassen (denken Sie an Funktionentheorie ! Hier ist
n = 2 !) und testen Sie, ob die Abbildung φ := (u, v) die gewünschten Eigenschaften hat.

AUFGABE 9:
Beweisen Sie mittels Satz 7.5 der Vorlesung:

Proposition 0.1 (Boot strap) Es seien Ω ⊂ Rn offen, (aij) : Rn → S+(n) eine
C∞−glatte Abbildung in die Menge der positiv-definiten, symmetrischen (n×n)-Matrizen
und f ∈ C∞(R). Ist u ∈ C2

loc(Ω) eine Lösung der quasi-linearen Differentialgleichung 2.
Ordnung

aij(∇u) ∂iju = f(u) auf Ω,

so ist diese bereits aus C∞loc(Ω).

Abgabetermin ist Montag, der 11.05.2015.
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