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10. Übungsblatt

AUFGABE 20:

(i) Sei Ω ⊂⊂ Rn eine offene, beschränkte Teilmenge und seien p ≡ (pjβ) 7→ Aαi (p),

α, β = 1, . . . n, i, j = 1, . . . , N , C1-Funktionen auf RnN , die den Bedingungen
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∂pjβ
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2, |Aαi (p)| ≤ µ1 | p | und | ∂A
α
i (p)

∂pjβ
|≤ µ2 ∀ ξ, p ∈ RnN ,

für Konstanten µ1, µ2 ≥ λ > 0 genügen mögen. Zeigen Sie, dass jede Lösung u ∈
W 1,2(Ω,RN ) der schwachen Gleichung∫

Ω
Aαi (Du)Dαϕ

i dLn = 0 ∀ϕ ∈W 1,2
0 (Ω,RN )

bereits in W 2,2
loc (Ω,RN ) liegt und dass ausserdem deren partielle Ableitungen Dγu,

γ = 1, . . . n, die n schwachen Gleichungen∫
Ω

∂Aαi (Du)

∂pjβ
Dβ(Dγu

j)Dαϕ
i dLn = 0 ∀ϕ ∈ C∞

c (Ω,RN )

lösen. Verwenden Sie hierzu eine ähnliche Technik wie bei der Lösung von Auf-
gabe 18, um zunächst eine Divergenzform-Gleichung für jeden der n Differenzen-
Quotienten von Dβu

j auf Ω′ ⊂⊂ Ω zu erhalten, und testen Sie diese n Gleichungen
dann mittels geeignet abgeschnittener Differenzen-Quotienten von u, um eine von der
Schrittweite h unabhängige Abschätzung der n Differenzen-Quotienten von Du in
L2(BR(x0),RnN ) auf kleinen Bällen BR(x0) ⊂⊂ Ω zu erhalten.

(ii) Kann das Ergebnis von Teil (i) mit dem Resultat von Aufgabe 18 kombiniert werden,
um zu beweisen, dass zumindest auf Lipschitz-Gebieten Ω niedriger Dimension jede
schwache Lösung u ∈W 1,2(Ω,R) der Minimalflächen-Gleichung bereits von der Klasse
C1,α(Ω,R), für ein α ∈ (0, 1), ist ?

AUFGABE 21*:
Es sei Ω ⊂⊂ R2 (!) eine offene, beschränkte Teilmenge mit Lipschitz-Rand, und es sei
u ∈ W 1,2(Ω,RN ) ∩ L∞(Ω,RN ) eine schwache Lösung eines elliptischen (2×N)−Systems
in Diagonalform

−Dβ(Aαβ( · , u( · ))Dαu
k( · )) = fk( · , u( · ), Du( · )) auf Ω, (1)



für k = 1, . . . , N , [für welches alle General-Voraussetzungen der Vorlesung gelten], wel-
che ausserdem oscΩu < λ

a erfülle. Versuchen Sie mittels des Regularitätssatzes 4.1 der
Vorlesung, der nur für dim(Ω) > 2 bewiesen wurde, zu zeigen, dass u von der Klasse
C0,α
loc (Ω,RN ) für ein α ∈ (0, 1) ist, welches nur von N,λ, µ, b, λ − a oscΩu und ‖ u ‖L∞(Ω)

abhängt, und dass auch zu jeder offenen Teilmenge Ωε ⊂⊂ Ω eine Konstante K existiert,
die nur von λ, µ,N, b, λ− a oscΩu, ‖ u ‖L∞(Ω), Ω und ε abhängt, sodass

|u(x)− u(y)| ≤ K |x− y|α ∀x, y ∈ Ωε

gilt. Beachten Sie hierbei, dass Gleichung (1) die exakte Bedeutung∫
Ω
Aαβ(x1, x2, u(x1, x2))Dαu

k(x1, x2)Dβφ
k(x1, x2) d(x1, x2)

=

∫
Ω
fk(x

1, x2, u(x1, x2), Du(x1, x2))φk(x1, x2) d(x1, x2),

für alle Testfunktionen φ ∈ W 1,2
0 (Ω,RN ) ∩ L∞(Ω,RN ) hat, und dass man die schwache

Lösung u(x1, x2), die Matrix Aαβ(x1, x2, z1, . . . , zN ) und die Funktion f(x1, x2, z, p) auf
ziemlich primitive Art zu ,,Bausteinen” eines elliptischen (3×N)−Systems in Diagonalform
,,aufblasen” kann, welches wieder alle General-Voraussetzungen der Vorlesung erfüllt, und
sodass die entsprechend ,,erweiterte” Lösung wieder die Bedingung ,,oscΩu <

λ
a” erfüllt.

Abgabetermin ist Mittwoch, der 25.01.2017.
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