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5. Übungsblatt

AUFGABE 9:
In dieser Aufgabe sei Ω eine offene und beschränkte Teilmenge des Rn, und es gelte der
Divergenzsatz für Ω , d.h. es gelte für beliebige u, v ∈ C2(Ω) :∫

Ω

(v∆u+∇v∇u) =

∫
Ω

div(v∇u) =

∫
∂Ω

v ∂νu dHn−1 (1)

und insbesondere ∫
Ω

(v∆u− u∆v) =

∫
∂Ω

v ∂νu− u ∂νv dHn−1. (2)

Wir betrachten im Hinblick auf Theorem 3.1 der Vorlesung die Greensfunktion des gesam-
ten n−dimensionalen euklidischen Raums Rn (also hier mit aαβ = δαβ), d.h. die ,,Funda-
mentallösung”

Γ(x) :=


1

n(2− n)ωn
|x|2−n für n ≥ 3 ,

1

2π
log |x| für n = 2

der Poisson- bzw. Laplace-Gleichung für x 6= 0 .

(i) Zeigen Sie, dass für x 6= 0

∂iΓ(x) =
1

nωn
xi|x|−n, (3)

∂ijΓ(x) =
1

nωn
(δij |x|2 − nxixj)|x|−n−2 (4)

gilt, und dass sich daraus insbesondere ∆Γ(x) = 0 für alle x 6= 0 ergibt, also dass Γ
harmonisch auf Rn \ {0} ist.

(ii) Schliessen Sie hieraus zuerst, dass Γ und ∇Γ L1
loc(Rn)−Funktionen sind, und leiten

Sie für u ∈ C2(Ω) die beiden Green’schen Darstellungsformeln

u(x) =

∫
Ω

(∇Γ)(x− y)∇u(y) dy −
∫
∂Ω

u(y) (∂νΓ)(x− y) dHn−1(y) und

u(x) =

∫
Ω

Γ(x− y) ∆u(y) dy −
∫
∂Ω

(
u(y) (∂νΓ)(x− y) + Γ(x− y)∂νu(y)

)
dHn−1(y)

für jedes x ∈ Ω her. [Versuchen Sie die Formeln (1) und (2) auf Gebiete der Form
Ω\B%(x) anzuwenden und anschliessend alle Limites bei %→ 0 mit Hilfe der expliziten
Formeln für Γ und deren Gradienten in (3) zu berechnen.]



(iii) Schliessen Sie hieraus für u ∈ C∞c (Ω) die (im Hinblick auf Punkt (viii) von Theorem
3.1) zu erwartenden Formeln

u(x) =

∫
Ω

(∇Γ)(x− y)∇u(y) dy und u(x) =

∫
Ω

Γ(x− y) ∆u(y) dy

für jedes x ∈ Ω. Gilt zumindest die erste dieser beiden Formeln sogar für beliebige
u ∈W 1,2

0 (Ω), in Ln−fast allen x ∈ Ω ?

AUFGABE 10:

(i) Beweisen Sie die ,,Pseudo-Dreiecks-Ungleichung”

‖ f + g ‖Lpw(Ω)≤ 2 (‖ f ‖Lpw(Ω) + ‖ g ‖Lpw(Ω))

zur Lpw−Pseudonorm für beliebige f, g ∈ Lpw(Ω) und p ≥ 1.

(ii) Beweisen Sie die Stampacchia-Ungleichung aus Lemma 3.1 der Vorlesung, d.h. dass

‖ f ‖p−ε
Lp−ε(Ω)

≤ p

ε
Ln(Ω)

ε
p ‖ f ‖p−ε

Lpw(Ω)
für alle f ∈ Lpw(Ω)

für alle p > 1 und für alle ε ∈ (0, p − 1) gilt ! Verwenden Sie hierzu, dass für jede
nicht-negative und Ln-messbare Funktion f : Ω → R, und für jede absolut-stetige,
monoton-wachsende Funktion ϕ : [0,∞)→ R mit ϕ(0) = 0∫

Ω
(ϕ ◦ f)(x) dLn(x) =

∫ ∞
0

ϕ′(t)Ln([f > t]) dt

gilt. Funktioniert Ihr Beweis auch für ε = p− 1 ?

(iii) Berechnen Sie die Lpw−Pseudonormen der Funktionen f(x) :=
√

1− |x|2, x ∈ B2
1(0),

und g(x1, x2) := c
√

1− (x1)2

a2
− (x2)2

b2
, für x = (x1, x2) ∈ Ea,b, wobei Ea,b :=

{(x1, x2) ∈ R2| (x
1)2

a2
+ (x2)2

b2
≤ 1}, für beliebiges p ≥ 1 ! Vergleichen Sie Ihre Re-

sultate für p = 1 mit den Werten von ‖ f ‖L1(B2
1(0)) und ‖ g ‖L1(Ea,b). Wussten dies

auch schon die griechischen Mathematiker ?

Abgabetermin ist Mittwoch, der 23.11.2016.
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