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9. Übungsblatt

AUFGABE 18:
Es sei Ω ⊂⊂ Rn eine offene, beschränkte Teilmenge mit Lipschitz-Rand, n > 2, und es sei
u eine auf Ω̄ Lipschitz-stetige Funktion, deren Graph eine Minimalfläche sei, d.h. welche

div
( ∇u√

1 + |∇u|2
)

= 0 schwach auf Ω

bzw. ∫
Ω
〈 ∇u√

1 + |∇u|2
,∇ϕ〉 dLn = 0 (1)

für alle ϕ ∈W 1,2
0 (Ω,R) ∩ L∞(Ω,R) erfüllt. Zeigen Sie: u ∈ C1,α

loc (Ω), für ein α ∈ (0, 1).

Versuchen Sie hierzu erstens mittels des Gradienten der Funktion A(p) :=
√

1 + |p|2, die
Gleichung (1) äquivalent umzuformulieren und zweitens mittels der Hesse-Matrix von A
zusammen mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung zu beweisen, dass
jeder Differenzenquotient ∂hl u, l ∈ {1, . . . , n}, eine schwache Lösung einer gleichmässig
elliptischen Divergenz-Form-Gleichung 2. Ordnung der Form

∂i(aij∂jv) = 0 schwach in Ω′

ist, falls |h| ∈ (0, dist(∂Ω′, ∂Ω)) und Ω′ ⊂⊂ Ω eine beliebig fixierte, offene Teilmenge von
Ω mit Lipschitz-Rand ist. Vergewissern Sie sich insbesondere von

∂pipjA(p)ξi ξj ≥ Λ |ξ|2 ∀ ξ ∈ Rn,

für |p| ≤
√

Λ−
2
3 − 1 und |∂pipjA(p)| ≤ 1 für alle p ∈ Rn und wenden Sie einen Satz der

Vorlesung auf die Familie {∂hl u} an, um deren Hölder-Quotienten für |h| → 0 zu ,,kontrol-
lieren”.

AUFGABE 19:
Es sei Ω ⊂⊂ Rn eine offene, beschränkte Teilmenge mit Lipschitz-Rand, n > 2, f eine
auf Ω̄ stetig differenzierbare Funktion und u eine auf Ω̄ Lipschitz-stetige schwache Lösung
der elliptischen Gleichung

−4u = f schwach auf Ω,

d.h. welche ∫
Ω
〈∇u,∇ϕ〉 dLn =

∫
Ω
f ϕ dLn



für alle ϕ ∈W 1,2
0 (Ω,R) ∩ L∞(Ω,R) erfülle. Zeigen Sie: u ∈ C1,α

loc (Ω), für ein α ∈ (0, 1).
Versuchen Sie, den letzten Teil des Hinweises zu Aufgabe 18 hier in leicht modifizierter
Form anzuwenden.

Abgabetermin ist Mittwoch, der 11.01.2017.
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