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2.Übung

AUFGABE 4:
Es sei Ω ⊆ Rn eine nicht-leere, offene Teilmenge, α ∈ (0, 1] und k ∈ N0. Beweisen Sie, dass
für u, v ∈ C0,α(Ω) die Ungleichung

hölΩ,α(uv) ≤ hölΩ,α(u) ‖ v ‖L∞(Ω) +hölΩ,α(v) ‖ u ‖L∞(Ω)

und somit für u, v ∈ Ck,α(Ω) eine Abschätzung der Form

‖ uv ‖Ck,α(Ω)≤ C(n, k) ‖ u ‖Ck,α(Ω) ‖ v ‖Ck,α(Ω)

gilt.

AUFGABE 5:
Es sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt und A : Ω×R×Rn → R eine stetige Funktion, welche
der Wachstumsbedingung

| A(x, z, w) |≤ Konst. (ϕ(x)+ | z |p/q + | w |p/q) für alle (x, z, w) ∈ Ω× R× Rn,

mit 1 ≤ p, q <∞ und ϕ ∈ Lq(Ω), genüge, so liefert die Zuordnung u 7→ f(u) := A( · , u,∇u)
eine stetige Abbildung von W 1,p(Ω) nach Lq(Ω).

Hinweis: Verwenden Sie hierfür den Konvergenzsatz von Vitali: Sei ∅ 6= Ω ⊂ Rn offen
und beschränkt und 1 ≤ q <∞. Es sei {fn} ⊂ Lq(Ω) eine punktweise konvergente Folge,
also mit fn(x)→ f(x) in Ln-f.a. x ∈ Ω. Dann gilt f ∈ Lq(Ω) und fn → f in Lq(Ω) genau
dann, wenn zu jedem ε > 0 ein δ > 0 existiert, sodass für jede Ln-meßbare Teilmenge E
von Ω mit Ln(E) < δ bereits ‖ fn ‖Lq(E)< ε für alle n ∈ N erfüllt ist.

AUFGABE 6:
Es sei Ω ⊂ Rn eine offene, beschränkte, konvexe Teilmenge, 0 < α < 1 und b ∈
C1,1(R). Zeigen Sie die folgenden Aussagen über den nicht-linearen Differential-Operator
F : C2,α(Ω)→ C0,α(Ω), der durch

F (u) := −4(u) + b(u)

gegeben sei:

1) F ist stetig.



2) F ist in jedem u ∈ C2,α(Ω) Gateaux-differenzierbar mit der Ableitung

∂vF (u) = −4v + b′(u) v ∀ v ∈ C2,α(Ω).

3) F ist in jedem u ∈ C2,α(Ω) Fréchet-differenzierbar mit der Fréchet-Ableitung
DF (u) = −4 · +b′(u) ·.

Hinweise: Verwenden Sie in allen Aufgabenteilen die Kompaktheit der Einbettung
C0,β(Ω) ↪→ C0,α(Ω), für β ∈ (α, 1), und beachten Sie in den ersten beiden Aufgabenteilen
die Lipschitz-Stetigkeit von b bzw. von b′ und Aufgabe 4. Ausserdem sollte die Konvexität
von Ω zum Gebrauch des ,,Mittelwertsatzes in integrierter Form” motivieren.

Abgabetermin ist Montag, der 03.11.2014, in der Vorlesung.
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