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ANALYSIS II1
1995/96

Teil I: Funktionentheorie

Vorspann der fiir das WS 1993/94 erstellten 1. Auflage:

Im Wintersemester 1993/94 wurde, einem Beschlufl der Mathematischen Fakultét der Univer-
sitdt Tiibingen folgend, erstmalig statt der bisherigen Vorlesungen Funktionentheorie I und
Gewdhnliche Differentialgleichungen die einsemestrige Vorlesung ANALYSIS IIT ange-
boten. Diese wendet sich an Studierende im dritten Fachsemester und soll je zur Hélfte eine
Einfithrung in die Funktionentheorie wie in die Theorie der Gewohnlichen Differentialgleichun-
gen enthalten.

Im laufenden Semester stehen fiir die Vorlesung 29 Doppelstunden zur Verfiigung, von denen
genau die Halfte dem Teil 1 gewidmet wurden. Die folgenden Paragraphen 1 — 11 enthalten (teil-
weise stichpunktartig) genau den dargebotenen Stoff. Der Kiirze der Zeit entsprechend war es
nicht moglich, viele auch fiir eine Einfithrung wichtige Gegensténde (z.B. konforme Abbildungen,
Riemannscher Abbildungssatz, Montelscher Satz und doppeltperiodische Funktionen) unterzu-
bringen. In einem Anhang sind jedoch zwei weitere Paragraphen angefiigt, die u.a. (etwa mit
dem Stokesschen Satz in einer rudimentéren Form) den Zusammenhang mit der nachfolgenden
Vorlesung ANALYSIS IV beleuchten soll.

Wie iiblich steht den Horern in der Bibliothek ein ‘Apparat’ zur Verfiigung. Dieser enthélt zur
Zeit die folgenden Biicher

Ahlfors: Complex Analysis.

Arnol’d: Gewdhnliche Differentialgleichungen.

Behnke/Sommer: Theorie der analytischen Funktionen einer komplexen Verdnderlichen.

Brocker: Analysis IT1.

Cartan: Elementare Theorie der analytischen Funktionen einer oder mehrerer komplexen Verdnderlichen.
Coddington/Levinson: Theory of ordinary differential equations.

Conway: Functions of one complex variable.

Fischer/Lieb: Funktionentheorie.

Heuser: Gewohnliche Differentialgleichungen.

Hirsch/Smale: Differential Equations, Dynamical Systems and Linear Algebra.
Hurwitz/Courant/Rohrl: Vorlesungen iiber allgemeine Funktionentheorie und Elliptische Funktionen.
Jahnich: Einfithrung in die Funktionentheorie.

Knobloch/Kappel: Gewohnliche Differentialgleichungen.

Lang: Complex Analysis.

Remmert: Funktionentheorie I.

Storch/Wiebe: Lehrbuch der Mathematik. Band III.

Walter: Gewdhnliche Differentialgleichungen.

Tiibingen, im Januar 1994 W. Kaup
Neuauflage Dezember 2002
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1. Der Korper der komplexen Zahlen 1. D-Stunde

Seien N: = {0,1,2,...}, Z ={0,4+1,£2,...} und IR der Kérper der reellen Zahlen.
Definition von €: Versehe die additive Gruppe IR? mit dem Produkt

(z,y)(u,v): = (zu — yv, xv + yYyu) .

Dadurch wird IR? zu einem kommutativen Korper, der mit € bezeichnet werde. Vermoége a <
(a,0) ist R — € Unterkérper. Fiir i:= (0,1) € C gilt i = (=1,0) = —1 € RR. Also 2z €
C = 2z =2x+1iy, mit z,y € R eindeutig. Setze Re(z): = = (Realteil von z), Im(z):= y
(Imaginirteil von z) und z: = x — iy (konjugiert komplexe Zahl zu z). Es gilt 2 = (2 + 2)/2,
y=(z—72)/2i.

1.1 Bemerkung Die durch z +— Z definierte Konjugation € — C ist ein involutorischer
Korperautomorphismus von € (d.h. Z = 2, 24w = zZ+w, z-w = zw). Aullerdem gilt
z=2Z < z€R.

Fiir z = x + iy € C gilt 2z = 22 + y? > 0. Setze |z|: = V/2Z, genannt Betrag von z.

- 2T

1.2 Eigenschaften des Betrages
(i) |2/ >0 und |z2/|=0 < z=0
(ii) |zw| = |z] - |w]

(iii) |z +w| < |z + |w].

Y
Sei C*:={z€C:2#0}und T:= {2 € C : |z| = 1}. Beides sind multiplikative \/
Gruppen. N
1.3 Lemma ¢(t):= cost + isint definiert einen surjektiven Gruppenhomomor-
phismus ¢: IR — T mit Kern 277 (Aufwickelhomomorphismus).
Fiir jedes z € C* gilt also

z=lz|- ﬁ =r(cost + isint)
2

mit 7 = |z| > 0und arg(z):=1t € IR/27Z (Argument von z). Es gilt arg(zw) = arg(z) +arg(w).

Die topologische Struktur von € ist die von IR?. Es sollte bekannt sein, wann eine Teilmenge
M C € oder allgemeiner M C IR" offen oder abgeschlossen in IR" ist und wann eine Funktion
fiM — IR™ stetig ist. Fiir a, 8 € R mit a < @ sei [o, f: ={t € R: o <t < 3} das zugehorige
abgeschlossene Intervall.

1.4 Definition Jede stetige Abbildung ~:[«, 5] — M heiit Kurve in M. Das Bild Sp(v):=
Y[, B] € M heifit die Spur von 7, und y(«) heifit der Anfangspunkt sowie v(/3) der Endpunkt
von 7.

1.5 Beispiel ~(t):=cost+isint
definiert Kurve 7: [0, 27] — € mit Anfangspunkt = Endpunkt = 1 (geschlossene Kurve).

1.6 Definition (i) M C IR" heifit wegzusammenhéngend <= Fiir alle z,y € M existiert eine
Kurve v in M mit x,y € Sp(v).

(ii) M heifit zusammenhingend <= Fiir alle offenen Teilmengen U,V C R" mit MNUNV =)
und M CUUV gilt M C U oder M C V.

1.7 Definition Sei M C IR"™ und N eine beliebige Menge. Eine Abbildung f: M — N heifit
lokal-konstant, wenn zu jedem a € M eine Umgebung U von a € IR" existiert mit f(x) = f(a)
fir allez €e UN M.

Man zeigt leicht: M C IR™ ist zusammenhéingend genau dann, wenn jede lokal-konstante Abbil-
dung auf M schon konstant ist.
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1.8 Satz Fiir jede Teilmenge M C IR" gilt
(i) M wegzusammenhéingend =— M zusammenhingend
(ii) M offen und zusammenhingend —> M wegzusammenhéngend.

1.9 Definition D C IR" heifit Gebiet <= D offen und zusammenhingend.

1.10 Beispiel In € = IR? betrachte die Teilmengen
A:={(0,t) : |[t| <1} und B:={(t,sin2xn/t):t >0} .

Beide Teilmengen sind wegzusammenhingend.
A ist abgeschlossen, B nicht. Die Vereinigung
M:= AU B ist die kleinste abgeschlossene Teil-
menge von IR?, die B enthiilt (die sogenannte
abgeschlossene Hiille von B). M ist zusammen-
héngend, aber nicht wegzusammenhéngend.

2. Komplex differenzierbare Funktionen

Sei D C € offen, a € D und f: D — C eine Funktion.

2.1 Definition f heifit komplex differenzierbar in ¢ <= Fiir jede Folge (zx) in D\{a}
mit limy_.o 2 = a existiert

T~ (@)

im —————~

k—oo ZL —Q

eC

(dieser Limes ist unabhéingig von der gewéhlten Folge, er wird mit f’(a) oder df/qz(a) bezeichnet
und heifit komplexe Ableitung von f in a. Statt komplex differenzierbar schreiben wir auch kiirzer
C-differenzierbar).

2.2 Lemma Es sind dquivalent
(i) f in a € D komplex differenzierbar
(ii) 3 Funktion A: D — C mit A stetig in a und f(z) = f(a)+ A(2)(z —a) fiir alle z € D (und
dann gilt A(a) = f'(a)).

Beweis. (i) = (ii) Sei f C-differenzierbar in a. Setze

f(z) = f(a)

Az):= Z—a 27a
f'(a) z=a.
Dann ist A stetig in a und erfiillt die Bedingung. (ii) = (i) analog. O
2.3 Beispiel (i) f(z) =z, a € C. Dann gilt
. Ze —a
/ = 1 = 1
fi(a) = lim p—
(ii) f(2) = 2", n > 1. Dann gilt 2. D-Stunde
f'(a) =lim k=% i (7 + 2 2a+ 4+ a2 a™ ) = na !
Zr — Q

(iii) f(2) =%, a € C.
Dann gilt A(a+1/k) =1 und A(a +i/k) = —1, d.h. f nicht C-differenzierbar in a.
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2.4 Elementare Rechenregeln D C C offen, a € D, ¢ € C und f,g:D — C komplex
differenzierbar in a € D. Dann gilt

(i) f stetig in a

(ii) f+ g C-differenzierbar in a und (f + g)’
(iii) ¢f C-differenzierbar in a und (cf)'(a) =
(iv) fg C-differenzierbar in a und (fg)'(a) =
(v) f/g C-differenzierbar in a und (f/g)'(

—

o) =@+
‘(@)g(a) + f(a)g'(@)
((@)g(a) ~ f(a)g' (@) /9(a)? falls g(a) # 0.

N

a

Beweis. Wie im reellen Fall.

2.5 Kettenregel Seien U,V C C offen, f:U — V C-differenzierbar in a € U und g:V — C
C-differenzierbar in b: = f(a) = h:=go f:U — C ist C-differenzierbar in a und

h'(a) =g'(b)f'(a).
Beweis. Es gilt f(z) = f(a) + A(z)(z — a) mit A stetig in @ und
g(w) = g(b) + O(w)(w — b) mit O stetig in b —

h(z) = g(f(2)) = g(b) + ©(f(2))(f(2) = b) = h(a) + O(f(2))A(2)(z — a)
stetig in a
d.h. W (a) = ©(f(a))A(a) = ¢'(b) f'(a). O

2.6 Definition Fiir D C C offen heifit f: D — C holomorph <= f C-differenzierbar in jedem
a€D.

Sei
C(D):={f]| f:D — C stetig}

H(D):={f| f: D — C holomorph}
— H(D) C C(D) komplexe Unteralgebra.
2.7 Beispiel (i) Jedes Polynom p(z) =Y .._, ¢, 2" ist holomorph auf € und

n
= g vey,zV 7t
v=1

(ii) Die komplexe e-Funktion: Fiir z € C betrachte

0 2

1
exp(z)::Z—'z —1—|—z+§+
v=0

(a) Reihe konvergiert absolut!
Klar, denn >_°7 ’Z’V/y! ist konvergente Majorante, d.h. insbesondere | exp(z)| < el?l.

(b) Vz,w € C gilt exp(z + w) = exp(z) exp(w).
Beweis. Setze u,:= ZV/V! NOES w“/M! . Dann gilt

n

exp(z) exp(w) = (iuy) (iv#) = i Uy, = i (Z(upvn—p))

v=0 n=0 v, =0 n=0 p=0
i N Py, y—P —
_ 7'< 2w )_ '(z+w) = exp(z + w)
— ! pzop.(n p)! — !

(c) exp hat keine Nullstelle in €, genauer: exp: C — C™ ist ein Gruppenhomomorphismus.
Klar, denn fur alle z € € gilt exp(z) exp(—z) = 1.
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Wir schreiben auch e® statt exp(z).

(d) exp ist holomorph auf C, und es gilt exp’(a) = exp(a) fiir alle a € C.
Beweis. Sei (zx) Folge in €C\{a} mit a = lim z;. Dann gilt

P — xpla) TP — () Dy

vl zp—a

—exp(a) (1+ (2 — a)glzx)) fiir g(2):= i -a™

v=2

v=1
v

Fiir v > v gilt |2, — a < 1 und folglich |g(z)| < Yoo, Vi1 <e.

Ist z = z 4 iy mit =,y € IR, so geniigt es wegen e* = e%e’¥ die Fille e® und e einzeln zu
betrachten:

(e)z e R = (&%) = €* = (¢%/?)2 > 0, d.h.  — ¢® definiert monoton wachsenden
Gruppenhomomorphismus IR — IR™:= {t € IR : ¢t > 0}. Es gilt ¢ > 1 + z fiir > 0, d.h.
limg 400 € = +00 und damit lim, , o e* =lim,;_, 1 e~* = 0. Folglich ist exp: IR — R" ein
Gruppenisomorphismus. Umkehrabbildung ist der (nat.) Logarithmus log: IRt — IR.

(f) Was ist e fiir y € IR?
Wegen % = (i?)” = (—1)” und i** ! = i(—1)" gilt

00 1 o0 1 L o ' ) 1 . N
Z 17 Z (21/)!(_1) v’ “Zm(—l) vy =cosy +isiny ,
v=0 v=0 v=0

d.h. y — e ist der bereits bekannte Aufwickelhomomorphismus IR — T. Insbesondere ist
exp: C — C* surjektiv.

() Kern(exp) ={z€C:e* =1} ={x +iy € C: e*(cosy +isiny) = 1}
={r+iyeC:2=0,y € 2nZ} = 2miZ .

Man gewinnt weitere holomorphe Funktionen durch
cosz = (e” + 6722)/2, sinz = (€% — 67”)/21’, tan z = sin Z/cos z, USW.

3. Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Sei D C C offen, f: D — C. Wir schreiben stets z =« + iy, f = u + ‘v mit u,v: D — IR.

3.1 Definition f heifit reell (oder auch total) differenzierbar in a = zg +iyg € D <~
3 in a stetige Funktionen Aq, Ag: D — € mit f(2) = f(a) + A1(2)(z — z0) + A2(2)(y — yo) fiir
alle z € D = f ist partiell differenzierbar in a und

of , .. fla+t)—fla) _
Tl S
of . \._ fla+it) - f(a) _
@(a)'_ lim = As(a)

Ist f partiell differenzierbar in @ € D (d.h. O, /8x und 9f /8y existieren in a ), so setzen wir

Yr=5(Lw+: %) L= 5 (L% w)

0z ox 1 Oy 0z o ;87;

3. D-Stunde
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(genannt ‘Wirtinger Ableitungen’). Offenbar gilt in a

of _of or . 0f _.cof 0f

or 0z 0z @_l<&_£>'

3.2 Satz Fiir die Funktion f: D — C und jedes a € D sind &dquivalent
(i) f komplex differenzierbar in a
(ii) f reell differenzierbar in a und

of
(@) =0
(iii) f reell differenzierbar in a und
of . 10f
@) = 1 5(a)
(iv) Ist f = u+iv mit u = Re(f), so sind u,v reell differenzierbar in a und (Cauchy-Riemann-
Dgl.)
ou ov ou ov
—(a) = — d —(a)=—-—%(a).
Sr@ = 5@ wd e =3 ()

Beweis. (i) = (ii) Sei f C-differenzierbar in a = xg +iyy =

f(2) = f(a) + A(z)(z — a) = f(a) + A(2)(x — z0) +iA(2)(y — vo)

Of () = Afa) = 191
Tw=20=1%w.
(ii) <= (i4i) trivial
(1ii) <= (iv) in a gilt
of _on v of oo
oxr Oz +Z(‘9x und oy Oy +28y ’

Behauptung folgt durch Vergleich von Real- und Imaginérteil.
(iii) = (i) Es gelte f(2) = f(a) + A1(2)(x — z0) + A2(2)(y — yo) mit A;, Ay stetig in a und
Aq(a) 4+ iAz(a) = 0. Definiere g : D — € durch

zZ—a
0 zZ=a

g(2):= { z_a(Al(Z) +i0s(2)) z#a

—> ¢ stetig in @ wegen

‘z—a’51 fir z#a.
z—a

Ferner gilt fiir alle z € D

f(z) = fla) = (z — 20)A1(2) + (¥ — Yo)A2(2)

:(z_a)_;(z_a)Al(Z)—l—(z_a);i(z_a)Ag(Z) _
Aqi(z) —iAs(2) + g(2)
:(’Z—“)< 2 ) '

~~

stetig in a
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Fiir jedes n € INU {00} sei nun
C"(D):={f:D — C| f n-mal stetig reell differenzierbar}
oder als induktive Definition:
C°(D): =C(D)
C"(D):={f:D — C|9f/ox, /oy € C"(D) existieren}
C®(D):= () (D).
nelN
Dann gilt
c’(D)>Cc*(D)>C*D)>...oC®(D).
3.3 Folgerung Fiir jedes f € C*(D) gilt
of

f holomorph <= —==0
0z
(und dann gilt ' = 9f/9, = 0f/9z).

3.4 Beispiel f(z) = 22, d.h. fiir u,:= au/ax, Uyt = au/ay usw gilt
Uy Vg \ 20 2y
uy vy ) \ -2y 2z)°

R2f 10 <8f 1af)

Fiir f € C*(D) gilt

020z 20z\0x 10y
_ 1(82f 1oy l( 0 f _mzf))
4\0x2 i 0x0y 1 ‘Oydr 1 Oy?
_ 1(82f 821”)
4\0x2  Oy?/) -’
2 2 2
A= 8— + a— = 4877 heifit Laplace-Operator.

ox2 = 0y? 020Z
3.5 Definition f € C?(D) heifit harmonisch <= Af = 0.
3.6 Bemerkung Ist f € C?(D) holomorph = f, f, Re(f), Im(f) sind harmonisch.

Beweis. of o2
0z 020%Z
Der Rest folgt durch Vergleich von Real- und Imaginérteil.
0 0?
3.7 Beispiel f(z)=|z]*=2z2 = 872 =2z und 82(;; =1, dh. Af =4,

d.h. f ist nicht harmonisch.

Die Menge

C:z{(_ab Z) :a,beIR}

ist eine Unteralgebra der Matrixalgebra IR**? und als solche isomorph zu €. Geometrisch sind die
Elemente von C sogenannte Drehstreckungen des IR?, in Bezug auf die komplexe Struktur von IR?
sind es gerade die komplex linearen Operatoren. Die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen
besagen nun gerade, dafl in jedem Punkt die holomorphe Funktion f = u + iv ihre (reelle)

Funktionalmatrix in C hat, also komplex linear ist.
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4. Kurvenintegrale

Fiir a < f3 reelle Zahlen und f: [, 3] — C stetig ist [ f . t)dt € C definiert durch

S u b tydt+i [ v b t)dt falls f = u + sv. Wir wollen darauf Kurvenmtegrale zuriickfiihren.
4.1 Definition Sei D C C offen und ~: [, 3] — D eine glatte Kurve in D (d.h.

- t) — (o)
7' (to) fm

eC

existiert fiir alle ¢y € [a, 8], und 7': [ar, 5] — C ist stetig). Fiir jede stetige Funktion f: D — C

sei dann:
B
/ f(z)dz:= / S (t) d

B
L(y): = / (1) dt

heifit die Bogenldnge von v (Statt f wird eigentlich die Differentialform f(z)dz integriert —
vergleiche dazu auch den Anhang).

das Integral von f ldngs ~.

Wir verallgemeinern 4.1 sofort zu

4.2 Definition Die stetige Abbildung ~: [, 5] — D heift stiickweise glatte Kurve in D <= 3
endlich viele Zwischenpunkte o = ag < a1 < ... < o, = 3 50, daBl Vr: = V[[a,_;,a,] glatt fiir

1 < k <r. Wir setzen dann
/ f(z)dz:= Z
v

k=1""k
(héngt nicht von der Auswahl der Zwischenpunkte ab).
4.3 Rechenregeln fiir Kurvenintegrale Sei~y:|«, 3] — D stiickweise glatte Kurve in D C C.
Dann gilt
) f7 dz:C(D) — C ist komplex linear
(ii) Fiir jedes f € C(D) und

Mi= sup |fo@)] it | [ f)de| <010,
t€a,p] v

Beweis. (i) trivial

(i) ( / Fowr o | < | SO ] dt < / M0 dt = ML)

a

4.4 Beispiel Definiere v: [0,27] — C* durch () = e = ~ glatte, geschlossene Kurve in
C* und «/(t) = ie®. Sei n € Z fest, m:= (n+ 1)i und f(z) = 2" =

27 .
/z”dz:i/ emtdt:{2m n=-1
~ 0 0 sonst

(denn emt/m ist Stammfunktion von ™ fiir m # 0).

Insbesondere gilt also
dz

— =27 .
Y 2
Seien nun fiir £ = 1,2 zwei glatte Kurven vi: [ag, Bk] — D, ax < Bk, gegeben.

4. D-Stunde
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4.5 Definition ~1,7s gehen durch Parametertransformation auseinander hervor <= 3 Dif-
feomorphismus ¢: [aq, B1] — [ag, B2] mit 71 =2 0.

Es gibt dann 2 mogliche Falle:

1. Fall: p(an) = ay <= ¢(f1) = P2 <= ¢’ > 0. Setze e:= 1.
2. Fall: (o) = P2 <= ¢(f1) = a2 <= ¢’ <0. Setze e: = —1.
(e = 1 orientierungstreue, ¢ = —1 orientierungsumkehrende Parametertransformation.)

4.6 Lemma Fiir alle f € C(D) gilt
f()dz=c¢|[ f(z)dz
frem=]

(das Kurvenintegral ist unabhéngig von orientierungstreuen Parametertransformationen).
Beweis. Mit s = ¢(t) folgt

B1 B1
/ f(2) dz = / Fn ()7 (8) dt = / £ (ralpt))) s 1)) (8)

Y1

w(B1) B2 O
- / F(12(8)1a(s)ds = ¢ / F(12(8)9h(s)ds = ¢ / f(2)d
p(ar) Qs Y2

4.7 Definition Sei K C C kompakt. Dann heifit I' C K ein glattes Randstiick von K
<= 7 bijektive C'-Abbildung

v, 8] =T, a<p
so dafl
(i) 7/(t) # 0 fiir alle ¢ € [«, (]
(ii) Zu jedem t €]a, 3] existiert ein € > 0, so daf fiir alle s € [—¢, €]
[Y(t) +isy'(t) € K < s>0].

(anschaulich: ‘K liegt im Punkt ~y(¢) links von I")

Fiir jedes f € C(K) setzen wir dann

[ 1@rdz= [ 1)z
T Y

(das ist unabh#ngig von der Auswahl von «y, wie man aus (i) und (ii) zeigen kann).
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4.8 Definition Sei K C € ein Kompaktum und 0K der Rand. K hat stiickweise glatten Rand
<= 0K = Uj_,I';; (endliche Vereinigung), wobei jedes I'y glattes Randstiick von K ist und
I'; N Ty, endlich fiir alle j # k ist. Wir setzen dann

(unabhéngig von der Auswahl der T';).

4.9 Beispiel
(i) K:={2€ C:|z—a| <r} wobei 0 < r (Kreisscheibe). Wir schreiben dann

/ f(z)dz  statt /f(z)dz
0K

|z—al=r

(i) K:={2€C:r<|z| <R} wobei0 <r <R

(Kreisring). Dann ist V
. R
OK |z|=R |z|=r
5. Existenz von Stammfunktionen 5. D-Stunde

Sei D C C offen und f € C(D)

5.1 Definition F:D — C heifit Integral oder auch Stammfunktion von f (genauer: der Diffe-
rentialform f(z)dz) <= Fiir jede stiickweise glatte Kurve 7: [, 5] — D mit a < ( gilt

/ f(2)dz = F(4(8)) — F(1(a).

f heifit integrabel, wenn f eine Stammfunktion in D hat.

5.2 Lemma Fiir jedes f € C(D) sind dquivalent
(i) f integrabel
(ii) f7 f(2)dz = 0 fiir jede stiickweise glatte, geschlossene Kurve 7y in D.
(iii) Fiir je zwei stiickweise glatte Kurven -y, 7y, in D mit gleichem Anfangs- und Endpunkt gilt

(2)dz= [ f(2)dz.

Y1 72
Beweis. (i) = (ii) trivial.

(i) = (iii): Angenommen, 71,72 haben gleichen Anfangs- und Endpunkt.
O.B.d.A. v1,72:]0,1] — D. Definiere ~:[0,2] — D durch

t 0<t<l1
7@%2{3§;_ﬂ 1<t<2
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= ~ stiickweise glatt, geschlossen und

O:/f(z)dz:/f(z)dz—/f(z)dz.

(iii) = (i) O.B.d.A. ist D Gebiet. Wihle a € D fest und definiere F: D — C wie folgt: Fir
jedes p € D wihle stiickweise glatte Kurve v,:[0,1] — D mit 7,(0) = a und v,(1) = p. Setze
dann

Fo)i= [ 1) dz

Sei nun v: o, 5] — D stiickweise glatte Kurve. Yo P
Setze p:=v(a), ¢:=v(B). \
. a Y
Dann gilt a
Fo)+ [ £(2)d: = Fl@). o
v

Praktisches Kriterium ist

5.3 Satz Flir jedes offene D C C und jedes f € C(D) sind dquivalent
(i) F ist Stammfunktion von f
(ii) F € H(D) und F' = f.
Beweis. (i) = (ii) Sei a € D fest und r > 0 so gewihlt, dal U:= {|z —a| < r} C D gilt.

Definiere A: D — C durch A(a):= f(a) und F(z) = F(a) + A(2)(z — a) fir alle z € D. Es
geniigt zu zeigen, dafl A stetig in a ist. Dazu geniigt der Nachweis von

1
A(z):/of(a+t(z—a))dt firalle zeU.

Das ist aber klar. Denn ~(t): = a + t(z — a) definiert glatte Kurve ~:[0,1] — U mit v(0) = a,
(1) = z, und somit gilt wegen F' Stammfunktion von f

1
F(z) — F(a) = dz = —a))dt-(z—a).
()= F0) = [ f)d= = [ fla+itz-wyarz-a
(i) = (i) Sei F’ = f und ~:[o, 8] — D glatte Kurve —  h(t):= F(~(t)) differenzierbar
und 1'(1) = f(y(O)Y (1) = F((B) — F(1(a)) = h(B) — h(a) = [T () dt = [, f(2)d=.
Gleiches gilt allgemeiner fiir v stiickweise glatt, d.h. F' ist Stammfunktion. O

Fiir gewisse Gebiete kann 5.2 verschérft werden:

5.4 Satz Sei D C C eine offene Kreisscheibe. Dann ist f € C(D) bereits dann integrabel, wenn

aé f(z2)dz=0

fiir jedes achsenparallele Rechteck R C D gilt.
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Beweis. Ohne Einschriankung der Allgemeinheit ist 0 der Mittelpunkt von D. Fiir jedes a =
a+if € D sei v bzw. o diejenige Kurve, die 0 mit a lings zweier achsenparalleler Geradenstiicke
iber o = Re(a) bzw. i3 verbindet.

Nach Voraussetzung ist F'(a): = f7 f(z)dz = [ f(z)dz wohldefiniert, und fiir alle 2 € IR nahe
0 € IR gilt

F(a+4z)=F(a)+ / fla+tx)xdt  dh.
0

1

:/f(a+tx)dt

0

= OJF/0x = f und analog OF/dy = if, d.h. F holomorph und F’ = f. O

Fla+z) — F(a)

5.5 Definition Sei D C C offen und f € C(D). f heifit lokal-integrabel
<= zu jedem a € D existiert offene Umgebung U C D von a mit f|U integrabel.

Wir werden spiter sehen, dafl "holomorph’ und ’lokal integrabel’” dquivalent sind. Auf D = C*
ist z.B. die Funktion 1/z nicht integrabel aber lokal-integrabel, denn es gilt

5.6 Satz Jede holomorphe Funktion ist lokal-integrabel.
Beweis. Sei D C C offen und f € H(D). Da jedes a € D eine Kreisscheibenumgebung in D hat,
geniigt es wegen 5.4 zu zeigen:
f(2)dz=0
OR
fiir jedes achsenparallele Rechteck R C D. Sei also R fest und d: = L(OR) der Umfang von R.

Zur Abkiirzung setzen wir noch w: = f(z)dz. Teile R durch die beiden Seitenhalbierenden in 4
kongruente Teilrechtecke R = R; U Ro U R3 U Ry

-— -

bR R

== R
R R

— —

Dann heben sich die Integrale iiber die inneren Kurvenstiicke fort

= [ppw = S, Jor,w = 3jmitl1<j<4dund|fypw] <4 faRj w|. Setze
R%: = R und R':= R;. Iterieren dieses Verfahrens liefert Folge R® D R' D R?D>...D R" D ...
achsenparalleler Rechtecke mit

1
)/ 434‘/ w’ und  L(OR™1) = L(OR"), dh.
OR" DRn+1 2

L(OR™) =d/2" und ‘/a w‘ §4n‘/8 w‘.
R R™
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FEin Kompaktheitsargument liefert die Existenz eines @ € D mit a € R" fiir alle n € IN. Wegen
f holomorph existiert A: D — € mit A stetig in a¢ und

f(2) = f(a) + A(2)(z — a) = f(a) + Ala)(z —a) + g(2)(z —a) ,

wobei g(z): = A(z) — A(a) stetig in a und g(a) = 0 gilt. Sei nun € > 0 vorgegeben — I n € IN
mit |g(z)| < e/d? fiir alle z € R". Wegen |z — a| < L(OR") = d/2" fiir alle z € R™ gilt

| [l =]
OR OR™

= 4" /3Rn (f(a)+A(a)(z—a))dz+/ 9(2)(z —a)dz

OR"™

=4" / Q(Z)(Z—a)dz‘ <A™ d/2"-e/d? - d)2" =€,
ORn

da der Integrand f(a) + A(a)(z — a) eine Stammfunktion besitzt. O

5.7 Folgerung Sei D C C offen, f € C(D) und f|D\{a} holomorph fiir ein a € D. Dann ist f . p-stunde
lokal-integrabel in D.
Beweis. Geniigt zu zeigen, daf

(%) f(z)dz=0

OR

fiir jedes achsenparallele Rechteck R C D. Nach Beweis von 5.6 gilt (x) stets, wenn R C D\{a},
d.h. a ¢ R. Betrachten wir fiir a € R die beiden Fille:

Fall 1 a € OR. Dann ist R ‘Limes’ einer
Folge achsenparalleler Rechtecke R™ C R RZ R R
D\{a} und somit

(z)dz = lim f(z)dz=0.
OR n—oe Jorn
=0
Fall 2 a ¢ OR. Zerlege R in zwei Teil- | RIR
rechtecke Ry U Ry mit a € 9R1 N ORy a
= f(z)dz = (2)dz+ f(2)dz=0. a
OR OR: ORs
=0 =0

6. Der Cauchysche Integralsatz

Im folgenden sei D C € offen und I:= [0,1]. Dann ist I x I = {(t,s) : t,s € I} C R? das
Einheitsquadrat.

6.1 Definition Zwei stetige Kurven g, v1: I — D heiflen homotop in D bei festen Endpunkten
<= I eine stetige Abbildung 6:1 x I — D mit (¢, k) = vx(t) und 6(k,s) = §(k,0) fir alle
s,t€lund k=0,1.
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0 heifit Homotopie. Die Bedingungen legen § auf dem ‘Rand’ von I x I fest. Einschrankung von
0 auf unteres Randstiick ist 7o, auf oberes 1, auf linkes und rechtes jeweils konstant.

:/\
I 7

6.2 Definition Zwei geschlossene stetige Kurven ~vg,v1:I — D heiflen homotop in D als
geschlossene Kurven <= 3 stetige Abbildung 6:1 x I — D mit 6(¢, k) = vy,(t) und §(0,s) =
6(1, s) fir alle s,t € I und k=0, 1.

\_/VO

Fiir jedes a € D ist offenbar die Kurve «(t) = a geschlossen, diese heifit konstante Kurve.

6.3 Definition Die geschlossene stetige Kurve v: I — D heifit nullhomotop in D <= 3
konstante Kurve g in D so, daf} g, v homotop in D als geschlossene Kurven.
Man sagt auch: Die geschlossene Kurve v 148t sich in D stetig auf einem Punkt zusammenziehen.

6.4 Beispiel (i) Sei D offene Kreisscheibe. Dann ist jede stetige, geschlossene Kurve v: I — D
nullhomotop in D. Beweis: Sei p € D der Mittelpunkt und definiere 6: I x I — D durch (¢, s) =

p+s(y(t) —p). ,
(i) Sei D = C* und (t) = e*™ =~ geschlossene glatte Kurve in C*, die nicht nullhomotop
in C* ist (Beweis spéter - v ist aber nullhomotop in C).

6.5 Definition D heifit einfach-zusammenhéingend <= Jede geschlossene stetige Kurve in
D ist nullhomotop in D.

Z.B. ist die Vereinigung zweier disjunkter Kreisscheiben einfach-zusammenhéingend, aber nicht
zusammenhéngend.

6.6 Cauchyscher Integralsatz Sei D C C offen und f eine holomorphe Funktion auf D.

Dann gilt
/ f(2)dz=0
~

fiir jede stiickweise glatte, geschlossene Kurve v in D, die in D nullhomotop ist.

Allgemeiner zeigen wir

6.7 Satz Sei D C C offen und seien vy, v1: I — D zwei stiickweise glatte Kurven. Dann gilt

[/Of(z)dz:/wf(z)dz

fiir jedes f € H(D), falls wenigstens eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist:
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(i) 0, 71 sind homotop bei festen Endpunkten
(ii) 70, v1 sind homotop als geschlossene Kurven.

6.6 folgt aus 6.7.ii fiir den speziellen Fall ¢ konstante Kurve und v = 7, denn wegen ~; = 0
gilt f% f(z)dz=0 VfeC(D).

6.8 Bemerkung Wir werden den Beweis fiir 6.7 und damit 6.6 fiir den (wegen 5.6 allgemeineren)
Fall fithren, da8 f lokal-integrabel statt holomorph ist.

Zunichst einige Vorbereitungen: Sei im folgenden @ ein topologischer Raum und ¢: Q) — D eine
stetige Abbildung (hier vornehmlich 2 Fille: Q = I x I und ¢ = § Homotopie oder @ = I und
» = v Kurve).

6.9 Definition F:@Q — C heit Stammfunktion von f € C(D) ldngs ¢ <= zu jedem

q € Q existiert eine Umgebung U von ¢ in @, ein offene Umgebung V' von ¢(g) in D und eine
Stammfunktion G von f|V so, daB ¢(U) C V und F(u) = G(p(u)) Yu e U.

Fiir den Spezialfall Q@ = D und ¢: D — D identische Abbildung ist das der alte Begriff.

Einfach einzusehen ist (Beweis: Horer)

6.10 Hilfssatz Sei F: Q — C Stammfunktion von f ldngs ¢: QQ — D. Dann gilt
(i) F ist stetig
(ii) Fiir jeden topologischen Raum M und jede stetige Abbildung o: M — @ ist auch F oo
eine Stammfunktion von f ldngs ¢ oo: M — D
(iii) Fiir jede weitere Stammfunktion F:(@Q — C von f ldngs ¢ ist die Funktion F — F lokal-
konstant.

6.11 Hilfssatz Sei v:I — D eine stiickweise glatte Kurve und F:I — C eine Stammfunktion
von f € C(D) ldngs . Dann gilt

Beweis. Wegen I kompakt existieren endlich viele Zwischenpunkte 0 =ty <t < ... <t, =1
und fiir £ = 1,...,n offene Teilmenge Vi C D, eine Stammfunktion Fj von f|Vj, so dafl
’)/([tk_l,tk]) C Vi und F(t) = Fk(’}/(t)) YVt € [tk_l,tk]. —

/f( Vdz = Z 2)ds = ZFk Fe(y(te))

zn: F(ty_1) = F(1) = F(0) .

6.12 Hilfssatz Sei f € C(D) lokal-integrabel und ¢:I x I — D stetig. Dann existiert eine
Stammfunktion von f ldngs .

Beweis. Setze Q:= I x I und bezeichne mit 7" C IR die Menge aller ¢ > 0 mit der folgenden
Figenschaft: Fiir jedes achsenparallele Rechteck R C ) mit Umfang < t existiert Stammfunktion
von f ldngs ¢|R. Zu zeigen: Es gibt ein ¢t € T mit ¢t > 4 (denn @ hat Umfang 4).

Behauptung 1: T # ()

Andernfalls wiirde zu jedem n € IN ein Rechteck R,, C @ mit Umfang < 1/n so existieren,
daB f keine Stammfunktion lings ¢|R, besitzt. Wéhle a,, € R,, beliebig = Die Folge
(a,,) hat Haufungspunkt a € @ (da @ kompakt). Also existiert Umgebung U von a € @ und
Stammfunktion F' von f lings ¢|U (da f lokal-integrabel). Andererseits existiert ein n € IN mit
R, CcU = F|R, ist Stammfunktion von f lings ¢|R,,. Widerspruch.

7. D-Stunde
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Behauptung 2:t € T = 4t/3€T.

Seialsot € T und R C @ ein achsenparalleles Rechteck mit Umfang < 4t/3 — R=RiURy,
wobei Rjp, Ro achsenparallele Rechtecke mit Umfang < ¢ sind (halbiere die beiden ldngeren
Seiten) = 3 Stammfunktion Fj von f lings ¢|Ry fir & = 1,2, die Einschrinkungen
Fyx|R; N Ry sind Stammfunktionen lings ¢|R; N Ry = Fi|R; N Ry — F3|R1 N Ry lokal-
konstant und somit konstant, da Ry N Ry zusammenhingend. O.B.d. A stimmen FY, F5 auf R1N Ry
iiberein (sonst subtrahiere von F; die obige Konstante), d.h. 3 genau eine Funktion F: R — C
mit F|Ry = Fj, fir k = 1,2, d.h. F ist Stammfunktion von f lings ¢|R, d.h. 4t/3 eT.

Beide Behauptungen ergeben zusammen: 3t € T mit ¢ > 4. O

Beweis von 6.7 Sei also f € C(D) lokal-integrabel und §:I x I — D eine Homotopie der
stiickweise glatten Kurven g, v1: I — D. Wegen 6.12 existiert Stammfunktion F' von f ldngs §.

Wir parametrisieren die 4 Seiten von I x [ I
durch Kurven op,7:1 — I x I, k = 0,1 ver- gl ! |iq
moge oy (t): = (k,t) und 7 (¢): = (¢, k), d.h. <.

Wegen 6.10.1i ist Fy: = F o o) Stammfunktion von f langs ¢ o o, und F o 7 ist Stammfunktion
von f ldngs d o 7, = v, d.h. wegen 6.11 gilt

F(2)dz = F(1,k) — F(0,k) = Fy(k) — Fo(k) .

Tk

Es geniigt also zu zeigen, dafl F; — Fj konstant auf I ist, falls (i) oder (ii) gilt.

Fall (i) Dann ist § o o, konstant = h = 0 ist Stammfunktion von f lings doo, — Fj =
F;, — 0 ist lokal-konstant auf I und somit auch konstant auf I — F; — Fy konstant.

Fall (ii) Dann gilt dooy = dooq, d.h. Fy, F} sind Stammfunktionen von f lings jooy — F1—Fj
lokal-konstant und somit konstant auf I. O

6.13 Folgerung Ist D C C offen und einfach-zusammenhédngend, so besitzt jede holomorphe
Funktion auf D eine Stammfunktion.
Beweis. Sei~y: I — D stiickweise glatt, geschlossen = + nullhomotopin D = f7 f(z)dz =

0 fir f € H(D) = f integrabel wegen 5.2. O

Anwendung: Zweige des Logarithmus:

Sei D C C* einfach-zusammenhéngendes Gebiet = 3IF € H(D) mit F'(z) = 1/z.

de € C* mit exp(F(z)) = cz (differenziere exp(F(z))/z) = F kann so gewéhlt werden, daf
¢ =1, d.h. exp(F(z)) = z. Jedes derartige F" heifit ‘Zweig des Logarithmus auf D’. Ist F' Zweig
des Logarithmus, so auch F + 2nwi Vn € Z. Ist 1 € D und F(1) = 0, so heifit F' ‘Hauptzweig
des Logarithmus.’ Ist speziell

D={z€C:Im(z) #0 oder Re(z)>0}={re:r>0 und [t| <7}

die negativ geschlitzte Ebene — D einfach-zusammenhéngend, und der Hauptzweig des
Logarithmus wird mit log oder In bezeichnet.

Sei nun 7: [ar, B] — C* stiickweise glatte Kurve.

d
6.14 Behauptung exp (/ —z) = M
y % v(a)
Beweis. 1. Fall D C C* ist Gebiet, und es existiert ein Zweig log des Logarithmus auf D mit

Sp(v) € D.

%:mmm—mmw-

~

2. Fall allgemein. Dann ist v Zusammenstiickelung von Kurven ~1, ..., v, fiir die Fall 1 gilt.
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6.15 Folgerung Fiir jede stiickweise glatte geschlossene Kurve v in C* gilt

1 [
27m'7z

S/

Diese ganze Zahl heifit die Umlaufzahl oder Windungszahl von v um 0.

6.16 Alternative Version des Cauchyschen Integralsatzes Sei D C C offen, f € H(D)
holomorph, K C D Kompaktum mit stiickweise glattem Rand = [, f(z)dz =0.

Ein Beweis findet sich im Anhang (vergl. 12.3).

7. Die Cauchysche Integralformel 8. D-Stunde

Sei w € € und v: [a, f] — C\{w} eine stiickweise glatte, geschlossene Kurve. Dann heifit

1 d
I(y,w): / ¢z
g

211 Z—w

die Umlaufzahl, Windungszahl oder auch kurz der Index von ~ in w.

7.1 Eigenschaften des Index Sei v:[a, 3] — C stiickweise glatte, geschlossene Kurve und
W:= €C\Sp(y). Dann ist
I(y,):W = Z

w — L(y,w)

eine lokal-konstante Funktion auf W. Insbesondere ist 1(v,-) konstant auf jeder Zusammen-
hangskomponente von W und

Inn(y):={w e W : I(y,w) # 0}

(genannt ‘Inneres von ’) ist beschrénkt in C.

Beweis. 1(v1,w) ist als Integral stetig in w und ganzzahlig, d.h. lokal-konstant. Wegen Sp(v)
kompakt existiert ein r > 0 mit D:= {|z| > r} C W. Fiir |w| hinreichend grof ist

I(v,w)| <1 = I(y,w)=0firweD = Dnlnn(y)=0>0. a

Beispiele: (Inneres grau)

7.2 Cauchysche Integralformel Sei D C C offen, f € H(D), « eine stiickweise glatte,
geschlossene Kurve in D, die in D nullhomotop ist. Dann gilt

10,0) 5w = 50 [ Tz

21 zZ—w

~

fiir alle w € D\Sp(7).
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Beweis. Sei w € D\Sp(y) fest = f(z) = f(w) + A(2)(z — w) fiir alle z € D und A stetig
in w. Auf D\{w} ist
A = T = 1)

Z—w

holomorph = A lokal-integrabel auf D wegen 5.7 — f7 A(z) dz = 0 nach Cauchyschem
Integralsatz und damit

Ehem [ 1 et [ Az = s [ 25 = flw)-2ni 100 O

,YZ—'UJ

Insbesondere ist also f im Inneren von « durch die Werte auf Sp() schon eindeutig bestimmt.
Speziell also z.B.: Ist f holomorph auf Umgebung von {|z — a| < 7}, so gilt fiir alle w mit

|lw—al| <r:
1 s,

211 zZ—w
|z—al=r

f(w) =
Wir kénnen die Cauchysche Integralformel auch schreiben in der Form (z — ¢, w — 2)

10090() = gz [ £ a0 vz Doty

Die linke Seite ist holomorph auf D\Sp(v). Was ist dann 0/0z, 0/9z angewendet auf die rechte
Seite?

7.3 Hilfssatz aus der reellen Analysis Sei I:=[0,1], V C R" offen und f: I xV — IR stetig.
Fiir jedest € I, x € V und 1 < k < n existiere af/@xk (t,z), und es sei 3f/@;pk' IxV - 1R stetig
Dann definiert F(x fo f(t,x)dt stetig differenzierbare Funktion F auf V mit OF /aq;k

fo 8f/8:[;k t,x)dt fur alle k.
Beweis. Einfache Anwendung des Mittelwertsatzes.

Formulierung fiir unsere Zwecke: Sei K C C Teilmenge, v: I — K stiickweise glatte Kurve,
W C C offen, f: K x W — C stetig, so da3 f((, z) fiir alle ¢ € K holomorph als Funktion von
z € W (und zusitzlich df, /dzi K x W — C sei ebenfalls stetig - wir werden spéter sehen (vgl.
7.10), daf diese Bedingung in der holomorphen Situation automatisch erfiillt ist). Dann gilt

7.4 Hilfssatz F(z f f(¢, z) d(¢ definiert holomorphe Funktion auf W mit
daf
P = [ ead.
¥

Beweis. F € C*(W) und

0= [lean=0 = Fe=re. o

Als Anwendung erhalten wir durch Differentiation.

7.5 Cauchy-Integralformel fiir die Ableitung Sei D C C offen, n € IN und f € H(D)
eine holomorphe Funktion auf D. Dann ist f n-mal komplex differenzierbar und fiir die n-te
Ableitung f™) € H(D) gilt:

10210 = g [ A ac

211
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fiir jede nullhomotope, stiickweise glatte, geschlossene Kurve v in D und z € D\Sp(7y).

Beweis. Durch Induktion nach n. Fir n = 0 ist f(©0 = f und die Behauptung ist genau die
Cauchy-Integralformel. Sei also n € IN beliebig und K:= Sp(v), W:= D\ K. Dann definiert
9(¢,2):= f(¢)/(¢ — 2)"*™ stetige Funktion g: K x W — € mit

dg/q-(¢,z) = (n+ 1) f(€)/(¢ — z)"*? ebenfalls stetig. Wegen I(v, z) lokal-konstant =

10,27 G) = 2 (16,270)) = g [+ 0L ac o

0% (C - Z)n+2
7.6 Folgerung H(D) C C*(D).

7.7 Folgerung Fiir jedes offene D C C und jedes f € C(D) sind dquivalent
(i) f holomorph
(ii) f lokal-integrabel

Beweis. (i) = (ii) bereits bewiesen (vgl. 5.6). (ii) = (i) (auch Satz von Morera genannt): Sei
f lokal-integrabel und @ € D = 3 offene Umgebung U von a in D und 3F € H(U) mit
F'=flU = f|U holomorph. Also f holomorph, da a € D beliebig war. O

7.8 Folgerung Sei D C C offen und f € H(D) mit |f| < M fiir ein M € IR. Dann gilt fiir alle
a€ D undr >0 mit{|z—a| <r} CD und fiir allen € IN

|
f(a)] < %M Cauchysche Ungleichungen.
r

Beweis. Wiéhle p > 0 mit p < r beliebig und definiere +:[0,1] — D durch ~(t) = a +

pe?™it  —  ~ nullhomotop in D und somit
! ! M !
gy MO e g < o, _nly
f ( ) 20 /y (C _ a)n+1 C |f (a)’ = 9r vy pn+1 pn
Mit p  r folgt die Behauptung. |

Weitere Folgerung:

7.9 Satz von Liouville Jede beschrinkte holomorphe Funktion f auf C ist konstant.
Beweis. Angenommen |f| <M e R = |f(a)| < M/yfiralleac Cundaller >0 =
f'=0 = [ konstant. O
Der Satz von Liouville ergibt sofort einen Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra: Es sei p(z) ein
komplexes Polynom von Grad n > 1. Dann existiert ein R > 0 mit |p(z)| > 1 fiir alle z mit |z| > R.
Angenommen, p hat keine Nullstelle in €. Dann ist f: = 1/p eine beschrinkte holomorphe Funktion auf
C. Nach Liouville ist dann aber f und folglich auch p konstant, ein Widerspruch. O

Als weitere Folgerung von 7.5 zeigen wir

7.10 Lemma Sei Q) topologischer Raum, D C C offen und f:Q x D — C stetig. Fiir jedes
feste q € Q sei f(q,z) holomorph in z. Dann ist auch df/dz: Q x D — C stetig.

Beweis. Sei a € D fest. Dann existiert ein r > 0 mit K:= {|z —a| <r} C D. Sei S:= 0K und
U das Innere von K — h:S x Q x U — @ definiert durch h(¢,q,2):= f(q,{)(¢ — 2)7? ist
stetig, und somit ist auch df/dz(q, (2mi)~ fBK (¢, q, z) d¢ stetig auf @ x D. |

Sei D C € offen und (fi) Folge stetiger Funktionen auf D. Man sagt: (fx) konvergiert kompakt
gegen die Funktion f auf D <= Fiir jedes Kompaktum K C D konvergiert die Folge der
Einschrankungen (fx|K) gleichméBig auf K gegen f|K.

9. D-Stunde
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7.11 Satz von Weierstrafl Sei (fi) eine Folge holomorpher Funktionen auf D C €, die
kompakt gegen die Grenzfunktion f konvergiert. Dann ist auch f holomorph, und die Folge der
Ableitungen (f;,) konvergiert kompakt gegen f'.
Beweis. f ist als kompakter Limes stetiger Funktionen stetig. Fiir jedes achsenparallele Rechteck
R C D gilt

/f(z) dz= lim [ fx(2)dz=0

k—oo
AR

OR

— f lokal-integrabel == f holomorph. f’ = lim f; folgt wie im Beweis von 7.10. O

Im reellen falsch: f(z) = |z| ist gleichméBiger Limes differenzierbarer Funktionen auf IR.

7.12 Alternative Version der Cauchyschen Integralformel Sei D C C offen, f € H(D),
n € Z, K C D ein Kompaktum mit stiickweise glattem Rand. Dann gilt fiir jedes a im Innern

von K | f( )
wgy [ fe)
1@ =50 | e

21

8. Potenzreihen

Jeder ‘formale’ Ausdruck f = Y7 ¢, X", ¢, € C, heifit formale Potenzreihe (in X iiber C),
dabei gelte fiir jedes g = >~ d, X™: f=9g < c,=d, VnelN.
[Formal heifit: Das Summensymbol ist nicht die Aufforderung, etwas zu summieren. Es kommt

vielmehr auf die Folge der Koeffizienten (¢, ) an, man kénnte also sauberer formale Potenzreihen
als Zahlenfolgen in C definieren. |

Sei F: = C[[X]]: = {formale Potenzreihen in X iiber C}. Man setzt fiir f, g wie oben und ¢ € €

f—i—g::Z(cn—i—dn)X” fg:zZ( Z cjdk)X" cf::Z(ccn)X"
n=0 n=0 j+k=n

— F ist eine Algebra (iiber C). f = >~ ¢, X™ heiit Polynom vom Grad < d <= ¢, =0
fiir alle n > d (schreiben dann auch ZZ:O cnX™).

Sei S:= C[X] die Unteralgebra aller Polynome. Identifizieren wir ¢ € € mit dem konstanten
Polynom ¢X° € S, erhalten wir die Kette von Algebren

C c CX]cc[X]].

Sei nun f = "¢, X™ € F. Ist dann z € C eine komplexe Zahl mit >~ ¢,2" konvergent,
so bezeichnen wir den Reihenwert mit f(z). Ist die Reihe divergent, so ist f(z) nicht definiert.
Offenbar gilt stets f(0) = ¢y (konstantes Glied).

8.1 Satz Zu jedem f =) ¢, X™ € F existiert genau ein R = R(f) mit 0 < R < oo und
(i) fiir jedes z € C mit |z| < R konvergiert die Reihe Y ¢, 2™ absolut
(ii) fiir jedes z € € mit |z| > R divergiert die Reihe ) ¢, 2"

[R heifit Konvergenzradius von f und {|z| < R} heifit Konvergenzgebiet von f].

Beweis. Setze (wobei l/oo: =0 und 1/0: = oo gelte)

1

R=————.
limsup {/|cy|
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ad (i) Angenommen |z| < R = limsup {/|c,|-|2| <1 d.h. 3n, € N, p <1 mit

Ve 12| <p <1l Vn>ng

= |ep2"| <p" Yn>ng = ... ,cnz" absolut konvergent.
ad (ii) Angenommen, Y ¢,z" konvergent = |c¢,2"| <1 firn>ny =

Vien| - |2| <1 fiir n>mng = 2| <R. |

Offenbar gilt auch R = sup{r > 0: > |c,|r" < oo}.
8.2 Lemma Fiir alle f, g € C[[X]] gilt

R(f+g) = min(R(f), R(g)) und R(f-g) > min(R(f), R(g)) -

Beweis. Sei f=> ¢, X", g=>d, X" und r < min(R(f),R(g9)) =

Z len, + dp|r™ < Z len|r™ + Z |dp|r" < o0,

d.h. r < R(f + g). Ferner gilt

IDITAED DS tj\-rdk\)r":(;iowcjrrf)(lirdkrk) < .

n=0 j+k=n n=0 j+k=n

d.h. r < R(f - g). Die Behauptung ergibt sich nun durch Limesbildung r / min(R(f), R(g)).O

8.3 Folgerung Die Menge K:= C(X) aller konvergenten Potenzreihen f € F' (d.h. R(f) > 0)
ist eine Unteralgebra von F. Wir haben also Kette von Algebren

C CC[X]cC(X)cCCClX]] -

8.4 Satz Es sei f = > c¢,X" eine konvergente Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann
stellt f(z):= Yo", cnz™ auf der Kreisscheibe D:= {|z| < R} eine holomorphe Funktion dar.
Die Reihe ¢, 2" konvergiert kompakt auf D. Fiir alle z € D gilt zudem f'(z) = > o7 ne,z" !
und ¢, = f™(0)/n!.

Beweis. Sei A C D kompakt = Jr < R mit |z| < r fiir alle z € A. Zu € > 0 vorgegeben
existiert somit ein ng mit

oo oo oo
Z len|r™ <e = ’ Z e < Z len|r™ < e

n=ngo n=ngo n=no

fiir alle z € A, d.h. Konvergenz auf A ist gleichmifliig = Grenzfunktion holomorph auf D
und f’ hat angegebene Form wegen 7.11.

Als gewisse Umkehrung von 8.4 erhalten wir
8.5 Satz Essei0 < r < oo und f eine holomorphe Funktion auf der Kreisscheibe D = {|z| < r}.

Dann existiert eine eindeutig bestimmte Potenzreihe ) ¢, X™ mit Konvergenzradius R > r, die
auf D die Funktion f darstellt, d.h. f(z) = > c,2", z € D. Fiir die Koeffizienten ¢, und

0 < p < r beliebig gilt
)L

n! 2w gl T
|z[=p

Cp =
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Beweis. Sei a mit |a] < p < r fest gewdhlt. Fiir [z| = p gilt dann |a/;| <1 = 10. D-Stunde

zia :i(l—la/z) :inz_:(czl)n

gleichméBig fiir alle z mit 2| =p =

0 [ Bl ] SIS S

n=0

=:c,

Wegen p < r beliebig gilt also f(z) = Y o0 c,2™ fiir alle z € D, d.h. ¢, = (n!)~1f(0)
eindeutig bestimmt. O

8.6 Beispiel D = {|z]| < 1} und f(z) = (1 + 2%)~!. Dann gilt

f2)= (1= (=) =D (=) = Y (-1)kR Z%

k=0 k=0
it 0 n ungerade
it n = (=1)*2 1 gerade,

dh. f(z) =1—22+2* - 2%+ ... mit Konvergenzradius 1 (wegen f(z) = ((z —i)(z +1i)) ! nicht
anders zu erwarten), und fiir den Hauptzweig des Arcustangens (= Stammfunktion von f — vgl.
Ubungen) gilt
1 1
arctan(z) = z — §Z3 + 525 -
8.7 Satz Sei D C C offen. Dann sind fiir jede Funktion f: D — C &dquivalent
(i) f holomorph
(ii) f ist lokal in eine konvergente Potenzreihe entwickelbar (das soll heiBen: Zu jedem a € D
existiert eine Umgebung U C D von a und eine konvergente Potenzreihe Y ¢, X" derart,
dafl f(z) =) " cn(z —a)™ fiir alle z € U gilt).

Beweis. (i) = (ii) Sei a € D fest und setze w: = z—a = g(w):= f(a+w) ist holomorph als
Funktion von w in Umgebungvon 0 € € = 3r >0, > ¢, X" € C[[X]] mit g(w) = > .7 chw”
fir jw| <7, dh. f(z) => 0" cn(z—a)" fiir |z —a| <.

(ii) = (i) Sei wieder a € D fest und w:=z—a = g(w) = )_ ¢, w" holomorph in Umgebung
von 0 wegen Satz 8.4 — f(z) = g(z — a) holomorph in Umgebung von a. O

[Die Eigenschaft (ii) in 8.7 wird héufig ‘analytisch’, hier genauer ‘komplex-analytisch’ genannt.
Offenbar ist fiir jedes a € D die zugehorige Potenzreihe > ¢, X™ durch a eindeutig bestimmt —
denn ¢, = f(a)/n!. Die Reihe 3" ¢, (2 — a)™ heiBt die Taylorreihe von f in a.]

8.8 Folgerung Sei D C € offen, und f € H(D) sei auf keiner Umgebung von a € D konstant.
Dann existiert genau eine natiirliche Zahl k > 1 und ein g € H(D) mit g(a) # 0 und

f(z) = fla) = (2 —a)*g(z) VzeD.
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Beweis. Es gelte 0.B.d.A. a = f(a) = 0. Dann existiert eine offene Umgebung V' von 0 in D
und in V eine konvergente Reihenentwicklung f(z) = > o7, ¢,2™. Wegen f|V # 0 existiert

E:=min{n>1:¢, 20} €IN = f(z)=2F chz"_k
n=~k
—————
=:9(2)

mit ¢ € H(V) und g(0) = ¢ # 0. Durch g(z): = (z — a) "% f(2) fiir alle z € D\V kann g zu einer
auf ganz D holomorphen Funktion fortgesetzt werden. O

8.9 Satz Sei D C C Gebiet, f € H(D) mit f # 0. Dann ist die Nullstellenmenge

Ny:={z€ D: f(z) =0} diskret in D (d.h. hat keinen Hdufungspunkt in D).

Beweis. Sei () das Innere von Ny. Wegen f # 0 ist 2 # D, und 2 C D ist offen. Angenommen,
¥:= D\ ist nicht offen. Dann existiert ein a € ¥ und eine Folge (ay) in £ mit a = lim ay. Fir
alle n, k € IN ist f(™(ay,) =0, d.h. f(¥(a) = 0 wegen f™ € H(D) stetig. Also verschwindet die
Taylorreihe von f in a identisch, d.h. a € , Widerspruch. Also ist ¥ doch offen und damit folgt
Q = 0 wegen D zusammenhiéingend. Angenommen, b € D sei Hiufungspunkt von N;. Dann
gilt b € Ny. Wegen Q = () ist f auf keiner Umgebung von b konstant. Nach 8.8 existiert eine
Umgebung U von b € D mit U N Ny = {b}, Widerspruch. O

8.10 Bemerkung Im allgemeinen hat die Nullstellenmenge Ny Haufungspunkte auf dem Rand
0D von D. Etwa im Fall D = C*, f(z) = sin(n/z) gilt f(1/n) =0firn=1,2....

8.11 Identitédtssatz Sei D C C Gebiet und M C D eine Teilmenge, die mindestens einen
Héufungspunkt in D besitzt (z.B. wenn M offen und nicht-leer ist). Dann gilt fiir je zwei Funk-
tionen f,g € H(D) mit f|M = g|M bereits f = g.

Beweis. Wende 8.9 an auf h:= f —g. |

Wir konnen 8.8 verbessern zu

8.12 Lemma Ist D C C ein Gebiet und ist f € H(D) nicht konstant, so existiert zu jedem
a € D eine offene Umgebung U C D, eine natiirliche Zahl k > 1 und ein h € H(U) mit h'(a) # 0
und f(z) — f(a) = h(2)* fiir alle z € U.

Beweis. Nach 8.8 existiert eine Darstellung f(z) — f(a) = (z —a)*g(z) mit g holomorph in einer
Umgebung V von a und g(a) # 0. Wihle offene Umgebung W C C* von g(a) und einen Zweig
log des Logarithmus auf W = 3 offene Umgebung U C V' von a mit g(U) C W. Setze

(%) h(z):= (z — a)exp (3 log g(2)) -

Dann gilt
h(a) =0 und K (a)=exp(+logg(a)) #0. O

8.13 Satz Fiir jedes offene D C €, jedes f € H(D) und jedes a € D sind dquivalent
(i) f ist lokal-injektiv in a (d.h. es gibt eine Umgebung U C D von a, auf der die eingeschrénkte
Abbildung f:U — C injektiv ist).
(ii) f ist lokal-biholomorph in a (d.h. es gibt offene Umgebungen U C D von a und V' C C von
f(a) zusammen mit einer holomorphen Funktion g € H(V'), so daff f|{U:U — V bijektiv
und g(f(z)) = z fiir alle z € U gilt.

(iti) f'(a) #0.

Beweis. (i) = (iii) Sei f lokal-injektiv in a. Dann existiert nach Lemma 8.12 um a eine
Darstellung f(z) — f(a) = h(z)* fiir ein k > 1. Da die k-te Potenz nur fiir k = 1 lokal-injektiv
in 0 € € ist, muf folglich £ = 1 und somit f'(a) = h'(a) # 0 gelten.

11. D-Stunde
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(iii) = (ii) Fir f = u+4v mit u = Re(f) gilt f' = uy + v, fiir uy := du/0z, v, = Ov/0zr und
somit unter Verwendung der Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen

J:zdet(ux v””) =uZ +02 =|f"?.

Uy Uy

Ist also f’(a) # 0, so folgt aus dem (reellen) Satz iiber implizite Funktionen: 3 offene Umgebun-
gen U vona € D,V von f(a) in C ~ IR? und C*-Funktion ¢: V — U mit f: U — V bijektiv und
g = (f|U)~L. Schreiben wir g = r + is mit 7 = Re(g), so erfiillt g wegen

-1
Ty Sz \ _ [ Uz Vg B l Uy —U
(Ty Sy)_<“y ”y) _J<_uy Uz >
auch die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen, d.h. g ist holomorph.
(ii) = (i) ist trivial. O

8.14 Satz (von der Gebietstreue) Sei D C C ein Gebiet und f € H(D) eine nicht-konstante
holomorphe Funktion. Dann ist f(D) auch ein Gebiet.

Beweis. Wegen f stetig und D zusammenhéngend ist auch f(D) zusammenhéngend. Wir miissen
also zeigen: Fiir jedes a € D ist f(D) Umgebung von f(a). Nun existiert nach 8.12 eine offene
Umgebung U C D von a und h € H(U) mit f(z) = f(a) + h(2)*, z € U, wobei h'(a) # 0 und
k > 1. Da h(U) Umgebung von h(a) = 0 € C, ist auch h*(U) Umgebung von 0 € € und somit
f(D) Umgebung von f(a). O

8.15 Maximumprinzip Sei D C C ein Gebiet und f € H(D). Besitzt dann |f| ein lokales
Maximum in D (d.h. 3 a € D und Umgebung U C D von a mit |f(2)| < |f(a)] Vz € U), so ist
f konstant.

Beweis. Angenommen, f nicht konstant. Dann ist f|U nicht konstant und f(U) Umgebung von
f(a), d.h. |f(2)| < |f(a)] Vz € U nicht moglich. O

8.16 Folgerung D C C Gebiet, K C D kompakt, f € H(D) nicht-konstant. Dann gilt

sup | f(2)| < sup [f(2)] .
z€K z¢ K

Beweis. Falls nicht, existiert a € K mit |f(a)] = sup,cx |f(2)| = sup,cp |f(2)] = f
konstant wegen 8.15. |

9. Laurentreihen und isolierte Singularitéiten
Seien ¢ € € und 0 < r; < 7y < oo fest vorgegeben. Dann heifit
D:={ze€C:ri <|z—a|] <r}

ein Kreisring (mit Mittelpunkt a und Radien r1,72). Als Verallgemeinerung der Potenzreihen-
entwicklung auf Kreisscheiben erhalten wir:

9.1 Satz Jede auf dem Kreisring D = {r; < |z —a| < ro} holomorphe Funktion f Ia8t sich auf
D in eine kompakt konvergente Reihe

f(z):ch(z—a)", zeD
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entwickeln, genannt Laurentreihe von f auf D. Fiir alle n € Z und jedes p mit r1 < p < ro gilt

1 f(z)
(%) C"_2m'/ mdz,

lz—al=p

insbesondere ist die Reihenentwicklung durch f eindeutig bestimmt.

Beweis. O.B.d.A. ist a = 0. (*) definiert ¢,, unabhingig von p. Sei A C D ein Kompaktum.
Dann existieren p1, po mit r; < p; < p2 < 72 so, daB A im Inneren des kompakten Kreisrings
K:={p1 <|z] < pa} C D liegt. K hat stiickweise glatten Rand, fiir alle z € A gilt also

1 1 1
2wy Jog C— 2 210 Jigj=p C— 2 271 Ji¢j=py 2 — €
=:f2(2) =:f1(2)
Wir untersuchen fi(z) fiir K = 1,2 getrennt. Fiir k = 2 und z € A, || = p2 gilt 12, D-Stunde
1 1 1 =\ 2"
(-2 ¢ 1-2/C ‘;Ocnﬂ’

d.h.

(L f(©) .-
fa(z) = (/ dC)z” = cn 2"
,; 2mi Jyci=po € ; !
ist gleichméBig konvergente Potenzreihe auf A. Fiir k =1 und z € A, |(] = p1 gilt
—1 n

1 1 z
2—C 2 l—C/z ZZ"HZ Z ¢t

n=—oo

Mit dem gleichen Argument folgt f1(z) = Z;i_oo cn 2™ gleichméfBig auf A, d.h.

f(z) = f1(2) + fa(2) = chzn

n€eZ

gleichmifBig auf A. Damit ist die Existenz bewiesen.
Eindeutigkeit: Angenommen, f(z) = >, ., diz* kompakt konvergent auf D, wobei d;, € C.
Wihle n € Z fest. Dann gilt

f(z _ dn dz 1 f(2)
=Y g dp=tn [ E_ L dz = cn .
z”+1 -+ g&; & = 2mi z 2 zntl #ec =

lz[=p lz]=p

integrabel auf D

Fiir den Kreisring D um 0 € C folgt aus dem Beweis von 9.1, daf§ jedes f € H(D) eine eindeutige
Darstellung

fz) = < + g(), z€D,

hat, wobei ¢ € € und g € H(D) (genauer ¢ = c_j und g(2) = >, , cn 2" /(n+1)). Definieren
wir H(D)":={¢’: g € H(D)}, so hat also der Faktorraum H(D)/H(D)" die Vektorraumdimen-
sion 1. Allgemeiner gilt fiir beliebige Gebiete D: dim H(D)/H (D)’ z&hlt die ‘Anzahl der Locher
von D’.

Wir wollen nun die Vielfachheit der Nullstellen von holomorphen Funktionen definieren. Wir
lassen uns dabei leiten von der Vorstellung, daf fiir jede um a € C holomorphe Funktion g das
Produkt f(z) = (z — a)*g(z) mindestens eine k-fache Nullstelle in a hat: Sei also D C € offen,

f € H(D) und a € € mit D:= D U {a} offen gegeben (ist a ¢ D, d.h. a € 9D, so heifit a ein
isolierter Randpunkt von D und isolierte Singularitéit von f).
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9.2 Definition wy(a):=sup{k € Z:3g € H(D) mit f(z) = (z—a)*g(z) Vze D}
heifit die Nullstellenordnung von f in a. (Die Grenzfille sup Z = inf ) = 400 und inf Z = sup ) =
—oo seien zugelassen, d.h. wy(a) € ZU {£o0}).

9.3 Charakterisierung durch Laurentreihen Sei r > 0 so klein gewéhlt, daB U:= {0 <
|z —al <r} C D und f(z2) = ),z cn(z — a)" die Laurententwicklung auf U ist. Dann gilt
wf(a) =inf{n € Z: ¢, # 0}.

Beweis. Fiir k € Z und geeignetes g € H(D) gelte f(z) = (z — a)*g(z). Die Potenzreihenent-
wicklung von g um a liefert dann ¢, = 0 fir alle n < k und damit auch fiir alle n < wy(a),
d.h. m:= inf{n : ¢, # 0} > wyf(a). Angenommen, m > wy(a). Dann gilt m € Z und fiir
die auf D holomorphe Funktion g(z):= f(2)(z —a)™™ gilt in a die Potenzreihenentwicklung
g(z) =500 cn(z —a)" ™, d.h. wg(a) > m, Widerspruch. O

9.4 Riemannscher Hebbarkeitssatz Sei a eine isolierte Singularitédt der holomorphen Funk-
tion f € H(D). Dann sind édquivalent

(i) f holomorph in a fortsetzbar (d.h. 3f € H(D) mit D = DU (a) und f|D = f)
ii) 3 Umgebung U von a € D, so daB f auf U\{a} beschréinkt ist
(iii) hmz_m(z —a)f(z)=0
(iv) wi(a) =

Beweis. (i) = (ii) = (iii) trivial.

(iii) = (iv) g(2): = (z — a)f(z) ist stetig und damit holomorph fortsetzbar auf D wegen 5.7.

Wegen g(a) = 0 gilt wy(a) > 1 und damit w¢(a) > 0.
(iv) = (i) Potenzreihenentwicklung von f in a. O

9.5 Satz Sei D C C offen und a isolierte Singularitét von f € H(D). Dann sind édquivalent — 13. p-seunde
(i) Zu jedem M > 0 existiert Umgebung U C C von a mit |f(z)| > M fiir alle z € UN D
(d.h. lim,_, |f(2)] = +00)
(ii) —oo < wy(a) <0.

Beweis. (i) = (ii) Zu M = 1 wihle Umgebung U wie in (i) und definiere g € H(U) durch

0 z=a
9(2):= { 1/f(z) sonst

(die Holomorphie folgt mit 5.7).

= g(2) = (z—a)kh(z ) fur gewisses k> 1und h € H(U) mit h(a) # 0. Dann gilt aber h(z) # 0
fiir alle 2 € U und f(z) = (¢ —a) /h , d.h. we(a) = —k.

(ii) = (i) Setze k:= —Wf( a), dh. 1 < k < +00. Dann existiert g € H(D) mit

mit g(a) #0 = (7). O

9.6 Definition Sei D C C offen und a eine isolierte Singularitit von f € H(E). Dann heifit a
(i) hebbare Singularitit, falls wy(a) > 0
(ii) Pol der Ordnung —wy(a), falls —co < ws(a) <0

(iii) wesentliche Singularitét, falls w¢(a) = —oc.

9.7 Beispiel z/sin(z) hat eine hebbare Singularitit in @ = 0 und einen Pol der Ordnung 1 in
7. Die Funktion exp(1/z) hat eine wesentliche Singularitét in a = 0.

9.8 Satz von Casorati-Weierstrafl Sei D C C offen und a eine wesentliche Singularitét der
holomorphen Funktion f € H(D). Dann ist f(U N D) dicht in C fiir jede Umgebung U von a.
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Beweis. Ubungsaufgabe.
Warum Name ‘Pol’? Sei §2:= {(z,y,t) € R?® : 22 + y> + t> = 1} die Einheitssphire im IR?.
t

N

Dann heifit N:= (0,0,1) € S? der ‘Nordpol’. Definiere

7:S*\{N} - € durch 7(x,y,t) = 931+ lg
— 7 ist Hom6omorphismus wegen
2z 2y zz—1
—1 _ R .
’ @)_<zz+1’ﬁﬂkfzz+1> sETAY

(stereographische Projektion von N auf die (x,y)-Ebene ~ C).

Fiithren wir Symbol oo ein und definieren C:=CU {oo}, konnen wir 7 fortsetzen zu Bijektion
752 - C vermoge 7(IV) = oo. Topologisiere C so, da3 7 Homdomorphismus (U C C Umgebung
von oo <= C\U beschriinkte Teilmenge von C). € heifit Riemannsche Zahlenkugel.

9.9 Definition Sei D C C offen und f: D — C eine Abbildung. Dann heifit f eine meromorphe
Funktion, falls gilt

(i) Die Polstellenmenge Py:= {z € D : f(z) = oo} ist diskret in D
(ii) Die Einschrankung von f auf D\ Py ist holomorph

(iii) Jedes a € Py ist ein Pol von f (= f:D — C ist insbesondere stetig und wp: D —
Z U {400} nimmt den Wert —oo nicht an).

Sei M(D):= {meromorphe Funktionen auf D} = H(D) C M(D). Obwohl € keine al-

~

gebraische Struktur trigt (4+ und - kénnen nicht sinnvoll von € auf C fortgesetzt werden —
Ausdriicke wie 0o + oo oder 0 - oo fithren sofort zu Unstimmigkeiten) ist dieses fiir die Er-
weiterung der Verkniipfungen + und - von H(D) auf M(D) moglich: Seien zwei meromorphe
Funktionen fi, fo € M(D) gegeben. Summe f; + fo und Produkt f;fo € M(D) sind dann
wie folgt definiert: Ist @ € D beliebig, so existiert Umgebung U € D von a und Darstellung
fi(2) = g;(2)/(z — a)* mit g; € H(U), k € Z. Dann sei

g1+ g2

(z —a)k und  f1f2|U:= 9192

f1+f2|U:: m

= f1+ fa2, fif2 in M(D) wohldefiniert, und es gilt:

9.10 Lemma M(D) ist komplexe Algebra mit Eins, die H(D) als Unteralgebra enthélt. Ist D
ein Gebiet, so ist M(D) ein Kérper (der Funktionenkérper von D).
Beweis. Nicht schwierig — sei dem Leser iiberlassen.

9.11 Beispiel (i) cot:=1/tan € M(C) mit Polstellenmenge 7Z.
(ii) Ist D Gebiet, f € M(C), f #0 = f' € M(C) und f'/f € M(C) heiit logarithmische
Ableitung von f. Ist f = fifo... fn # 0, so gilt

YA n

L2y pin

o hof fn
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10. Der Residuenkalkiil

Im folgenden sei D C C offen, A C € eine in D diskrete Teilmenge und f € H(D\A)

(f ist in D mit Ausnahme isolierter Singularitéten holomorph).

Fiir jedes a € D wihle r > 0so,dal R := {2z € C : 0 < |z —a| < r} C D\A und setze
Resy(a):= c_1, wobei f(z) = >, .z cn(z —a)" die Laurententwicklung von f im Kreisring R
ist. Resf(a) heifit das Residuum von f in a. Offenbar gilt (deshalb der Name)

1
Resf(a) = 9 /f(z)dz falls 0<p<r.

|z—al=p
Die Menge {a € D : Resf(a) # 0} ist in A enthalten und somit auch diskret in D.

10.1 Beispiel

(i) Ist wg(a) > —1 (d.h. f hat hochstens einen Pol 1. Ordnung in @) == Resy(a) =
lim,_,(z —a)f(z). Klar, denn f(z) =a_1/(z — a) + h(z), wobei h holomorph in a.

(ii) Sei D Gebiet, f € M(D) mit f #0 == Resp/f(a) = wy(a).

Beweis. Fiir k:= wy(a) gilt f(z) = (z — a)*g(2), g € H(D), g(a) € C* =

flo .k g'(2)
7(2)_z—a 9(2)

holomorph in a

—> Behauptung.

10.2 Residuensatz (Spezielle Form) Sei D C C offen, A C D eine in D diskrete Teilmenge 1a. p-stunde
und f € H(D\A). Dann gilt fiir jedes Kompaktum K C D mit stiickweise glattem Rand
0K C D\A

(2)dz = 2mi Z Resy(a) .
oK aeKNA
Beweis. K N A ist kompakt und diskret, also endlich, etwa K N A = {aq,...,a,} C K mit
aj #ap fir j # k. = Je>0mit K; := {2z € C:|z —a,;| < e} Clo(undKjﬁKk:(Z)fﬁr
jtk = K:= K\(I%l UK,U...U IO(T) C D\A Kompaktum mit stiickweise glattem Rand
= (Cauchy-Integral-Satz)

0= [ _f(z)dz= f(z)dz—z f(z)dz.
0K oK =1/ oK,
Nun gilt aber
(2)dz = / f(2)dz = 2miRes¢(a;) . O
0K |z—aj|=¢

Der Residuensatz liefert einen weiteren Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra: Sei p(z) ein nor-
miertes Polynom vom Grade n. Dann hat ¢(z): = 2" — p(z) Grad < n. Man findet leicht ein R > 0
derart, daB fiir jedes 0 < ¢t < 1 das Polynom p;(z): = 2™ + tq(z) keine Nullstelle in {|z| > R} hat. Die
Gesamtzahl aller Nullstellen von p; in € wird somit durch das Integral

1 /
L / Pt g,
271 Dt

gegeben, das als stetige, ganzzahlige Funktion in ¢ gar nicht von ¢ abhéngen kann. Fiir t = 0 ist der
Wert = n, d.h. auch p hat genau n Nullstellen in C. O

Ohne Beweis formulieren wir (fiir einen Beweis vergl. Anhang 13.7):
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10.3 Residuensatz (Homotope Version) Sei D C C offen, A C D eine in D diskrete
Teilmenge und f € H(D\A). Ist dann v eine stiickweise glatte geschlossene Kurve in D\A, die
in D nullhomotop ist, so gilt

/ f(z)dz = 2mi Z I(v,a)Resf(a)
R a€A

(da 1(y,a) = 0 fiir fast alle a € A, ist die Summe endlich).

10.4 Beispiel

(i) Sei f(z) = "%Z/sinrz = [ € M(C) und P C Z. Insbesondere gilt Resy(a) = 0 fiir alle
a ¢ Z.Seik e Z fest

— sinmz = (2 — k)wh(z) firein h € M(C) mit h(k) =cosmk = (—1)*

— )= L

z—k h(2)

holomorph in k

und somit Resy(k) = lim,_x 2/h(z) = (—=1)Fk, also auch Res;(0) = 0 und insgesamt
Py =7Z\{0}.

(ii) Auswertung von Integralen (vgl. z.B. Cartan, BI). Sei I: = fo% R(sint, cost) dt zu berech-
nen, wobei R(z,y) = P(z,y)/Q(z,y) rationale Funktion, fiir die P, @ € Rz, y] die Bedin-
gung Q(z,y) # 0 erfiillen, falls 22 + y? = 1. Losung: Setze z = 2(t) = e = cost =
Re(z) = (2 4+ 1/2)/2 und sint = Im(z) = (2 — 1/2)/2i sowie dz/dt = ie't =iz = [ =
273 jw|<1 Resp(w) mit h(z): = R((z—1/2)/2i,(z 4+ 1/2)/2).

10.5 Beispiel 7(z,y) = 1/(a+x),a > 1fest = I:= fOQW(a + sint) "1 dt = 27Res, (),
wobei h(z) = 2iz/(2% + 2iaz — 1), a = —ia + iv/a? — 1. Wegen Res (o) = 1/va? — 1, gilt also
I =27/v/a? — 1 [kann man auch direkt mit der Substitution = = tant/2 bekommen].

Man kann auch uneigentliche Integrale fjoooo ft)dt, fooo p(t) dt u.s.f. als Anwendung des Resi-
duensatzes erhalten.

11. Analytische Fortsetzung

11.1 Problem Seien D C D C C Gebiete und f € H(D). Wann existiert f € H(D) mit
fID = f? Wenn f existiert, ist dieses eindeutig bestimmt und heiflt holomorphe Fortsetzung
von f auf D.

Sei nun a € € fest und U,: = {offene Umgebungen von a € C}, Fo:= Uy, H(U) (disjunkte
Vereinigung). Seien f,g € F,, d.h. f € H(U), g € H(V) mit U,V € U,. Dann heiflen f, g dquiva-
lent in a (in Zeichen f ~ g) <= IW € U, mit W C UNV und f|W = g|W. Sei O,: = F,/ ~ die
Menge aller Aquivalenzklassen. Die Elemente von @, heifien holomorphe Funktionskeime in a.
Offenbar kann O, mit der Menge aller konvergenten Potenzreihenentwicklungen > >~ ¢, (z—a)"
um a identifiziert werden. Fiir jedes f € F, heiBt f, ( = Aquivalenzklasse, in der f liegt) der
von f in a induzierte Keim. O, ist eine komplexe Algebra mit Eins.

Unsere Frage lautet nun: Gegeben ein Keim g € O,, fiir welche U € U, existiert f € H(U) mit
q= fa?

11.2 Definition Sei ~:[0,1] — € eine stetige Kurve mit Endpunkten a: = v(0) und b: = ~(1).
Dann heifit p € O, analytisch fortsetzbar lings v <= 3 endlich viele Zwischenpunkte 0 =
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to <t;1 <...<t,=1und fir k =1,...,n existierten offene Kreisscheiben D, zusammen mit
holomorphen Funktionen f;, € H(Dy) so, daB

(i) v[tk_l,tk] C Dy, fiir alle k£
(ii) frund fgy1 stimmen auf Dy N Dy iiberein fiir alle k < n

(iil) (fi)a = p-

Man zeigt leicht: Der Keim ¢: = (f,)» € Op héngt nicht von der Auswahl der Dy,..., D, (und
den damit festgelegten fi,..., f, ab - Induktion nach n). Man sagt: ‘q entsteht aus p durch
analytische Fortsetzung lings 4’ (auch Kreiskettenverfahren genannt).

11.3 Beispiel Sei log Hauptzweig des Logarithmus auf H = {Re(z) > 0}, a =2 und p € O,
der Keim von 1/log in a = p léings Kurve «(t) = 2 — ¢ nicht in 1 € C* fortsetzbar, aber p
lings Kurve 7 (t) = (2 — t)e?™ doch in 1 € C* fortsetzbar.

Sei wieder I = [0, 1].

11.4 Monodromiesatz Sei §:1 x I — C Homotopie bei festgehaltenen Endpunkten der
Kurven ~,v1: I — C. In a:= ~y(0) = 71(0) sei ein Keim p € O, gegeben. Fiir jedes s € I sei
p analytisch fortsetzbar ldngs der Zwischenkurve v, (d.h. vs(t) = d(t,s)). Dann stimmen die
analytischen Fortsetzungen von p lings o und 1 in Oy iiberein, wobei b = (1) = v1(1).

Beweis. Sei qs € Oy der Keim, der durch analytische Fortsetzung von p liangs v, entsteht, s € I.
Aus dem Identitétssatz folgt leicht, dafl s — ¢, eine lokal-konstante Abbildung I — O definiert.
Wegen I zusammenhéingend ist diese konstant. O

Sei nun D C C festes Gebiet. Fiir jedes a € D sei D, C O, die Menge aller p € O,, die lidngs
jeder Kurve v: I — D mit v(0) = a analytisch fortsetzbar sind = D, C O, ist Unteralgebra
mit Eins 1 € D,,.

11.5 Beispiel Sei f € H(D),U C D offen und F € H(U) mit F' = f|U (d.h. F Stammfunktion
von f auf U). Dann gilt F, € D, fiir alle a € U.

Aus dem Monodromiesatz erhalten wir

11.6 Folgerung Sei D C C ein Gebiet. Dann induziert jede Kurve v:I — D vermdge ana-
Iytischer Fortsetzung einen Algebra-Isomorphismus D, — Dy, wobei a:= ~(0), b:= ~(1) die
Endpunkte sind. Kurven, die in D homotop bei festgehaltenen Endpunkten sind, induzieren
den gleichen Isomorphismus. Speziell fiir geschlossene Kurven ~v:I — D erhalten wir also fiir
a:= v(0) = v(1) einen Algebren-Automorphismus D, — D, der Monodromieoperator genannt
wird ( = Identitét, falls vy nullhomotop in D).

11.7 Lemma Sei D C C einfach-zusammenhéngendes Gebiet. Dann definiert f — f, fiir jedes
a € D einen (surjektiven) Algebraisomorphismus H(D) — D,.

Anhang

Die beiden folgenden Paragraphen wurden nicht in der Vorlesung behandelt. Mit ihnen werden
die in der Vorlesung ohne Beweis zitierten Sitze 6.16 und 10.3 vollstédndig bewiesen.

15. D-Stunde
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12. Beziehungen zum Satz von Stokes

Wir haben in §4 schon darauf hingewiesen, dafi bei dem Kurvenintegral [ f(z)dz eigentlich
nicht die Funktion f(z) sondern die Differentialform f(z)dz integriert wird. Wir wollen das
jetzt prizisieren. Um den Umfang der Einfiihrung in die Differentialformen mdoglichst klein zu
halten, geben wir nur ‘ad-hoc’-Definitionen (fiir eine ausfiihrliche und koordinateninvariante
Vorgehensweise vgl. die einschléigige Literatur).

Es sei also U C IR" eine offene Menge und C(U) die komplexe Algebra aller stetigen C-wertigen
Funktionen auf U. Mit C¥(U) werde die Unteralgebra aller k-mal stetig differenzierbaren Funk-
tionen bezeichnet wobei 0 < k < +oo. Mit = (x1,...,z,) bezeichnen wir die Koordinaten des
R"™.

12.1 Definition Jeder formale Ausdruck

w:ijdxj mit f; € C(U)

Jj=1

heiflt eine stetige (komplex-wertige) Differentialform vom Grade 1 oder auch 1-Form auf U. Dabei
sei vereinbart, daf8 die 1-Formen w =) fjdz; und @ = ) f] dz; genau dann {ibereinstimmen,
wenn f; = f; fiir alle j gilt. Sind alle f; in C*(U), so heifit die Form w = 3" f; dz; von der
Klasse C* (oder auch k-mal stetig differenzierbar).

Vermoge w +w:= Y (f; + E)dxj und gw = Y (gf;) dx; fur g € C(U) ist die Gesamtheit aller
1-Formen auf U ein C(U)-Modul. Fiir jedes f € C}(U) heifit die 1-Form

j=1""

die (d4uBere) Ableitung (oder auch der Korand) von f. Die 1-Form w heifit exakt oder auch
integrabel, wenn w = df fiir ein f € C1(U) gilt (und dann heiBit f eine Stammfunktion von
w). Weiter heifit w geschlossen oder auch lokal-integrabel, wenn zu jedem a € U eine offene
Umgebung V' C U von a existiert, so dafl die eingeschrinkte Form w|V exakt ist.

Sei nun v = (7,...,7v): [o, 3] — U fiir reelle Zahlen o« < [ eine glatte Kurve in U (d.h.
Y () = (Yi(t),...,7,(t)) € R™ existiert und +: [, f] — IR"™ ist stetig). Fiir jede 1-Form
w =y f;jdx; definieren wir dann das Kurvenintegral lings v durch

ﬁ n
/w:: / MO dt wobel bt = Y f(OM(0).

Diese Definition iibertréigt sich miihelos auf stiickweise glatte Kurven. Offenbar gilt im Fall einer
exakten 1-Form w = df wegen h(t) = [f(~(t))]

() / df = F(4(8)) — F(x(a)) .

~

Die Gleichung (x) ist einerseits nichts weiter als der sogenannte Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung, andererseits kann er auch als der Stokessche Satz auf der untersten Stufe
aufgefaflt werden. Der ‘orientierte Rand’ 9 der glatten Kurve + sei die Teilmenge {v(«),v(5)} C
U, wobei der Endpunkt «(3) den Orientierungsfaktor +1 und der Anfangspunkt ~y(a) den Faktor
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—1 zugewiesen bekommt. Wird fiir jedes (positiv orientierte) a € U das ‘nulldimensionale’
Integral [ f einfach als f(a) definiert, so kénnen wir also (*) schreiben in der Form

-]
vy Oy

fiir alle f € C1(U) und alle stiickweise glatten Kurven ~ in U. Wenn diese Formel auch keine neue
Erkenntnis liefert, so macht sie doch schon das Charakteristikum von Sétzen des Stokesschen
Typs augenfillig: Das Integral ldngs v iiber den Korand von f ist das Integral ldngs des Randes
von v iiber f. Betrachten wir nun alles eine Stufe (genauer ‘einen Grad’) hoher:

12.2 Definition Jeder formale Ausdruck

w= Z firdx; A dz, mit  f;, € C(U)
Jk=1

heifit eine stetige (komplex-wertige) Differentialform vom Grade 2 oder auch eine 2-Form auf
U. Dabei sei vereinbart, daf die 2-Formen w =) fji dz; Adxy und @ = fji dz; A dx) genau
dann iibereinstimmen, wenn fiir alle j, k gilt

Fik = fri = Fin — Frj -

Die Gesamtheit aller 2-Formen ist wieder in offensichtlicher Weise ein C(U)-Modul. Fiir alle
J, k gilt aufgrund der Gleichheitsvereinbarung in 12.2, dafl dz; A dzp = —dxy A dr; und damit
insbesondere dx; A dr; = 0 fiir alle j, k gilt. Wir kénnen also jede 2-Form w eindeutig in der
Form

w:ijkd:Uj/\d:rk, f]kGC(U)

j<k

schreiben. Das Symbol A kann als alternierendes Produkt fiir 1-Formen @ = ) f] dx; und
w =Y frdz) definiert werden vermoge

BAw= Y fifedr; Ndug = (fife — fufi)du Aday .
4. k=1

i<k

Die duflere Ableitung (oder auch der Korand) dw der 1-Form w wird dann definiert durch

dw: = Zn:(dfk) Aoy =" (% - %) dzj A dwy, .

dx; Oz
k=1 j<k J &

Fiir jedes f € C?(U) verifiziert man leicht ddf = 0.

Man kann nun das Integral iiber 2-Formen léngs orientierter 2-dimensionaler Fldchen mit Rand
in U definieren und eine zu (*) analoge Stokessche Formel ableiten. Wir wollen das hier nur fiir
den uns interessierenden Fall n = 2 diskutieren, d.h. fiir IR™ ~ C: Sei also U C C eine offene
Teilmenge. Die Koordinaten von IR? ~ € bezeichnen wir mit (z,y) statt (z1, ). Die 1- bzw.
2-Formen auf U haben dann eindeutige Darstellungen p(z) dz + q(z) dy bzw. h(z)dz A dy mit
p,q,h € C(U). Fiir die differenzierbaren Funktionen z = z+iy und Z = x — iy gilt dz = dz+idy,
dz = dx — i dy und folglich dz A dz = 2i dx A dy. Fiir jedes f € CY(U) gilt weiter

:gd gdy:gdz—i-%dz,

4 = 5.9+ 5, 2: %" %
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dabei ist das erste Gleichheitszeichen die Definition der d&ufleren Ableitung und das zweite durch
Einsetzen leicht zu verifizieren.

Sei nun K C U ein Kompaktum mit stiickweise glattem Rand 0K und w = ¢(z)dx A dy eine

2-Form auf U. Wir definieren dann
/w:: //g(z)dxdy .
K K

Fiir unsere Zwecke reicht nun der folgende

12.3 Spezialfall des Satzes von Stokes
Es sei U C C offen und K C U ein Kompaktum mit stiickweise glattem Rand. Dann gilt

/dw:/w
K oK

fiir jede stetig-differenzierbare 1-Form w auf U.

Y2
Wir fithren den Beweis fiir den Fall, da8 K = {(z,y) : Ys l T Y1
a1 < x < ag, /1 <y < P2} ein achsenparalleles -
Rechteck ist. Y4

Dann ist [,,w = f%w + f%w + f%w + f%w. Es geniigt, den Fall w = ¢(z) dy anzunehmen
(w = p(z) dz geht analog). Dann gilt

B2 B1 B2
/w = /w+/w = /q(az,y) dy+/q(a1,y) dy = /(Q(az,y) —q(on,y)) dy
OK Y1 Y3 B1 B2 B1
ﬁQ 0620
://az(z)dxdy:/dw
[ a1 K

wegen dw = % dx A dy fir w = q(z) dy. Der allgemeine Fall 148t sich nun durch ein Approxima-
tionsargument auf den Rechteckfall zuriickfiihren:

a

12.4 Folgerung Die stetig-differenzierbare 1-Form w auf U ist geschlossen genau dann, wenn
dw = 0 gilt.

Beweis. Ist w geschlossen, so gilt lokal w = df und damit dw = ddf = 0. Zum Beweis der
Umkehrung darf angenommen werden, daf fir dw = h(z)dz A dy gilt: Re(h(z)) > 0 fiir alle
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z € U. Dann liefert 12.3 sofort Re( [, w) > 0 fiir jedes achsenparallele Rechteck K C U, d.h. w
ist nicht geschlossen. |

Fiir jedes f € C*(U) und w = f(z)dz ist offenbar dw = %d? A dz. Wegen 12.4 ist folglich
w = f(2)dz genau dann geschlossen, wenn f holomorph ist. Es sei darauf hingewiesen, daf§ wir
dieses in 7.7 bereits allgemeiner fiir alle f € C(U) bewiesen haben. Fiir holomorphes f und
w = f(z)dz gilt also dw = 0, und wir erhalten 6.16 direkt aus 12.3 mit

aéf(z)dz:I[dwzo.

Man kann nun auch eine Cauchysche Integralformel fiir C'-Funktionen aufstellen: Sei etwa U C C
offen und f € C'(U). Sei ferner K C U ein Kompaktum mit stiickweise glattem Rand und a
ein Punkt im Innern von K. Fiir jedes € > 0 hinreichend klein hat dann auch das Kompaktum
K.:= {z € K:|z —a| > ¢} stiickweise glatten Rand, und es gilt mit Stokes fiir die 1-Form

w = % dz
27
/w = /w+ /w = /dw—l—i/f(a—i—ee“)dt.
OK 0K, |z—a|=¢e K. 0
Wegen dw = %d? A dz erhalten wir daraus im Limes fiir ¢ — 0

= — — | ——dz ANdZ .
f(a) 211 zZ—a Z+27ri zZ—a § *
0K K

IO 1/af/az

Es sei darauf hingewiesen, daf der letzte Term dieser Cauchyschen Integralformel fiir C!-Funk-
tionen ein uneigentliches Integral ist, das aber nach Einfithrung von Polarkoordinaten um a zu
einem eigentlichen Integral wird.

Man kann allgemeiner Differentialformen beliebigen Grades einfiithren (und benétigt diese auch).
3-Formen haben etwa die Darstellung

w = Z fijkdl'i/\dl‘j/\dk.

i<j<k

Mit QP(U) werde der C(U)-Modul aller stetigen p-Formen auf U bezeichnet. In einheitlicher
Form werden Differentialformen iiblicherweise als alternierende Multilinearformen auf Tangen-
tialrdumen eingefiihrt.

13. Homologe Versionen der Integralformeln

Im folgenden sei stets D C € eine offene Teilmenge und I': = I'(D) die Menge aller stiickweise
glatten, geschlossenen Kurven in D.

13.1 Definition Jede endliche formale Summe

p
c:chfyk ck €C, peN, v, €T
k=1

heifit ein (komplexer stiickweise-glatter) Zyklus in D (oder auch eine geschlossene Kette). Sind
die Koeffizienten ¢ in IR oder gar in Z, so spricht man auch von einem reellen oder ganzzahligen.
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Natiirlich muf} in dieser Definition gesagt werden, wann zwei formale Summen iibereinstimmen sollen.
Dazu ist es bequemer, formale Summen der Gestalt

c= Z v, cyeC
yET

zu benutzen, wobei ¢y # 0 nur fiir endliche viele 4 € T gilt. Dann soll Y cyy = > ¢,y gelten, wenn
cy = ¢y fiir alle y € T' zutrifft. Dann ist klar, dal die Menge Z'(D) aller 1-Zyklen in offensichtlicher
Weise ein komplexer Vektorraum mit I' als Basis ist.

Ist etwa i (t) = k + ret fiir t € [0,27] und r: = 3/2,
so veranschaulichen wir uns den ganzzahligen Zyklus
c =1 — 272 + 37 als:

Ist ¢ = > cpyi ein 1-Zyklus in D, so definieren wir fiir jede stetige 1-Form w auf D das Kur-

venintegral langs ¢ durch
/ Ck/'y
k

In diesem Sinne kann | als Bilinearform Z'(D ) x QY(D) — C aufgefafit werden.
Die Spur des Zyklus ¢ = Y cxy, definieren wir als

o):=J Sp(m)

(wobei in der Darstellung von ¢ vorausgesetzt sei, daf die 7, paarweise verschieden und alle
Koeffizienten ¢, # 0 seien). Der Index I(c,w) von ¢ in w € W:= C\Sp(c) ist wie in §7 definiert
als

1 dz

I(C,w)::% —w

ecC.

Als Funktion in w ist diese lokal-konstant auf W (und ganzzahlig, wenn ¢ ganzzahlig ist). Ebenso
wie in §7 heifit
Inn(c): = {w € W:1(c,w) # 0}

das Innere des Zyklus ¢ (kann auch fiir ¢ # 0 leer sein). Offenbar gilt Inn(c) C [J, Inn(vyx).

13.2 Definition Der Zyklus ¢ in D heifit nullhomolog in D (oder auch ein Rand in D), wenn
Inn(D) C D gilt.

13.3 Beispiel Definiere v, auf [0,27] durch v,(t) = re’. Dann ist 41 nicht nullhomolog in C*,
aber 5 — 71 ist nullhomolog in C*.

13.4 Bemerkung Fiir jede stiickweise glatte, geschlossene Kurve «v in D gilt:
~ nullhomotop in D =~ nullhomolog in D.

Beweis. Sei w € C\D. Dann ist f(z) = (z — w)~! holomorph auf D und folglich

d
[
N2 =W

d.h. w ¢ Inn(y) und somit Inn(y) C D. a

Die Umkehrung ist falsch, wie folgende Kurve v in
D = C\{a, b} zeigt:

~ ist nullhomolog aber nicht nullhomotop in D. Wird
allerdings ~ in den Kreuzungspunkten aufgeschnitten
und entsprechend der Orientierung anders wieder zu-
sammengesetzt — dndert das Kurvenintegral nicht —
ergibt sich eine in D nullhomotope Kurve.
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13.5 Satz Sei D C C offen und c ein in D nullhomologer Zyklus. Dann gilt fiir jede auf D
holomorphe Funktion f, jedes n € IN und jedes a € D\Sp(c)

(i) / f(2)dz=0

i eaf® =50 [ L0

21

Beweis. (Nach Dixon, vergl. Lang) Es geniigt, (ii) fiir den Spezialfall n = 0 zu beweisen, denn
fiir beliebiges n ergibt sich die Formel durch Differentiation — ebenso folgt (i) aus (ii) unter
Verwendung der Funktion g(z):= (z — a) f(z) wegen

/Cf(z)dz:/c 9) 4 — 1 (e, a)2rigla) = 0.

zZ—a

Ziel ist also der Beweis von

e are) = 5 [ S ac

fiir alle z € D\Sp(c). Definiere zunéchst 6: D x D — € durch

GEF ORI
0(¢,2) = (—=z <7
7'(2) (==

Behauptung 1 0 ist stetig auf D x D.
Es geniigt, die Stetigkeit von § in jedem Punkt (a,a) € D x D zu zeigen. Dazu wihle eine offene
Kreisscheibenumgebung U C D von a. Fiir alle (, z € U gilt dann auch

6<<,z>=/0 Flz+tC—2))dt |

denn fiir ( = z ist das trivial und fiir ( # z folgt das aus der Tatsache, dafl dann
(¢ —2)7tf(z + t(¢ — 2)) eine Stammfunktion in ¢ des Integranden ist. Folglich ist g stetig auf
U x U und damit auf D x D.

Definiere nun g: D — C durch
2= [ 8¢,y dc

Behauptung 2 Es gibt eine holomorphe Funktion h: C — C mit g = h|D.

Fiir jedes feste ¢ ist §((, z) stetig und damit wegen 5.7 holomorph als Funktion von z. Wegen
7.10 ist also g holomorph auf D. Wegen ¢ nullhomolog in D gilt K:= Sp(c) U Inn(c) C D.
Das Komplement G: = C\ K ist als Vereinigung von (offenen) Zusammenhangskomponenten von
C\Sp(c) selbst offen, d.h. K ist abgeschlossen in C. Es existiert ein R > 0 mit Sp(c) C {|z| < R},
d.h. {|]z| > R} N K = (), d.h. K ist beschrénkt in € und folglich kompakt. Definiere h € H(G)
durch

(13.6) h(z):= / g(—oz dc.

Fiir jedes z € D NG gilt dann

0 -o:) = [ (ZL =sic.a)ac= [ L ac—amisonce.z) o,
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was die Behauptung beweist.
Aus 13.6 folgt sofort lim|,|_., [h(2)| = 0. Mit Liouville erhalten wir daraus h = 0. Fiir alle
z € D\Sp(c) gilt somit

/Cf(_C)ZdC—%riI(c,z)f(z):g(z):O. O

Wir erhalten als Folgerung

13.7 Residuensatz (Homologe Version) D C C offen, A C D eine in D diskrete Teilmenge
und f € H(D\A). Ist dann ¢ nullhomologer Zyklus in D mit Sp(c) N A = (), so gilt

/f(Z) dz = 2mi Z I(c,a)Resgf(a) .

a€A

Beweis. K:= Sp(c) UInn(c) C D ist kompakt (vergl den Beweis von 13.5). Also ist K N A

endlich, d.h. K N A = {a4,...,a,} fiir paarweise verschiedene a; € K. Wie im Beweis von
10.2 seien kompakte Kreisscheiben K1, ..., K, gewéhlt. Fiir ¢;:=I(c, a;) und v;: [0, 27] — 0K
definiert durch 7; () = a; + €€’ ist dann

s
c:=c— Z Civj
j=1
ein Zyklus mit Inn(é) C D\A, d.h. ¢ ist nullhomolog in D\A = [ f(z)dz = 0 und somit

/f(z)dz = ch ‘f(z)dz = 2mi Z I(c,a;)Resf(a;) . a

i=1

Es sei darauf hingewiesen, dafl 13.7 wegen 13.4 insbesondere 10.3 beweist.
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14. Ubungsaufgaben

Man zeichne folgende Mengen:
1. A;:={2z€C:|z—a|>r},acC, r>0.
2. A:={z€ C:0<Re(iz) < 27}.
3. Az:={z€ C:Re(z?) <c}, ce R.
4. Ay:={z€C:|z|=clz+1]}, ¢>0.

Welche dieser Mengen sind offen, abgeschlossen, zusammenhéngend?

Man zeige, daf fiir alle komplexen Zahlen z, w gilt:
|z —w|? = |2]? + |w|? — 2Re(zw) und
|z +w]? + |z —w]* = 2(]z]* + |w|?) .

Man deute das Ergebnis anschaulich geometrisch.

Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen f;: D; — IR, j = 1,2, 3, wobei
L. fi(2) = Im(exp(2))
2. fa(z) = |sin z|

3. f3(z) = |22 — 227!
mit Di:={z € C: [Im(z)| <7, |[Re(z)| <1}, Do:=1i- Dy und D3: = {|z| < 2,23 # 22}.

Sei p(z): = azZ + bz + bz + ¢, wobei b,z € C, a,c € IR und ac — bb < 0.

1. Zeigen Sie, daf} die Gleichung p(z) = 0 eine Kreislinie oder eine reell-affine Gerade in der
komplexen Ebene darstellt.

2. Zeigen Sie, dal jede Kreislinie und jede reell-affine Gerade in der komplexen Ebene die
Gestalt {z € C : p(z) = 0} mit einem p der obigen Form hat.

3. Was stellt die Menge D:= {z € C : p(z) > 0} dar?

Sei S:={z € C : |z| = 1} die Einheitskreislinie und f: C — C eine Funktion.

Welche Bedingung mufl f(¢)/t fiir ¢t € S erfiillen, damit der Vektor f(¢) ‘tangentiell’ an S im
Punkte ¢ ist. Testen Sie dieses fiir die Funktion f(2): = a—a&z? mit a € € beliebig, und skizzieren
sie f als Vektorfeld im Falle o = 1.

Gegeben seien auf C die Funktionen sin z: = (eiz - e_iz)/Qi , COSZzZ:= (eiz + e_iz)/g.
1. Berechnen Sie deren Nullstellen.
2. Berechnen Sie sin? + cos?.
3. Skizzieren Sie die Menge {z € C : |sinz| < 1} (Vergl. Aufgabe 3).

4. Berechnen Sie die Ableitung von sin und von cos.
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7. Esseien A, B C C offene Teilmengen und f: A — B, g: B — € Funktionen derart, daf§ f in
a € Aund g in b: = f(a) reell differenzierbar sind. Definiere f: A — C durch f(2):= f(z).

() = @ wa () =Gl

2. Beweisen Sie die Kettenregel fiir die Wirtinger-Ableitungen:

1. Beweisen Sie

ogof), g, Of
10 (0= 900 9 0y 4 92 )

of
5z W= 5,0 gz @550 5z

8. Sei f(z):=22%z — 222 fiir alle 2z € C.

1. Berechnen Sie fiir diese Funktion die partiellen Ableitungen

8f 8f 8f unda—f
ox’ Oy’ 0Oz 0z

2. In welchen Punkten a € C ist f komplex differenzierbar? Berechnen Sie in diesen Punkten
den Wert f'(a).

9. Man beweise oder widerlege: Es existiert eine holomorphe Funktion f auf C, so dal Re(f) = u
mit

1. u(2):= 23 — 62%y — 3zy? + 23
2. u(z):= 2% — 622 — 3xy? + 2y%.

10. Sei K C C das kompakte Rechteck mit den Eckpunkten £1 + i. Man berechne durch direkte
Anwendung der Definitionen die Integrale

/ und /Re(z)dz.

11. Sei f = u + v mit u = Re(f) eine holomorphe Funktion auf dem Gebiet D C C. Zeigen Sie,
dafl f konstant ist, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1. |f] ist konstant,
2. Es gibt eine differenzierbare Funktion F:IR* — IR, deren partielle Ableitungen in keinem
Punkt gleichzeitig verschwinden und fiir die F'(u,v) = 0 gilt.

12. Sei 1 (t): = (cos t)et und o (t): = (cos 2t)e’t fiir 0 < t < 27 sowie y3(t): = te?™ fiir 0 <t < 1.

1. Man skizziere die Wege 71, Y2, V3.

2. Man berechne die Linge von ~;.
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3. Man berechne fiir £ = 1,2,3 das Integral I:= / ze*dz . (Hinweis: Finde eine Stamm-

Vi
funktion).

1. Zeigen Sie, da8 G:= {re : r > 0 und |t| < 7} ein einfach-zusammenhingendes Gebiet in
C ist. Skizzieren Sie dieses.

2. Zeigen Sie, da durch f(re®):=In(r) + it eine Funktion auf G mit exp(f(z)) = z fiir alle
z € G definiert wird.

3. Sei f = u+ iv die Zerlegung von f in Real- und Imaginérteil. Berechnen Sie u(zx,y) und
v(z,y) explizit und zeigen Sie mit Hilfe der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen,
dafl f holomorph ist.

Sei D C C* ein Gebiet mit 1 € D, und es sei f eine Stammfunktion von 1/z auf D mit f(1) = 0.
Man zeige

1. Fiir jedes r > 0 existiert ein w € € mit |w| =r und w ¢ D.
2. exp(f(z)) = z fiir alle z € D. (Hinweis: exp(f(z))/z ist konstant!)

3. Es existiert genau eine stetige Funktion ¢: D — IR mit ¢(1) = 0 und z = |z]e*(?) fiir alle
z€D.
( f heiBt Hauptzweig des Logarithmus auf D, vgl. auch Aufgabe 13.)

Sei I C IR ein Intervall, D C C offen, f € H(D) und F: I — C differenzierbar.

1. Man gebe eine notwendige und hinreichende Bedingung an F’ dafiir an, dafl F' eine Stamm-
funktion von f ldngs einer glatten Kurve ~: I — D ist.

2. Man bestimme mit Hilfe von Teilaufgabe (1.) eine Stammfunktion F' von f léngs ~ fiir
I=TR, y(t):= e, a € C*, f(z) = L und D:= C*. Skizziere v in Abhéngigkeit von « in
den typischen Fillen.

Die geschlossenen Kurven 7, 72: [—1,1] — €™ seien definiert durch
mn(t):=1+2[te’™, yo(t): =" .

1. Man berechne unter Verwendung des Integralsatzes von Cauchy das Integral

dz

’le

2. Sind 71, 72 homotop als geschlossene Kurven in C*?

Seien U C C offen, o(z): = Z die Konjugationsabbildung auf C und f:U — C eine Funktion.
Man zeige:

1. U%:=0(U) ist offen in C .

2. Die Funktion f ist genau dann holomorph in U, wenn f?:= o o f o ¢ holomorph in U? ist.
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Sei K:={z€ C :|z| <1} und f eine auf K definierte stetige Funktion die im Inneren von K

holomorph ist.
/ f(z)dz=0 .

|z|=1

Man zeige:

Es sei D C € ein Gebiet und f eine auf D holomorphe Funktion mit tan(f(z)) = z fiir alle
z € D (genannt Zweig des Arcustangens).

1. Man berechne f’(z) und zeige D C C\{+i}.

2. In D:= {z € C : Re(z) # 0 oder |Im(z)| < 1} existiert genau ein f mit f(0) = 0 und
tan(f(z)) = z. (Hauptzweig)

3. Das Gebiet D in (2) ist maximal in dem Sinne, dafl auf keinem echten Obergebiet von D
ein Zweig des Arcustangens existiert.

(Hinweis: 1% ist Linearkombination der Funktionen -1~ und -1-)
+z z+1 z—1

Aus der reellen Analysis ist bekannt, daf} die reelle Funktion arctan(z) Stammfunktion von

1422
ist und deshalb insbesondere N
oo

1
/dm =7
14 22

—0o0

gilt. Man gebe einen alternativen Beweis fiir diese Gleichheit unter Verwendung des Cauchyschen
Integralsatzes an.

(Hinweis: Betrachte fiir K,:={z € C : Im(z) > 0, |z — i| < r} Integrale der Form

1
/szd”

0K,

Sei D = {z € C : Re(z) # 0 oder |Im(z)| > 1}
1. Ist D einfach zusammenhéngend?

2. Existiert ein Zweig des Arcustangens auf D?

Berechne mit Hilfe der Integralformel von Cauchy folgende Integrale:

/ = 1;152 —12 / imfz) dz / ;fi(’;é dz

|z4+1|=1 |z|=2 |z42i|=3

Seien a,b € C fest gegeben. Man bestimme die Menge aller Werte des Integrals
1
2mi ) (z—a)(z—b) ’

~

wobei ~ alle stiickweise glatten, geschlossenen Kurven in C \ {a, b} durchliuft.
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24. Sei D ein Gebiet in € und f eine auf D stetige Funktion. Sei 2 C € die Menge aller fvf(z) dz,
wobei ~ alle stiickweise glatten, geschlossenen Kurven in D durchléuft.

1. Man zeige, dafl 2 eine Untergruppe von C ist.
2. Man gebe ein Gebiet D und ein f € C(D) an, fir die Q = Z +iZ gilt.

3. Kann f in (2) nicht-holomorph gewé#hlt werden?

25. Sei D C C ein Gebiet mit D = —D. Man zeige

26.

27.

28.

29.

30.

1. Jedes f € H(D) hat eine eindeutige Darstellung f = g + u, wobei g,u € H(D) gerade (d.h.
g(—z) = g(2)) bzw. ungerade (d.h. u(—z) = —u(z)) sind.

2. Sei K C D ein Kompaktum mit stiickweise glattem Rand 0K und a € D ein fester Punkt.
Welche Bedingung muf a erfiillen, damit fiir alle f € H(D) und g,u wie in (1)

a (2)
u(a) = 5w | a2 dz
OK

gilt. Stelle eine entsprechende Integralformel fiir g(a) auf.

f und g seien holomorphe Funktionen auf € mit f(z) = g(1/z) fiir alle z € C*. Man zeige, da8
f und g konstant sind.

Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 sei f,(2): = n~?sin(nz). Man bestimme alle z € C, fiir die die

Reihe Z fn(z) absolut konvergiert.

n>1

Es sei

f::chX"GF::G][[X]]

n>0

eine formale Potenzreihe. Man gebe eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, daf3
f in F invertierbar ist.

Insbesondere gebe man eine Rekursionsformel fiir die Koeffizienten von f~! an.

Sei H:={z € C : Im(z) # 0 oder Re(z) > 0} und log der Hauptzweig des Logarithmus auf H.

1. Man entwickle log um jeden Punkt a € H in eine Potenzreihe und bestimme deren Konver-
genzgebiet H,. Die darauf reprisentierte holomorphe Funktion werde mit f, bezeichnet.

2. Fiir welche Punktepaare (a,b) in H gilt —1 € H, N Hy und f,(—1) # fi(—1).

Man berechne die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen:

1.

Znaz", aelR,

n>1

Z(l — l/n)"zz” ,

n>1
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3 DR

n>0

Sei f eine auf € holomorphe Funktion. Man zeige, da3 f ein Polynom ist, falls eine der folgenden
Bedingungen erfiillt ist:

1. Es gibt ein n € IN mit f() = 0.
2. Es gibt ein Polynom p € C[X] mit |f(2)| < |p(z)| fiir alle z € C.

Man entwickle die Funktion f in eine Potenzreihe um den Nullpunkt und bestimme den Kon-
vergenzradius:

1. f(z):= 2;:—13
2. f(z):=log(1+2) .

Es sei D C € ein beschrinktes Gebiet und f eine auf dem Abschlu8 D von D nicht-konstante
stetige Funktion, deren Einschriankung auf D holomorph ist. Man zeige:

1. Ist |f| konstant auf dem Rand 0D von D, so hat f eine Nullstelle in D.

2. Gilt die Aussage in (1) auch dann, wenn die Beschrénktheit von D nicht vorausgesetzt wird?

1. Sei u: = exp(27i/n), n > 0 ganz. Man zeige, daf die Zahlen v, k = 1,...,n, genau die n
verschiedenen Nullstellen des Polynoms 2™ — 1 sind (genannt die n-ten Einheitswurzeln).

2. Man zeige, daf die Menge H aller Einheitswurzeln eine dichte Teilmenge von T: = {zeC:
|z| =1} ist (d.h. H =T).

3. Man finde das Konvergenzgebiet D der Reihe g(z):= Y 22" und zeige, daB8 die Funktion

n>0
g: D — C in keinen Randpunkt von D stetig fortsetzbar ist.
(Hinweis: Fiir 0 < ¢t < 1 und u € H betrachte }mri lg(tw)].)
Man zeige:

1. Fiir jedes nicht-konstante f € H(C) ist f(C) dicht in C.

2. Ist a eine wesentliche Singularitéit der holomorphen Funktion f € H(D), so ist fiir jede
Umgebung U C € von a die Menge f(U N D) dicht in C.

Hinweis: Betrachte Funktionen der Form g(z) = (f(z) —¢)™!

Essei f eine auf D:= {z € C : |2| < 5,]|z—2| > 1,|2 42| > 1} holomorphe Funktion. Man zeige:
Es gibt eine eindeutig bestimmte Darstellung

z—2 + z+2
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mit a,b € C und g € H(D).

37. Man entwickle die Funktion f(2):= ((z —i)(z —2))~! um a = 1 in eine Laurentreihe so, daf die
Reihe fiir

1Lz2=1/2 2.2=1i/2 3.2 =2

konvergiert. Welches sind die genauen Konvergenzgebiete der Reihen?

38. Man bestimme die Singularitdten der folgenden Funktionen und gebe an, von welcher Art sie

sind:
L f(2):= 5/ — 1),
2 f(2)i= (1-¢)/(1+¢),
3. f(2):=(sinz+cosz)™1,
4. f(z):=exp(=1/z),
5. f(2):=1/sin(r/z)

39.

1. f, g seien holomorphe Funktionen auf dem Gebiet D C €. Man zeige, daf fiir h: = f/g und
jedes a € D mit g(a) = 0 und ¢’'(a) # 0 gilt: Resp(a) = f(a)/g'(a).

2. Man berechne Resy (a) fiir jedes a € €, wobei
i h(z):= (2(e* —1))7!
ii. h(2):= (2(z — 7)) 2,
iii. h(z):= (+z)1,n€]N.
40. Es sei D C C ein Gebiet mit der folgenden Eigenschaft: z € D,;t € IR = z 4+t € D. Sei ferner
f eine auf D holomorphe Funktion mit f(z + 1) = f(2) fiir alle z € D. Man zeige:

1. Es gibt einen Kreisring K = {z € C : r < |z| < R}, 0 < r < R < 400, und eine auf K
holomorphe Funktion g mit f(z) = g(exp(2miz)) fiir alle z € D.

2. f besitzt auf D eine kompakt konvergente Reihendarstellung

+oo
f(z Z cpexp(2nmiz) mit ¢, = / fla+t)exp(—2nmi(a +t))dt

fiir jedes a € D (die Integrale héingen nicht von der Auswahl von a ab).

41. Es sei D C R? ein beschrinktes Gebiet und {p1,p2,...,pr} eine endliche Menge von Punkten
in IR? \ D. Fiir jeden Punkt p € IR? sei f(p) das Produkt aller euklidischen Abstéinde von p zu

P1,D2,---,Pr-

1. Man zeige, da8 f auf D — aber nicht auf D — das Maximum (Minimum) annimmt.

2. Welche der beiden Aussagen in (1) gelten fiir beschrinkte Gebiete D C IR entsprechend?

42.
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1. Seien D C C offen, a € D und f eine auf D \ {a} holomorphe Funktion, die im Punkte a
einen Pol der Ordnung 2 hat. Man zeige:

g(2):=(z—a)’f(2), z€D\{a},
ist holomorph in a fortsetzbar und Resy(a) = ¢'(a).

/ e'* dz
2(22+1)2°

|z|=3

2. Man berechne

43. Es sei ¢ € C fest gewidhlt. Man betrachte die Menge F aller holomorphen Funktionen w =
w(z), die in offenen zusammenhingenden Umgebungen der 1 € C* definiert sind und dort der
komplexen Differentialgleichung w’ = cw/z geniigen. V' C O; sei die Menge aller derjenigen
holomorphen Funktionskeime, die von Funktionen f € F im Punkt 1 induziert werden.

1. Man zeige, dafl V' ein komplexer Vektorraum der Dimension 1 ist (differenziere Quotienten
von Losungen).

2. Man gebe ein nicht-triviales Element aus V explizit an und zeige, dafl jeder Keim aus V
lings jeder Kurve v in C* mit Anfangspunkt 1 analytisch fortgesetzt werden kann.

3. Fiir die geschlossene Kurve ~(t): = exp(2mit), 0 < t < 1, bestimme man den zugehorigen
Monodromieoperator auf V' in Abhéngigkeit von c.
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15. Einige Symbole

N,Z, R, C
o

T

arg(2)
Sp(v)
f'(a)
df/dz(a)
C(D)
H(D)

exp

(D)

[, (=) dz
L(v)

| f(z)d=
0K

I(v,w)
Inn(vy)

fm

Fi= C[X]
S:= C[X]
R(f)
K:=C(X)
arctan(z)
wy(a)

SQ

af/8z7 3f/az

natiirliche, ganze, reelle, komplexe Zahlen
Gruppe der komplexen Zahlen # 0

Gruppe der komplexen Zahlen vom Betrag 1
Argument von z

Spur der Kurve ~

komplexe Ableitung von f in a

= J'(a)

Raum der stetigen Funktionan auf D

Raum der holomorphen Funktionen auf D
komplexe Exponentialfunktion

Wirtinger Ableitung nach z, nach z

Raum der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf D
Krvenintegral langs ~y

Bogenldange von v

Integral iiber den orientierten Rand von K

Index, Windungszahl von ~ in w

Das Innere der Kurve ~

n-te komplexe Ableitung von f

Ring der formalen Potenzreihen in X iiber C
Polynomring iiber C

Konvergenzradius von f

Ring der konvergenten Potenzreihen .
Hauptzweig des Arcustangens
Nullstellenordnung von f in a
Einheitssphire im IR?

unendlich ferner Punkt in C

Riemannsche Zahlenkugel

Polstellenmenge von f . .

Ring der meromorphen Funktionen auf D
Residuum von f in a

Ring der holomorphen Funktionskeime in a

von f in a induzierter Keim
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.19
.21
.21
.21
. 22
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.27
. 28
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in O, Raum der im Gebiet D unbegrenzt analytisch fortsetzbaren Keime 31

dufleres Produkt von Differentialformen
C(U)-Modul der stetigen p-Formen auf U

.33
.35
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