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1. Komplexe Differentialrechnung auf Banachraumen

Zur Einfithrung der Holomorphie auf Banachrdumen wird der Zugang nach Cauchy-Riemann gew&hlt: Holomor-
phie = Komplexe Differenzierbarkeit. Die Aquivalenz mit anderen Definitionen — insbesondere der Weierstrafische
Zugang iiber die lokale Entwickelbarkeit in konvergente Potenzreihen — wird spiter gegeben.

Im folgenden seien E, F' stets komplexe Banachrdume, U C FE eine offene Teilmenge und f : U — F
eine Abbildung (auch F-wertige Funktion genannt). £(E, F') sei der Banachraum aller stetigen linearen
Abbildungen X : E — F versehen mit der Norm ||A|| := sup{ || A(z)]| : z € E, ||z|| < 1}, vergl. Anhang.

1.1 Definition f heifit komplex differenzierbar in a € U (im Sinne von Fréchet) <= I\ € L(E, F)
mit

. 1
lim —
z—a ||z — al

1/(z) = fla) = A(z = a)[| =0

(d.h. f wird in a durch die affine Abbildung 7(z) = f(a) + A(z — a) approximiert).

Man tiberlegt sich leicht, dafl die stetige lineare Abbildung A in 1.1 eindeutig durch f und a bestimmt
ist — sie heifit die Ableitung (auch totale Ableitung oder Fréchet-Ableitung) von f in a und werde mit
df (a) bezeichnet. Eine fiquivalente Charakterisierung wird gegeben durch

1.2 Lemma Die Abbildung f : U — F is genau dann komplex differenzierbar in a € U, wenn eine
Abbildung A : U — L(E, F) mit den folgenden Eigenschaften existiert:

(i) f(z) = f(a)+ A(2)(z —a) firalle ze€U,

(ii) A ist stetig im Punkte a € U (und dann gilt df (a) = A(a)).
Beweis. Sei f komplex differenzierbar in a. Zum Nachweis, dal A mit den Eigenschaften (i) und (ii)
existiert, diirfen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit a =0 € E, f(a) =0 € F und df(a) =0 €
L(E, F) annchmen. Definiere A(z) € L(E, F) fur alle z # 0 aus U durch w — A, (w)-f(z), wobei A\, € E
eine Linearform mit A,(z) = 1 = ||A\.||"||z]| ist (die Existenz einer derartigen Linearform folgt aus dem
Satz von Hahn-Banach, vergl. Anhang A3). Fiir z = 0 setzen wir noch A(0) := 0 € L(E,F). Damit
gilt f(2) = A(2)(z) und, falls z # 0, |A(2)]| = Al f(2)]| = £ (2)]}/]|z||. Daraus folgt lim._o A(z) =
df(0) =0, d.h. die Abbildung A ist stetig in 0.
Wird umgekehrt fiir f die Existenz einer Abbildung A mit den Eigenschaften (i), (ii) vorausgesetzt, so
sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen, die komplexe Differenzierbarkeit in a mit df (a) = A(a) zu
zeigen. O

Es gelten die iiblichen Rechenregeln der Differentialrechnung, so z. B.

d(f + g)(a) = df (a) +dg(a) ,

falls f,g : U — F komplex differenzierbar in a sind, wie auch die Kettenregel

d(go f)(a) = dg(b) o df(a), b:= f(a),

falls f:U — V C F komplex differenzierbar in a € U, g :V — G komplex differenzierbar in b € V
und V' C F offen ist. Ferner ist f stetig in a, wenn f komplex differenzierbar in a ist.

1.3 Definition f:U — F heifit komplex differenzierbar oder auch holomorph <= df(a) € L(E, F)
existiert fiir alle @ € U. Dann heifit df : U — L(E, F) die komplexe Ableitung von f. Ist diese wieder
holomorph (wir werden das spiiter allgemein zeigen), so heifit df := ddf : U — L(E, L(E, F)) die zweite
Ableitung von f — allgemeiner d*f die k-te Ableitung von f. Fiir k = 0 setzen wir d°f := f.

1.4 Bemerkung Dieser Holomorphiebegriff ist offensichtlich invariant gegen Ubergang zu #quivalenten
Normen auf E und F' — héngt also nur von den Topologien auf E, F' ab.

Fiir jedes offene U C F und jedes offene V' C F bezeichnen wir mit H (U, V') die Menge aller holomor-
phen Abbildungen f: U — F mit f(U) C V, und wir sprechen von holomorphen Abbildungen U — V.
Offenbar ist H(U, F') ein komplexer Vektorraum und H(U) := H(U, C) eine komplexe Algebra mit Eins.
Eine holomorphe Abbildung f : U — V heifit biholomorph, wenn f bijektiv und auch f~! holomorph
ist (dann ist insbesondere df (a) : E — F ein linearer Homdomorphismus fiir alle a € U). Existiert eine
biholomorphe Abbildung U — V', so heiflen U, V biholomorph dquivalent. Jede biholomorphe Abbil-
dung g : U — U heifit ein Automorphismus von U. Die Gesamtheit Aut(U) aller Automorphismen von
U ist eine Gruppe beziiglich Komposition, die (holomorphe) Automorphismengruppe von U.
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1.5 Beispiel
(i) Ist f: U — F konstant, so gilt df(a) = 0 fiir alle a € U.

(ii) Ist f : B — F stetig linear, so gilt df (a) = f fir alle a € E (d.h. df : U — L(E, F') ist konstant und
somit d*f = 0).

(iii) Ist f : F — F linear und unstetig, so ist f in keinem Punkt von E komplex differenzierbar.

1.6 Ubungsaufgabe Ist E = F; x --- x E}, (vergl. A.5) fiir Banachrdume FE, ..., Ey, so ist jede stetige
k-lineare Abbildung f: E — F holomorph, und es gilt

k
df(a)(h) = Z f(al, ceey @51, hj,aj_H, ey ak)
j=1
,hk) ek

fiir alle a = (aq,...,ar), h=(h,...

1.7 Beispiel Sei 4 := C™*" der n*-dimensionale Vektorraum aller n x n-Matrizen z = (z;;) iiber C,
wobei ¢ der Zeilen- und j der Spaltenindex sei. Dann ist det : A — C ein homogenes Polynom vom
Grade n, und G := GL(n,C) := {z € A : det(z) # 0} ist die offene Untergruppe aller invertierbaren
Matrizen. Wir behaupten, daf8 die durch f(z) = z~! definierte Inversenbildung f : G — G holomorph
ist. Dazu betrachten wir fiir jede Matrix z = (z;;) die Adjunkte z = (z;;) € A, wobei jedes z;; gerade
die Determinante derjenigen Matrix ist, die aus z entsteht, indem alle Elemente der j-ten Zeile und
der i-ten Spalte durch 0 ersetzt werden, im Kreuzungspunkt dagegen eine 1 gesetzt wird. Dann liefert
z — z ein homogenes Polynom A — A vom Grade n — 1, und nach bekannten Entwicklungssitzen der
linearen Algebra ist 2z = det(z)e fiir die Einheitsmatrix e € A. Dieses zeigt, daf auch die Inversenbildung
f(z) = det(2)~1-Z holomorph ist. a

Die Aussage dieses Beispiels kann von E = C" auf komplexe Banachriume beliebiger Dimension
iibertragen werden, allerdings haben wir im allgemeinen keine Determinante zur Verfiigung.

1.8 Ubungsaufgabe Es seien A := L(E) := L(FE, E) die Endomorphismenalgebra von E und G :=
GL(E) die Gruppe der invertierbaren Elemente von A. Fiir jedes a € A sei L, die durch z — az definierte
Linksmultiplikation — analog sei R, durch z — za definiert. Dann ist G C A offen (vergl. A.1), und
die durch f(z) = 2~ definierte Inversenbildung f : G — G ist holomorph mit

df(a) = —Ryo Ly, b:=a '

fiir alle a € G (d.h. also df(a)(h) = —a~tha™! fiir alle alle h € A). Zum Beweis zeige man fiir das
Einselement e := idg von G und jedes h € A mit ||h|| < 1 die Reihendarstellung

(e—h)! :ihk.

k=0

Zusatz: Differenzierbarkeit kann analog zu Definition 1.1 natiirlich auch im reellen Fall eingefiihrt werden:
Sind etwa X, Y beliebige reelle Banchréume, ist £(X,Y") der (reelle) Banachraum aller stetigen linearen
Abbildungen X — Y, so heifit fiir eine offene Teilmenge U C X eine Funktion f : U — Y (reell)
differenzierbar in a € U, wenn lim,, ., ||z —al| || f(z) — f(a) — A(z — a)|| = O fiir ein geeignetes (und dann
eindeutig bestimmtes) A € £(X,Y) gilt. Wieder schreiben wir df (a) statt A und bezeichnen mit C(U,Y)
den reellen Vektorraum aller iiberall differenzierbaren Funktionen f : U — Y mit stetiger Ableitung
df : U — L(X,Y). Allgemeiner ist C*(U,Y) der Raum aller k-mal stetig differenzierbaren Y-wertigen
Funktionen auf U.

Sind nun wieder E, F' komplexe Banachriume, so konnen diese auch als reelle Banachrdume aufgefafit
werden. Neben L(FE, F') haben wir somit auch den komplexen Banachraum L (E, F') aller stetigen reell-
linearen Abbildungen £ — F. Offenbar gilt L(E,F) = {\ € Lr(E,F) : A(iv) = i\(v) Yv € E}.
Allgemeiner hat jedes A € Lg(E, F) eine eindeutige Darstellung A = A* + A\~, wobei AT komplex-linear
und A\~ konjugiert-linear ist (d.h. A\* € LR(E, F) erfiillt A*(iv) = eiA®(v) fiir e = £ ). Man braucht ja
nur fiir jedes v € E die offensichtlichen Gleichungen

iAv) = iAT (v) + A (v), A(iv) = iAT (v) — A~ (v)
nach AT (v) und A~ (v) aufzulésen. Fiir jedes offene U C E und jede reell-differenzierbare Funktion
f : U — F mit Ableitung df(a) € Lr(E,F) in a € U bezeichnen wir mit df(a) := df (a)* € L(E, F)
den zugehorigen komplex-linearen Anteil und mit df(a) := df(a)~ den konjugiert-linearen Anteil. Die
Holomorphie von f ist offensichtlich dquivalent zur Gleichung df = 0 (und dann gilt df = 9f). Diese
Gleichung ist eine Verallgemeinerung der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichung.
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2. Riickfiihrung auf den eindimensionalen Fall

Wir betrachten holomorphe Funktionen g(z) der einen komplexen Variablen z € € mit beliebigen Zielriumen
F'. Durch Komposition mit beliebigen stetigen Linearformen A\ : F' — C werden daraus C-wertige holomorphe
Funktionen )\ o g im klassischen Sinne.

Im folgenden seien W C C eine offene Teilmenge, F' ein komplexer Banachraum und g : W — F eine
Abbildung. Man {iberzeugt sich dann leicht, dal g genau dann komplex differenzierbar in a € W ist,
wenn

(2.1) ¢'(a) := lim gl —9la) . p

zZ—a zZ—a

existiert (und dieser Limes ist dann dg(a)(1)).

2.2 Satz Ist W C C offen, so ist eine stetige Abbildung g : W — F genau dann holomorph, wenn
Aog: W — € holomorph ist fiir jede stetige Linearform A € F' := L(F,C).

Beweis. Sei Aog holomorph fiir jedes A € F’. Ist dann a € W, so muf} die Existenz von ¢’(a) nachgewiesen
werden. Dazu diirfen wir ¢ = 0 annehmen. Fir r > 0 mit K := {|z|] < r} C W gilt die Cauchysche
Integralformel

dt

1 9(t)

(2.3) 9@ =55 | i—2
|t]=r

fiir alle z mit |z| < r. Zum Beweis wende jedes A € F’ auf beide Seiten von (2.3) an und beachte (A.3),
(A.9). In der iiblichen Weise kann der Integrand in eine Potenzreihe nach z entwickelt werden, die auf
jeder Kreisscheibe |z| < p, p < r gleichméBig konvergiert. Wegen g stetig darf Integration und Summation
vertauscht werden, und wir erhalten fiir g eine auf jedem B, := {|z| < p}, p < r, gleichmiBig konvergente
Potenzreihenentwicklung

(2.4) g(z) = Z ez,
k=0

wobei
_ 1 9(t)
[t|=r
Insbesondere ist also g komplex differenzierbar in a (warum?). O

2.6 Folgerung Ist W C C offen, so ist jede holomorphe Abbildung g : W — F beliebig oft komplex
differenzierbar, und fiir jedes k € IN, a € W, r >0 mit {|z —a| <r} C W gilt
k! (a+1)
E)(g) = 9
9a) = o g At € F.
|t]=r

Beweis. Fiir jedes A € F/ und f:=Xoggilt f' = Aoy’ O

Seien nun wieder E, F' beliebige komplexe Banachrdume, U C F eine offene Teilmengeund f : U — F
eine Abbildung. Fiir jedes ¢ € U und jedes v € E existiert dann eine offene Umgebung W C C mit
a+tv € W fiir alle t € W. Ist dann die durch g(t) = f(a + tv) definierte Abbildung g : W — F
komplex differenzierbar in 0 € W, so heifit d, f(a) := ¢’(0) die (komplexe) Richtungsableitung von f
in Richtung v im Punkte a. Ist insbesondere f holomorph so gilt offenbar stets d, f(a) = df (a)(v).

2.7 Definition Eine Abbildung f : U — F heifit G-holomorph (oder auch holomorph im Sinne von
Gateaux), wenn alle komplexen Richtungsableitungen d,, f(a) existieren fiir a € U und v € E.

G-holomorphe Abbildungen brauchen nicht stetig zu sein — so ist etwa jede unstetige lineare Abbil-
dung ' — F' G-holomorph aber nicht holomorph. Andererseits folgt aus 2.2 unmittelbar

2.8 Satz FEine stetige Abbildung f : U — F ist genau dann G-holomorph, wenn fiir jedes A\ € F' die
Komposition Ao f eine G-holomorphe Funktion auf U ist.

2.9 Bemerkung Nach einem Resultat von Dunford (vgl. [2], p. 126) kann in 2.2 und damit auch in 2.8
auf die Stetigkeit von f verzichtet werden.
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3. Potenzreihen in komplexen Banachridumen

Wir fiihren fiir beliebige komplexe Banachridume den Begriff der formalen Potenzreihe ein. Die zugehorigen Kon-
vergenzgebiete sind vollkommen kreisférmige Gebiete, die natiirlichen Verallgemeinerungen der offenen Kreis-
scheiben in C

Seien E, F komplexe Banachrdume und k& > 1 eine natiirliche Zahl. Fiir jede k-lineare Abbildung ¢ :
E*¥ — F (vgl. Anhang) definiert

p(z):=q(z,...,2), 2z € E,

eine Abbildung p: E — F, die wir auch mit ¢ bezeichnen und k-homogenes Polynom' von F nach F
nennen. Setzen wir

Ipll == sup [[p(z)]| < +oo
e <1

fiir p = q, so gilt offenbar ||p|| < ||¢||. Fiir jede Permutation o € Sy definiert auch
qa(zh s 7Zk) = q(za(l)v ceey Zo‘(k)))

eine k-lineare Abbildung ¢° : E* — F mit § = 6‘? Die k-lineare Abbildung ¢ wird symmetrisch genannt,
falls ¢ = ¢ fiir alle o € Sy, gilt. Offenbar ist

1 o
qs ‘= 73 q
2

eine symmetrische k-lineare Abbildung mit ¢; = ¢. Wir wollen deshalb im folgenden fiir p = ¢ stets
annehmen, dafl die k-lineare Abbildung ¢ symmetrisch ist. Dann ist aber ¢ durch p = q bereits eindeutig

bestimmt, genauer gilt fiir alle hq, ..., hy € E die Polarisationsformel

p tlhl + ... -I—tkhk)
3.1 hi,..., g g .
(3.1) q(h hi) 2’%' i tito -t

Der Beweis von (3.1) ist nicht schwierig, benéstigt jedoch einige Schreibarbeit: Sei S die Menge aller
Abbildungen o : {1,...,k} — {1,...,k} und sei T := {t € R" : |t;| = 1 Vj}. Die Permutationsgruppe S
ist in S enhalten, und es gilt fiir jedes 0 € S

3 toto@ toth) _ {Qk o € Sy
e tito - -ty 0  sonst ,
(denn liegt z.B. j € {1,...,k} nicht im Bild der Abbildung o, so kommen alle Summanden paarweise mit
gegensiitzlichem Vorzeichen vor und heben sich fort). Also gilt

Z p(t1h1+...+tkhk) . Z q(tlhl+...+tkhk,...,t1h1+...+tkhk)

pr tito -ty gt tits -ty
_ Z Z q(to(1)ho(1), to@)Po@)s - - s tok) ho(r))
teT oeS BRI
_ a(l)ta@) a(k)
- ZZ 1 (ha(1)7h0(2)7~"7h0(k,))
ceSteT 12
= 2 Z 0(1)7 0(2)7 SRR} ha’(k)) - Qkk' q(hh h27 cey hk) .
oESk
Daraus ergibt sich insbesondere
kk
(3:2) Il < el < 55l

und folglich ist p genau dann stetig, wenn ||p|| < oo gilt.

t Da der Kérper der komplexen Zahlen unendlich ist, brauchen wir nicht zwischen Polynomen und
Polynomabbildungen zu unterscheiden
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3.3 Ubungsaufgabe Jedes stetige k-homogene Polynom p : E — F ist holomorph, und dp : E —
L(E, F) ist ein (k—1)-homogenes Polynom, genauer

1 z+th
dp(2)(h) = kq(h,z,....2) = 5~ %dt
[t|=1

fiir alle z,h € E, k> 1 und ¢ = p.

3.4 Ubungsaufgabe Es sei q: E¥ — F eine symmetrische k-lineare Abbildung und p = q: E — F das
zugehdrige k-homogene Polynom. Man zeige fiir alle a,h € E:

(i) Es existieren cg,c1,...,c; € F mit
k
pla+th) = chtj firalle teC.
§=0
(ii)
[k 1 pla +th) ) ‘
cj—<j>q(h,...,h,a,...,a)— 3 thdt fiir alle j <k.
j k—j lt[=1

3.5 Beispiel Essei £ = C* mit der Norm ||z]| := |21| + ... 4 || fiir alle z = (21,..., z;,) € €*. Durch

p(z) = 2122 2

wird dann ein k-homogenes Polynom p : F — C definiert — die zugehorige symmetrische k-lineare
Abbildung ¢ : E*¥ — € wird offensichtlich durch

1 o (o2 o
gz, .. k) = o Z 21(1)Z2(2),_.Zk(k)
T oeSy

fiir alle 2, 22,..., 2% € F gegeben, wobei 2% = (z{,...,25) € C* fir i = 1,..., k. Es ist einfach nachzu-

rechnen, da8 ||p(z)|| sein Maximum auf allen Einheitsvektoren z € E fiir z = (1/k, 1/k,...,1/k) annimmt,
d.h. ||p|| = k. Andererseits gilt fiir die Standardbasis {e', ..., e} von C*

qlet,e?,. ., e = 1/k!

d.h. |lg|| > 1/k! und folglich k!||g|| > 1 = k*||p||, was wegen 3.2 die Identitit

kk
lgll = o ]|

impliziert. Die Konstanten in 3.2 kénnen also fiir kein k verbessert werden (wéhlt man allerdings auf c*
die Norm ||z|| ;== max(|z1], ..., |zk|), so gilt fiir die gleichen p, ¢ die Identitét ||p|| = ||q]] = 1).

LEE,F) == {q € L¥(E,F) : ¢ symmetrisch } ist ein abgeschlossener linearer Teilraum und
deshalb selbst ein komplexer Banachraum. Bezeichnen wir mit P (E, F') den Raum aller stetigen k-
homogenen Polynome E — F', so ist wegen (3.2) auch dieses ein komplexer Banachraum und

(3.6) L¥(E,F) — Py(E,F)

q—q

ein linearer Homdomorphismus. Fiir jedes ¢ € £¥(E, F) und p := q schreiben wir auch p := ¢, d.h. p+— p
ist die Umkehrabbildung in (3.6). Fiir k = 0 setzen wir noch Py(E, F) := F.

3.7 Definition Die formale Summe f = > p; heifit eine formale Potenzreihe (von E nach F'),
k=0

wenn p, € Pr(E, F) fir alle k gilt. Diese heifit lokal-gleichmiig konvergent um a € FE, falls eine

Umgebung U von a existiert, auf der die Reihe gleichméflig gegen eine Abbildung U — I konvergiert.
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3.8 Ubungsaufgabe Die formale Potenzreihe p = > pr von E nach F heifit ein (stetiges) Polynom,

wenn p, = 0 bis auf endlich viele Ausnahmen gilt, und dann heift d := max{k : p; # 0} der Grad von

p. Mit P(E,F) C H(E, F) werde der Unterraum aller stetigen Polynome E — F bezeichnet. Man zeige:

(i) p € H(E, F) ist genau dann ein Polynom, wenn fiir ein n € IN die n-te Ableitung d™p identisch
verschwindet.

(ii) Durch ||p|| = sup{||p(x)| : ||z|| < 1} wird eine Norm auf P(E, F') definiert, die nicht vollstindig ist
(E und F mdégen positive Dimension haben).

(iii) Fiir jedes n € IN ist die in (ii) definierte Norm vollsténdig auf dem Unterraum aller Polynome vom
Grad < n.

3.9 Lemma Flir jede formale Potenzreihe f =Y pj und jedes a € E sind dquivalent:
(i) f konvergiert lokal-gleichméBig um a.
(ii) Es gibt eine Umgebung V von a € E und eine Konstante M > 0, so daB fiir alle z € V, k € IN gilt:

I (2)]| < M .

(iii) Es gibt eine Umgebung U von a € E und Konstanten M > 0, 0 < r < 1, so daB fiir alle z € U und
k € IN gilt:
lpk (=) < M .

Beweis. Gilt (i), so existiert eine Umgebung W von a derart, daf > pi(z) gleichméBig in z € W gegen
ein h(z) € F konvergiert. Insbesondere existiert ein kg € IN mit ||h(z) — Zﬁ:o pr(2)] < 1 fiir alle k& > k.
Somit gilt auch ||pr(z)|| < 2 fur alle z € W und alle & > ko. Da alle pj stetig sind, existiert folglich
eine Umgebung V- C W von a und ein M > 2 mit ||pr(2)]] < M fiir alle k¥ < ko. Es gelte (ii). Wihle
0<r<1so,dal a €U :=rV erfiillt ist. Dann gilt (iii) mit diesen Daten. (iii) = (i) folgt sofort aus der
Konvergenz der geometrischen Reihe Y 7F. O

3.10 Definition Das Gebiet D C E heifit kreisférmig, wenn tD = D fiir alle t € T gilt, wobei T die
Gruppe der komplexen Zahlen vom Betrag 1 sei. Das kreisformige Gebiet D C E heifit vollkommen
kreisférmig (oder auch ausgeglichen), wenn zusitzlich tD C D fiir alle ¢ € [0, 1] gilt.

Das Gebiet D C F ist also genau dann vollkommen kreisformig, wenn ¢tD C D fiir alle ¢t € ID gilt,
wobei ID := {z € C : |2| < 1} der offene Einheitskreis in C ist. Oder dquivalent, wenn fiir jede komplexe
Gerade L in E mit 0 € L der Durchschnitt L N D eine offene Kreisscheibe in L um 0 € L ist.

3.11 Folgerung Seien f = > py eine formale Potenzreihe und D C E die Gesamtheit aller a € E, um
die f lokal-gleichméfig konvergiert. Dann ist D ein vollkommen kreisformiges Gebiet in E.
Beweis. Es sei a € D. Wegen 3.9 gilt ta € D fiir alle ¢t € € mit 0 < [¢{| < 1. Es existieren Konstanten
M,e > 0so, da} ||px(a + h)|| < M fiir alle h € E mit ||| < e gilt. Aus 3.4.ii fiir j = k folgt

Il = || [ 2i M ar] < a

lt]=1

fiir ||| < € und damit 0 € D wegen 3.9.

Wir wollen D das Konvergenzgebiet der Potenzreihe f = > p, nennen. f heifit konvergente
Potenzreihe, wenn D nicht leer ist. f kann dann auch als Abbildung f : D — F angesehen werden. Aus
Lemma 3.9 fiir a = 0 folgt leicht, dafl f in 0 € E komplex differenzierbar ist und da8 df (0) = p; € L(E, F)
gilt.

3.12 Definition Die Abbildung f : U — F heifit analytisch (genauer komplex analytisch), wenn zu
jedem a € U eine konvergente Potenzreihe Y p;, und eine Umgebung V' C U von a existiert mit

oo

(3.13) flz)= Zpk(z —a) firale zeV.
k=0

3.14 Bemerkung Jede analytische Abbildung ist holomorph. Die Umkehrung dieser Aussage zeigen wir
spater.

Die Potenzreihe Y py in 3.12 hiingt vom Punkt a € U ab — so ist z. B. pg = f(a) und p; = df (a).
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3.15 Ubungsaufgabe Fiir jede formale Potenzreihe f =Y p;, von E nach F heifit

1
= ——————— < 400
lim sup &/||pk||
k—oo

der zugehdrige Konvergenzradius. Man zeige
r = sup{p>0:f konvergiert gleichmaBig auf B,},

wobei B, die offene Kugel mit Radius p um 0 € E ist.

Zusatz Jedes k-homogene Polynom p : E — F' ist G-holomorph, und es gilt fiir alle hy,...,hr € E und
q := p die iterierte Cauchysche Integralformel (vergl. 3.3)

p(tihy + ...+ tghy)
1 ! ... ...
(3.16) k! q(hq, Jhi) = 27m / / (it 1) dty - - dty

[ti|=1 [tx|=1

Die Polarisationsformel (3.1) kann somit als reelle Cauchysche Integralformel aufgefafit werden, wobei
k-mal iiber den Rand {£1} der ‘reellen Kugel [—1, 1] integriert’ wird.

4. Der endlich-dimensionale Fall

Wir studieren in diesem Abschnitt Abbildungen f : U — F', die in einer offenen Teilmenge U des n-dimensionalen
Zahlenraumes E = C"™ definiert sind und Werte in einem beliebigen komplexen Banachraum F' haben.

Je zwei Normen auf C" sind bekanntlich dquivalent — wir entscheiden uns hier fiir die Maximum-Norm

Iz|| :== max( |z1],. .-, |za| )
fir z = (z1,...,2,) € C". Im Gegensatz zu 3.5 bezeichnen wir hier die Standardbasis des C" mit
{e1,...,ey} (im folgenden seien obere Indizes stets Exponenten).

Es seien wieder U C C" eine offene Teilmenge, F’ ein beliebiger komplexer Banachraum und f : U —
F eine Abbildung.

4.1 Definition f heifit partiell holomorph, wenn fiir jedes a € U und jedes 1 < j < n die komplexe
Richtungsableitung

8f/3zj(a) =d, f(a) = tliirg)t_l(f(a +tej) — f(a)) € F
existiert, genannt die j-te partielle (komplexe) Ableitung von f in a.

4.2 Definition Fiir jedes ¢ € F und jeden Multi-Index v = (v1,...,v,) € IN” heifit p : C" — F definiert
durch

p(z) :=cz” i=cz{tz? 20
ein (F-wertiges) Monom vom Grade |v| := vy + ... +v,. Dabei sei IN := {0,1,2,...} die Menge der

natiirlichen Zahlen inklusive 0.

Man iiberzeugt sich leicht, daf§ jedes Monom vom Grade k auch ein stetiges k-homogenes Polynom
im Sinne des vorhergehenden Paragraphen ist (vergleiche den Spezialfall in 3.5). Umgekehrt gilt auch
(ohne Stetigkeitsvoraussetzung)

4.3 Lemma Jedes k-homogene Polynom p : C" — F ist holomorph und besitzt eine eindeutige Darstel-

lung
p(Z) = ZCDZV )

wobeli iiber alle v € IN" mit |v| = k summiert wird und

1 oFp
14 y = el (0) € F
(44) @ = Jomom O €

fiir v!:= ylwo! - v, gilt.
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Beweis. Sei q := p die zu p gehorige symmetrische k-lineare Abbildung. Dann gilt also
n n
p(Z) = Q(Za ) Z) = q(z Ri1Ciyy e Z Zikeik> - Z Ziy Zig -+ - Zikq(eiU' c eik) )
i1=1 ir=1 i1yenin=1
wobei jeder Summand ein Monom vom Grade k ist. Die Eindeutigkeit folgt sofort aus 4.4. O

Jede formale Potenzreihe

f= Z Dhe (1-fache Potenzreihe)
k=0
kann also eindeutig in der Form
f= Z (- (n-fache Potenzreihe)
Ve]N’n,

geschrieben werden. Beide Reihen haben i.a. unterschiedliche Konvergenzgebiete. Dabei heift f gleich-
mifig konvergent auf einer Teilmenge V' C C™ gegen eine Abbildung h : V' — F, wenn zu jedem € > 0
eine endliche Teilmenge Iy C IN" existiert, so daf3

Hh(z) - Z cpz”

vel

<e

fiir alle z € V und alle endlichen Mengen I mit Iy C I C IN" gilt. Analog zu 3.9 gilt:

4.5 Ubungsaufgabe Die n-fache Potenzreihe " c,z" konvergiert genau dann lokal-gleichméfig um
a € C", wenn eine Umgebung V von a, ein M > 0 und ein 0 < r < 1 existiert mit

leyz¥|| < r¥IM

fiir alle z € V und alle v € IN". Konvergiert die n-fache Potenzreihe ) ¢,z" in dem Punkt b € C"
beziiglich irgend einer Abzdhlung der Indexmenge IN", so konvergiert die Reihe lokal gleichméBig um
jeden Punkt a € C™ mit |a;| < |b;] fiir alle i.

Wie sehen nun die Konvergenzgebiete von n-fachen Potenzreihen aus?

4.6 Definition Ein Gebiet D C C" heifit ein Reinhardtgebiet <= Fiir alle z = (z1,...,2,) € D
und alle ¢y,...,t, € € mit |¢;| =1 fiir alle ¢ gilt auch

(tlzl, e ,tnzn) c D .

Gilt diese Eigenschaft sogar fiir alle ¢4, ..., ¢, mit |¢;| < 1, so heit D vollkommenes Reinhardtgebiet.
Als Folgerung von 4.5 ergibt sich unmittelbar

4.7 Satz Fiir jede konvergente n-fache Potenzreihe ist das zugehdrige Konvergenzgebiet ein vollkommenes
Reinhardtgebiet.

Reinhardtgebiete im €2 lassen sich leicht durch Gebiete in der absoluten Viertelsebene V :=
{(r,s) € R* : r > 0, s > 0} veranschaulichen. Betrachten wir die durch 7(z,w) := (|2, |w|) definierte
Abbildung 7 : €* — V. Dann sind die Reinhardtschen Gebiete in €2 genau die 7-Urbilder von Teilmengen
P C V, die zusammenhéngend und beziiglich V' offen sind (Gebiete in V). Man mache sich klar, daf
jedem Punkt (r,s) € V in €2 vermoge 77! ein Torus der Dimension d < 2 entspricht (d = 2 z.B. genau
dann, wenn rs # 0).

fwl |w] |wl

2| 2| |2

Figur 1. Einige Reinhardtgebiete im C?
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Die in Figur 1 dargestellten Gebiete mufi man sich rotationssymmetrisch um die z- wie auch die
w-Achse vorstellen. Die beiden ersten Gebiete (der Dizylinder {(z,w) € €2 : |z| < 1, |w| < 1} und die
euklidische Kugel) {(z,w) € €2 : |z|> + |w|?> < 1} sind vollkommene Reinhardtgebiete, das dritte dagegen
ist nicht vollkommen.

4.8 Satz Seien U C C" offen und f : U — F eine stetige, partiell holomorphe Abbildung. Dann ist f
analytisch und insbesondere holomorph.

Beweis. Es geniigt, zu jedem a € U eine Umgebung V' C U von a und eine in V' gleichméflig konvergente
Entwicklung

f(z) = Z c(z—a), z€V,

velN»

zu finden. Wir diirfen ¢ = 0 annehmen und wihlen r > 0 so klein, dafl die Kugel W := B,.(0) in U
enthalten ist und M := sup ||f(W)]|| < oo gilt (hier geht die Stetigkeit von f ein). Wegen (2.4) existiert
fiir alle z € W eine konvergente Reihendarstellung

1) =Y enl=)h
k=0

wobei

) = 5 / fltzrizn)

2 th+1
[t|I=p

und p mit ||z]| < p < r beliebig gew#hlt ist. Jedes ¢, : W — F' ist unabhéngig von der Variablen
z1 und ebenfalls partiell holomorph, gestattet also mit dem gleichen Argument fiir jedes z € W eine
Reihendarstellung

cr(2) =Y eni(2)7
=0

wobei jedes cx; : W — I wieder partiell holomorph und unabhéngig von den Variablen zi,z; ist.
Eingesetzt ergibt sich fiir f die Darstellung

HOESPEMOEER

k,j=0

Iterieren des Verfahrens liefert die Darstellung
(%) f2)="Y ez,

wobei jedes

1 " f(tlatQa"'atn)
() o = <2m> // T

[tnl=p  [til=p

konstant und p < r beliebig ist. Das Integral (xx) liefert sofort die Abschiitzung ||c,| < r!VIM, d.h. die
Reihe (%) konvergiert lokal-gleichméBig um a = 0. O

Etwas suggestiver 148t sich die Formel (#x) auch schreiben als
1L\ [f@)
v = a5 dtu
¢ ( 2mi ) tv+i
T

wobei T :={t € C" : |t1] = ... = |tn]| = p}, dt :==dt1---dt, und 1 := (1,...,1) € IN" ist. Integriert wird
also iiber den (reell) n-dimensionalen Torus T im reell 2n-dimensionalen Raum C". Durch ihre Werte
auf T ist somit die holomorphe Funktion f schon eindeutig bestimmt, man nennt deshalb T auch eine
Bestimmungsfliche.
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4.9 Bemerkung Nach einem nicht-trivialem Resultat von Hartogs (vgl. [10] p.43) kann in den Voraus-
setzungen von 4.8 im Falle ' = C auf die Stetigkeit von f verzichtet werden.

Aus 4.8 ergibt sich noch die

4.10 Folgerung Fiir jedes holomorphe f : C" — F sind dquivalent:
(i) f ist ein k-homogenes Polynom.
(i) f(tz) =t*f(z) fiir alle z € C" und allet € C .

Beweis. Es gelte (ii). Ist dann f(z) = Y p;(z) die Entwicklung von f um 0 € C", so liefert Koeffizien-
§=0

tenvergleich von
>opit = (Yopi=)tt
j=0 j=0
f = pi, und damit folgt die Behauptung. O

4.11 Ubungsaufgabe Man entwickle die Funktion f(z) = (1 — z; — 25)~! um den Ursprung des €? in
eine 1-fache wie auch in eine 2-fache Potenzreihe und vergleiche die zugehérigen Konvergenzgebiete.

4.12 Ubungsaufgabe FEssei U C C" ein Gebiet und f eine auf U holomorphe Funktion. Ferner seien
r1,...,Tn feste positive Zahlen.
(i) Ist S:=UNIR" # 0 und f|S =0, so gilt f =0.
(i) Ist T:={2€U :|z1| =7r1,...,|2| =rn} # 0 und f|T =0, so gilt f = 0. Hinweis: Fiihre (ii) mit
Exponentialfunktionen auf (i) zuriick.

5. Potenzreihenentwicklung holomorpher Funktionen

Wir zeigen unter Verwendung der Uberlegungen des vorangehenden Abschnitts, da fiir beliebige komplexe Ba-
nachrdume die Begriffe holomorph und analytisch dquivalent sind.

5.1 Lemma Fiir jede stetige G-holomorphe Abbildung p: E — F und jedes k € IN sind dquivalent:
(i) p(tz) = tFp(2) fiir alle z € E und alle t € C.

(ii) p ist ein k-homogenes Polynom.

Beweis. Es gelte (i). Definiere ¢ : E¥ — F durch die Formel (3.16). Fiir jeden linearen Teilraum H C E

endlicher Dimension ist dann wegen 4.8 und 4.10 die Einschrinkung ¢|H* multilinear, d.h. auch ¢ ist

multilinear und p(z) = ¢(z, ..., 2) fir alle 2. O

5.2 Satz FEssei U C E ein vollkommen kreisférmiges Gebiet und f : U — F eine stetige, G-holomorphe
Abbildung. Dann existiert auf U eine lokal-gleichméfig konvergente Potenzreihenentwicklung

£ =S plz) -
k=0

Fiir jedes k > 0, jedes z € E und jedes r > 0 mit rz € U gilt zudem

(5.3) pilz) = ﬁ J; U2) gy

[t|=r

Beweis. Die rechte Seite von (5.3) ist unabhéngig von r und definiert somit eine stetige Abbildung
pr : B — F. Wegen 2.8 ist py auch G-holomorph. Fiir jedes z € U und ¢ € C* wéhle r > 0 mit rcz € U
und setze s := ct, p := |c¢|r. Damit gilt dann

1 f(tez) * (s2)

— _ _ k
pr(cz) = 57 s} dt = 57 s ds = c"pr(z),

[¢|=r [s|=p

d.h. wegen 5.1 ist jedes pi sogar ein k-homogenes stetiges Polynom. Fiir a € U fest ist g(t) := f(ta)
holomorph auf einer Umgebung von ID C €. Die Potenzreihe g(t) = > pr(a)t* konvergiert fiir ¢ = 1, d.h.
fla) = Y pr(a). Es existiert ein M > 0 mit sup || f(S)|| < M fiir S = {ta : |t| = 1}. Folglich existiert
auch eine kreisférmige Umgebung W C U von S mit sup || f(W)| < M, d.h. aus (5.3) folgt, dal auch
lpr(2)|| < M fiir alle z € W gilt. Wegen 3.9 konvergiert die Reihe lokal gleichmfig um a. m

Als Konsequenz erhalten wir
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5.4 Satz Seien E,F komplexe Banachriume und U C FE eine offene Teilmenge. Dann sind fiir jede
Abbildung f : U — F &dquivalent:
(i) f ist stetig und G-holomorph.
(ii) f ist holomorph.
(iii) f ist analytisch.

5.5 Ubungsaufgabe Sei U C E ein kreisférmiges Gebiet. Dann gilt:
(i) Jede auf U definierte, F-wertige holomorphe Funktion f besitzt eine auf U lokal gleichméiBig kon-
vergente Reihendarstellung (Laurentreihe)

1) = Y mla),

kEZ

wobei py, : U — F holomorph fiir alle k € 7 ist und py(tz) = t*py(z) fiir alle z € U und t € C*
erfiillt.
(ii) Miissen die py, fiir k > 0 stets Polynome sein?

5.6 Satz Sei (fy) eine Folge holomorpher Abbildungen U — F, die lokal gleichméiflig gegen ei-
ne Abbildung f : U — F konvergiert. Dann ist auch f holomorph, und die Folge der Ableitungen
dfy : U — L(E, F) konvergiert lokal-gleichméBig gegen die Ableitung df .

Beweis. f ist stetig, da alle fj stetig sind. Fiir jedes A € F’ konvergiert die Folge der Funktionen A o f,
lokal-gleichméflig gegen A o f, folglich ist auch A o f G-holomorph. Mit 2.8 und 5.4 folgt, dal f sogar
holomorph ist. Die restlichen Behauptungen folgen leicht aus der Cauchyschen Integralformel

1 fla+th)
(5.7) & (a)(h) = 5 / S ar
[t|=r
fiir alle a € U, h € E und r > 0 so, dal a + th € U fiir alle t € C mit |¢t] <. O

5.8 Folgerung Jede konvergente Potenzreihe > py, von E nach F stellt auf ihrem Konvergenzgebiet D
eine holomorphe Abbildung f : D — F dar. Die Ableitung

df : D — L(E,F)

hat auf D die lokal-gleichméilige Potenzreihenentwicklung > q mit qx = dpg+1.

5.9 Folgerung Jede holomorphe Abbildung f : U — F ist beliebig héufig komplex differenzierbar.
Beweis. f holomorph = f analytisch = df analytisch = df holomorph. O

Fiir f : U — F holomorph und jedes a € U existiert also die zweite Ableitung
d’f(a) € L(E,L(E,F)) = L*E,F)

und allgemeiner die k-te Ableitung
d*f(a) € LF(E,F)

(vgl. (A.7)). Durch Iteration von (5.7) erhilt man als Verallgemeinerung von (3.16)

s (AN [ flattiht A the) L
(5.10) df(a)(hl,...,hk)f<2m,) / / Gy dty - dt,

[t1|=r1  |tk|=Tk

fir alle hy,...,hy € Eund alle r1,...,rp > 0so,daBB a+t1hy +...+tphy € U fiir alle t1,...,t; € C mit
|tj] < ;.

5.11 Folgerung Ist f(z) = Y px(2—a) die Potenzreihenentwicklung um a € U, so ist d*f (a) symmetrisch
fiir alle k, und es gilt py = qy fiir

1
G = 4" (a) € LI(EF).

5.12 Ubungsaufgabe FEs seien E ein komplexer Banachraum, A := L(E) die Endomorphismenalgebra
von E und G := GL(E) die Gruppe der invertierbaren Operatoren in A. Man zeige



14 Komplexe Analysis

k

>z
epz) = 34
k=0

definiert eine holomorphe Abbildung exp : A — A.
(i)
exp(z +w) = exp(z)exp(w)
fiir alle z,w € A mit zw = wz.
(i)
exp(A) C G.

(iv) Fiir jedes feste a € A definiert g(t) = exp(ta) einen holomorphen Gruppenhomomorphismus g : C —
G. Man berechne ¢'(t) € A fiir jedes t € C.

6. Einfache Folgerungen

Fiir alle a,b € E sei [a,b] := {a+t(b—a): 0 <t < 1} die Verbindungsstrecke zwischen a und b.
Damit gilt dann

6.1 Lemma Ist U C E offen und f : U — F holomorph, so gilt fiir alle [a,b] C U

f) = fla) = Ab-a)

wobei

A= /df(a+t(b—a))dt € L(E,F).
0

Insbesondere gilt also
1f(b) = fla) < M|b—al
fiir M := sup ||df ([a, b])|-

6.2 Cauchysche Ungleichungen Ist f(z) = > pi(z —a) die Potenzreihenentwicklung von f uma € U,
so gilt
lpell < r=*M

fiir jedes r > 0 mit B := B,(a) CU und sup ||f(B)|| < M.

Beweis. Trivial wegen (5.3). O

6.3 Identititssatz Ist U C FE ein Gebiet, und sind f,g : U — F holomorphe Abbildungen mit
fIV = g|V fiir eine offene Teilmenge V # () von U, so gilt f = g.

Beweis. O.B.d.A. sei g = 0. Ist dann Q C U die grofite offene Teilmenge mit f|Q = 0, so miissen wir
wegen V' C () zeigen, dafl 2 abgeschlossen in U ist. Dazu sei a € 9QNU ein Randpunkt von €2 in U. Wegen
der Stetigkeit aller d*f gilt dann d*f(a) = 0. In der Potenzreihenentwicklung von f um a verschwinden
somit alle Summanden, d.h. f verschwindet in einer Umgebung von a und somit gilt a € 2 im Gegensatz
zur Annahme a € 0. O

6.4 Maximumprinzip Seien U C FE ein Gebiet und f : U — F eine holomorphe Abbildung. Besitzt
dann ||f|| ein globales Maximum in einem Punkt a € U, so ist || f|| konstant.
Beweis. Wir diirfen v := f(a) # 0 annehmen. Dann existiert ein A € F' mit |\ =1 und A(v) = ||v||
(vgl. A.3). Dann gilt fiir die holomorphe Funktion g := Ao f und alle z € U

lg(a)] = [loll = [[f(2)]| = [Af(2)] = [g(2)] -

Aus dem klassischen Maximumprinzip folgt, dafl g konstant auf einer Umgebung von a ist. Wegen 6.3 ist
folglich g und damit auch || f|| konstant auf U. O

Ist €2 versehen mit der Norm ||z|| = max(|z1], |22|) und U C € ein Gebiet, so zeigt die holomorphe
Abbildung f : U — €2 definiert durch f(t) = (1,t), daB in 6.4 weder ‘global’ durch ‘lokal’ ersetzt werden
kann (wihle U = C€), noch dafl bereits die Konstanz von f geschlossen werden kann (wiihle U = ID).
Beides ist jedoch moglich, wenn iiber den Ziel-Banachraum F' spezielle Voraussetzungen gemacht werden.
So heiBe F rund , wenn ||z +y| < ||z|| + ||ly|| fiir je zwei linear unabhiingige Vektoren z,y € F gilt — z.B.
wenn F ein Hilbertraum ist. Damit gilt dann (vgl. [5])
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6.5 Striktes Maximumprinzip Ist U C F ein Gebiet, f : U — F eine holomorphe Abbildung mit F
rund und nimmt || f|| in U ein lokales Maximum an, so ist f konstant.

Beweis. Wegen 6.3 und 6.4 diirfen wir annehmen, da$ || f|| ein globales Maximum in a € U besitzt. In
Fortfithrung des Beweises von 6.4 geniigt es fiir jedes w € F mit |w| < ||v]| = A(w) zu zeigen, dal w = v
gilt. Ist das nicht der Fall, so sind v, w linear unabhingig, und wegen A(w) < ||A|| [|w|| < ||w]|| gilt sogar
lv]] = |lw]] > ||l=| fir z := (v + w)/2. A(z) = ||v|| ergibt schlieBlich im Widerspruch zur Voraussetzung
die Gleichung [|v + w|| = [Jv]| + ||w]|. O

6.6 Cartanscher Eindeutigkeitssatz FEs sei U C E ein beschrinktes Gebiet und f : U — U eine
holomorphe Abbildung. Gilt dann f(a) = a und df (a) = idg fiir ein a € U, so gilt f = idy.

Beweis. Wir diirfen @ = 0 annehmen. Angenommen f # idy. Ist dann ) p;(2) die Potenzreihenentwick-
lung von f um a = 0, so existiert ein £ > 1 mit

(6.7) f(2) =z + pr(2) +o(||2]")

fiir ||z|| — 0, wobei 0 # pr, € Pi(FE, E). Durch Induktion nach n folgt mit 6.8 fiir die n-te Iterierte
ffi=fofo-ciof:U—-U

f(2) = 2 + npi(2) + o(|12[|") -
Wegen 6.2 ist somit {npy : n € IN} eine beschriinkte Teilmenge von Py (E, F), was im Widerspruch zur
Annahme py = 0 impliziert. Es bleibt also nachzutragen

6.8 Hilfssatz Gilt neben (6.7) auch
9(2) = 2+ ai(z) + o(|12]")
fiir eine holomorphe Abbildung g : U — E und ein g, € Py(E, E), so gilt fiir die Komposition h := g o f

h(z) = 2+ (pr + q) (2) + o([|2]|") -

Beweis. Ubungsaufgabe. a

6.9 Umformulierung von 6.6 FEs seien U C E, V C F Gebiete und f,g : U — V holomorphe
Abbildungen mit f(a) = g(a) und df (a) = dg(a) fiir ein a € U. Ist dann U beschrénkt und g biholomorph,
so gilt f =g.

Beweis. Wende 6.6 an auf g~ o f: U — U. O

6.10 Folgerung FEs seien U C E, V C F kreisformige Gebiete mit U beschréinkt und 0 € U. Jede
biholomorphe Abbildung f : U — V mit f(0) = 0 ist dann linear.

Beweis. Fiir jedes t € T definiere die biholomorphen Abbildungen fi,g: : U — V durch fi(2) := f(tz)
und g;(z) := tf(z). Dann gilt f;(0) = ¢:(0) und df;(0) = dg:(0), d.h. fi = g+ wegen 6.9. Ist > pi(z) die
Potenzreihenentwicklung von f um 0 € U, so gilt

[e.e] (o]
D ()t = pr(2)t*
k=1 k=1
fiir alle t € T. Also gilt pr, = 0 fiir kK > 2, d.h. f =p1|U. a

6.11 Folgerung Der Dizylinder D := {z € €? : |z1| < 1,|z| < 1} und die euklidische Kugel
B :={z € C?: |z1|? + |2|? < 1} sind nicht biholomorph équivalent. (Obwohl beide Gebiete einfachzu-
sammenhéngend — ja sogar zusammenziehbar — sind und die biholomorphe Aquivalenz in Analogie zum
Riemannschen Abbildungssatz vermutet werden kdénnte. Ubrigens definiert (z1,22) — (21, 22v/1 — 2121)
eine Bijektion von D auf B, die in beiden Richtungen reell analytisch — aber natiirlich nicht holomorph
ist.)

Beweis. Angenommen, es existiert eine biholomorphe Abbildung h : D — B. Zu a = h=1(0) € D existiert
dann eine biholomorphe Abbildung g : D — D mit g(0) = a (denn ist @ = (a1, a2), so wahle g; € Aut(ID)
mit g;(0) = a; fiir j = 1,2 und setze g := g1 X g2). Fiir die biholomorphe Abbildung f := hog : D — B gilt
dann f(0) = 0, d.h. f ist linear. Das aber ist unméglich, da z.B. der Rand 0D von D reelle Geradenstiicke
enthélt, 0B aber nicht. Also kann ein solches h nicht existieren. a

Ein weiterer Beweis von Folgerung 6.11 ergibt sich aus dem allgemeineren Satz 11.20.
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6.12 Ubungsaufgabe (Zusatz) Man zeige, daf3 die Aussage von 6.7 richtig bleibt, wenn statt ‘U be-
schrédnkt’ nur vorausgesetzt wird, dafi v(U) C IR beschrénkt ist fiir eine stetige Norm v : E — IR.

6.13 Schwarzsches Lemma (Ubungsaufgabe) Fiir j = 1,2 sei E; ein komplexer Banachraum mit
offener Einheitskugel B;, und f : By — By sei eine holomorphe Abbildung mit f(0) = 0 und Ableitung
A :=df(0) € L(E, Es). Dann gilt

() [ F) < Iz fiir alle z € By,

GUEVESS
(iii) f ist biholomorph <= \: E; — E, ist ein isometrischer linearer Isomorphismus.

6.14 Ubungsaufgabe (Verallgemeinerung des Maximumprinzips) Man zeige unter Verwendung des
klassischen Maximumprinzips: Ist U C E ein beschréinktes Gebiet, f : U — F' eine stetige Abbildung mit
f|U holomorph und ist A := f(0U) das Bild des Randes OU von U, so gilt f(U) C A. Dabeli ist

A:={a e F:Re(\a)) < sup(Re(A\(A))) ¥V Ae F' }

die abgeschlossene konvexe Hiille von A.

7. Fortsetzungssitze

Sind U C U Gebiete in einem komplexen Banachraum F und ist f : U — F holomorph, so entsteht
die Frage: Wann existiert eine holomorphe Abbildung f U — F mit f |U f7 Wenn dies der Fall ist,
heifit f eine holomorphe Fortsetzung von f (auf U ). Wegen des Identitiitssatzes kann f héchstens
eine holomorphe Fortsetzung auf U besitzen.

7.1 Beispiel Ist E = C und a € U\U, so hat die auf U holomorphe Funktion f(z) = (z — a)~! keine
holomorphe Fortsetzung auf U.

Fiir das Folgende treffen wir nun die Konvention: Sind H, K C E abgeschlossene lineare Teilrdume
von E mit HN K = {0} und H + K = E, so schreiben wir E = H & K und sprechen von einer direkten
Summenzerlegung des Banachraumes F. Demgegeniiber sei H x K das direkte Produkt der Banachrdume
H und K versehen mit der Norm ||(h, k)|| := max(||h]], | k]]) (in diesem Fall ist auch H = K erlaubt).
Ist £ = H ¢ K als direkte Summe, so ist £ dann auch &quivalent zu H x K, wenn auch i.a. nicht
isometrisch dquivalent. Da beide Réume jedoch die gleiche topologische wie auch holomorphe Struktur
besitzen, werden wir hiufig von E zu H x K iibergehen.

7.2 Hartogsscher Kontinuitidtssatz FEs seien H ein komplexer Banachraum, D C H ein Gebiet und
V # 0 eine offene Teilmenge von D. Fiir E = € x H und feste 0 < r; < ro setze

Cj

={(t,h) e E:|t|<ry, he D}
U:={th)eU:|t|>r oder heV}.

Zu jeder holomorphen Abbildung f : U — F existiert dann genau eine holomorphe Fortsetzung f: U—
F.

Beweis. Sei V := {(t,h) € U : h € V}. Dann ist V eine nicht-leere offene Teilmenge von U. Zu jedem
z = (t,h) € U wéhle ein r > || mit r; < r < ry und setze

f(z) = i f(s,h) ds .

2 s—t
|s|=r

Aufgrund des klassischen Cauchyschen Integralsatzes hangt f ( ) nicht von der speziellen Wahl von r ab.
Da andererseits r stets fiir eine ganze Umgebung von z € U simultan n gewéhlt werden kann, ist f U—F
holomorph. Aufgrund der Cauchyschen Integralformel folgt, daf f und f auf V iibereinstimmen. Mit
dem Identitétssatz folgt f |U f. O

Die Gebiete U C U in 7.2 sind natiirlich schon dadurch bestimmt, daB man die Punkte (£, h) mit
x = Re(t) > 0 in ihnen kennt. Zu Veranschaulichung kénnen somit die beiden dquivalenten Bilder in
Figur 2 dienen, bei denen das zweite zusétzlich die Rotationssymmetrie in ¢t = x + ¢y andeutet.
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1 T2

Figur 2. Zum Hartogsschen Kontinuitétssatz

7.3 Folgerung (Kugelsatz) Es seien dim H > 0, E = Cx H und 0 < s < r. Dann besitzt jede F-wertige
holomorphe Abbildung auf der Kugelschale U := {z € E : s < ||z|| < r} eine holomorphe Fortsetzung auf
die Kugel {z € E : ||z|| < T}.

Beweis. Wende 7.2 an auf D:={h € H: ||h]| <r}und V:={h € D :|h| > s}. 0

7.4 Folgerung FEs seien E ein komplexer Banachraum mit dim E > 2, U C FE eine offene Teilmenge
und A C U eine in U diskrete Teilmenge (d.h. A hat keinen Héufungspunkt in U). Dann besitzt jede
holomorphe Abbildung f : U\A — F eine holomorphe Fortsetzung auf U.

7.5 Folgerung Im Falle mehrerer komplexer Verédnderlicher haben holomorphe Funktionen keine iso-
lierten Nullstellen — genauer: Ist dim E > 1, U C E ein Gebiet und f € H(U) nicht konstant, so besitzt
f~1(0) keinen isolierten Punkt.

Beweis. Angenommen, es gibt ein Gebiet D C U derart, da D N f~1(0) aus genau einem Punkt a
besteht. Dann wire g := 1/f holomorph auf D\{a} und hétte keine holomorphe Fortsetzung auf D. O

Die zu 7.5 analoge Aussage im reellen ist bereits fiir Polynome falsch, wie f : IR* — IR mit f(x,y) =
22 +1y? zeigt (fassen wir f als komplexes Polynom auf €2 auf, so liegen in jeder Umgebung des Nullpunkts
unendlich viele weitere Nullstellen von f, ndmlich alle der Form (¢, +it) mit ¢ beliebig komplex). Nullstellen
holomorpher Funktionen unterliegen starken Einschrinkungen. Fiir jede offene Teilmenge U C E setzen
wir

7.6 Definition Eine Teilmenge A C U heifit analytisch, falls es zu jedem a € U eine offene Umgebung
V C U von a und eine Menge F C H (V') holomorpher Funktionen auf V' gibt mit

(7.7) VNA={ze€V:f(z)=0 firale feF}.

Es ist klar, daf jede analytische Teilmenge A C U abgeschlossen in U ist — denn ist a ¢ A, so ist
V\A in (7.7) eine Umgebung von a € U (da es ja mindestens ein f in F geben muf}, das in a nicht
verschwindet). Weiterhin ist jede endliche Vereinigung wie auch jeder endliche Durchschnitt analytischer
Mengen analytisch. Ist f : U — V C F holomorph und A C V analytisch, so ist auch f~1(A) c U
analytisch.

7.8 Lemma Sind D C E ein Gebiet und A C D eine analytische Teilmenge mit A # D, so ist D\ A
dicht in D.

Beweis. Sei €2 der offene Kern von A, d.h. die grofite offene Teilmenge von E, die in A liegt. Wir miissen
Q = 0 zeigen. Da nach Voraussetzung ) offen in D und verschieden von D ist, geniigt es zu zeigen, dafl
D\Q offen in D ist (denn dann ist Q abgeschlossen beziiglich D). Sei also a € D\ ein beliebiger Punkt.
Ist dann V eine hinreichend kleine offene zusammenhiingende Umgebung von a in D, so gilt (7.7) fiir ein
geeignetes F C H(V). Wegen a ¢ Q existiert ein f # 0 in F. Der Identitéitssatz liefert V N Q = (), was zu
beweisen war. O

7.9 Definition Fiir jede analytische Teilmenge A C U und jedes a € A heifit

codim, A :=sup{ k € IN : 3 affine, komplex k — dimensionale Ebene
L C E mit a isoliert in LN A} € INU{+oo}

die Codimension von A in a. Weiter setzen wir

codim A := inf {codim,A :a € A} .
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7.10 Beispiel Die Teilmenge A := {z € C3: 2123 = 2923 = 0} ist analytisch in C3. Sie ist die Vereinigung
der z;z5-Ebene mit der z3-Achse. Ist a € A, so gilt codim, A = 2 falls ag # 0 und codim,A = 1 sonst. O

Die Codimension der analytischen Teilmenge A C U C FE ist ein Maf} dafiir, um wieviel kleiner A als
der Banachraum E selbst ist. Analytische Mengen endlicher Codimension (das ist natiirlich automatisch
der Fall, wenn E endliche Dimension hat), haben eine ganz spezielle Struktur, vergl. z.B. [13]. Als einfache
Konsequenz von 7.8 notieren wir

7.11 Lemma Ist D C E ein Gebiet und A C D analytisch, so gilt
D=A < codmA=0.

7.12 Erster Riemannscher Hebbarkeitssatz Seien U C FE offen, A C U eine analytische Teilmenge
mit codimA > 1 und f : U\A — F eine holomorphe Abbildung. Ist dann f lokal-beschrénkt in A (d.h.
zu jedem a € A existiert eine Umgebung V von a in U mit f|(V\A) beschrinkt), so besitzt f eine
holomorphe Fortsetzung auf U.

Beweis. Wegen Lemma 7.11 und Lemma 7.8 ist U\ A dicht in U. Es geniigt also, zu jedem a € A eine
offene Umgebung V' C U von a zu finden, so daff die Einschrankung f|(V\A) auf V holomorph fortsetzbar
ist. Dazu diirfen wir a = 0, E = C x H und L N A = {0} fir die komplexe Gerade L := C x {0} in F
annehmen. Fiir » > 0 geniigend klein und

B:={teC:|t|<r} S={teC:|t|=r}

gilt dann B x {0} C U. Wegen S kompakt und (S x {0}) N A = () existiert eine Umgebung W von 0 € H
mit Bx W C U und S x W C U\A.

,/ A U RN iy

Figur 3. Zum Beweis des Kontinuitétssatzes

Fiir V := B x W definieren wir die holomorphe Abbildung ]7: V — F durch
~ 1 f(s,w)
t D= — —1l ~ds.
f(t,w) 271 s—1t s

|s|=r

Fiir w € W beliebig aber fest gew#hlt sei g : B — V definiert durch ¢(¢) := (¢,w). Dann ist Z :=
g 1(A) C B analytisch in B und # B, d.h. Z ist diskret. Fiir jedes A € F’ ist somit A o f o g eine
C-wertige holomorphe Funktion auf B\Z, die in Z lokal-beschriinkt ist. Der klassische Hebbarkeitssatz
liefert also eine holomorphe Fortsetzung von Ao f o g auf ganz B, die Cauchysche Integralformel fiir diese

Fortsetzung liefert dann Af(¢, w) = Af(t,w) fir alle t € B\Z (vgl. A.9). Da A und w beliebig waren, folgt
FIVAA) = FI(VAA). 0o

7.13 Folgerung Ist D ein Gebiet und A C D eine analytische Teilmenge mit A # D, so ist auch D\ A
ein Gebiet.

Beweis. Angenommen D\A = D; U Dy mit Dy, Dy offen, # @ und D; N Dy = . Dann definiere
f € H(D\A) durch f =0 auf Dy und f =1 auf Dsy. f hat nach 7.12 eine holomorphe Fortsetzung auf
D, was dem Identitétssatz widerspricht. O

Die Voraussetzung der lokalen Beschranktheit in 7.12 kann natiirlich nicht fortgelassen werden: Ist
z.B. g eine nicht-konstante holomorphe Funktion auf dem Gebiet U C FE mit nicht-leerer Nullstellenmenge
A := g~1(0), so ist die auf U\ A holomorphe Funktion f := 1/g nicht nach U holomorph fortsetzbar.
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7.14 Zweiter Riemannscher Hebbarkeitssatz FEs seien U C F eine offene Teilmenge und A C U
eine analytische Teilmenge mit codim A > 2. Dann hat jede holomorphe Abbildung f : U\A — F eine
holomorphe Fortsetzung auf U.

Beweis. Wir zeigen, dafl f lokal-beschréinkt in a € A ist. Wie im Beweis zu 7.12 diirfen wira =0, E =
€% x Hund LN A = {0} fiir L := C? x {0} annehmen. Es existieren dann ein 7 > 0 und eine Umgebung
W von 0 in H mit Bx W C U und S x W C U\ A, wobei

B:={teC®:|t|<r} , S:={teC:|t]|=r}.
Da S kompakt ist, kann W zusétzlich so klein gew#hlt werden, dafl
M :=sup||f(SxW)| <oo.

Fiir w € W fest betrachten wir die durch g(t) = (¢,w) definierte Abbildung g : B — U. Die kompakte
Menge Z := g~ !(A) ist analytisch in B mit B\Z zusammenhingend wegen 7.13. Wegen 7.3 hat fog :
B\Z — F eine holomorphe Fortsetzung auf ganz B und damit sogar auf eine offene Umgebung von
B C €2 Das Maximumprinzip liefert dann aber ||f o g(t)|| < M fiir alle t € B\Z, d.h. | f(2)|| < M fiir
alle z € V:= B x W mit z ¢ A. O

7.15 Folgerung Es sei D C E ein Gebiet und f eine nicht-konstante holomorphe Funktion auf E mit
nicht-leerer Nullstellenmenge A := f~1(0). Dann hat die analytische Menge A C D die Codimension 1.

Ist E = X @Y fiir abgeschlossene lineare Teilrdume X,Y C E, so wollen wir ein Gebiet D C F ein
Hartogsgebiet nennen, wenn (tz,y) € D fiir alle (z,y) € D und alle t € C mit [¢| = 1 gilt. Gilt diese
Eigenschaft sogar fiir alle |t| < 1, so heifit D ein vollkommenes Hartogsgebiet.

7.16 Ubungsaufgabe Als Verallgemeinerung des Hartogsschen Kontinuitéitssatzes zeige man fiir jedes
Hartogsgebiet D C X @Y mit D N X # (: Jede holomorphe Abbildung f : D — F gestattet eine
holomorphe Fortsetzung auf den offenen Kern D der vollkommenen Hiille {(tx,y) : (z,y) € D und [t| <
1}. Ist dim X =1 oder dimY = 0 (das ist der Fall, wenn D C E = X ein kreisférmiges Gebiet mit 0 € D
ist), so stimmt D bereits mit der vollkommenen Hiille von D iiberein. (Hinweis: Entwickle f als Reihe
> pk, wobei py, holomorph auf D ist und fiir jedes (a,b) € D die Abbildung x +— pg(z,b) ein k-homogenes
Polynom auf X ist.)

7.17 Ubungsaufgabe Es scien V. C W C E Gebiete, A C W eine analytische Teilmenge und L C E
ein linearer Teilraum mit ) # LNV C A und W N L zusammenhéingend. Man zeige W NL C A (Hinweis:
Betrachte zunéchst den Fall L C E abgeschlossen und fiihre den allgemeinen Fall darauf zuriick.)

7.18 Ubungsaufgabe Sei U := {z € €% : |z;| # 1 oder |z| > 1} und A := {(t,0) € C?: |t| < 1}.
Man zeige
(i) A ist analytisch in U
(ii) A kann in U nicht global durch holomorphe Gleichungen beschrieben werden — genauer: Es gibt keine
Darstelling UNA={zc€U: f(z) =0 furalle feF} mitF CH{U).

7.19 Ubungsaufgabe Man gebe ein Gebiet U C C? und eine analytische Teilmenge A C U mit
codim A =1 so an, da8 fiir alle f € H(U) gilt: f[A=0 = f=0.

8. Holomorphiegebiete und Holomorphiehiillen

Wir behandeln die Frage, ob zu gegebener holomorpher Abbildung f : D — F' ein grofites Gebiet existiert, auf das sich
f holomorph fortsetzen 148t. Die Antwort ist positiv, wenn als Definitionsbereiche allgemeinere Gebiete iiber E zugelassen
werden. Die gleiche Aussage gilt auch fiir Familien holomorpher Abbildungen, die auf D definiert sind.

8.1 Definition (D, 7) heifit ein Bereich iiber dem Banachraum F, falls gilt:
(i) D ist ein Hausdorffraum und

(ii) 7: D — FE ist eine lokal-topologische Abbildung.

Ist D zusammenhéngend, so sprechen wir auch von einem Gebiet iiber F.

Fiir jedes a € D ist 7(a) € E. Wir sagen, a liegt iiber 7(a). Die Gesamtheit aller Bereiche iiber E
bildet eine Kategorie. ¢ : (D, 7) — (D, 7) ist ein Morphismus, falls ¢ : D — D eine stetige Abbildung mit
Top =7 ist (d.h. a € D und ¢(a) € D liegen jeweils iiber dem gleichen Punkt von E). Der Bereich (D, 1)
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heifit schlicht, falls 7 injektiv ist (dann ist 7 also ein Homéomorphismus auf den Bereich 7(D) C E).
Jeder Bereich D in F ist auch ein Bereich iiber F vermoge der kanonischen Einbettung 7 = idp.

Unter einem Schnitt iiber U C E in (D, 7) verstehen wir eine stetige Abbildung o : U — D mit
Too =idy (d.h. o(u) liegt stets iiber u € U). Damit konnen wir dann definieren, wann eine gegebene
Abbildung f : D — F, F komplexer Banachraum, holomorph heifien soll: Fiir jedes offene U C E und
jeden Schnitt o : U — D iiber U soll die Abbildung foo : U — F holomorph im bereits bekannten Sinne
sein. Allgemeiner heifit eine stetige Abbildung f : D — D zwischen Gebieten iiber F, E holomorph,
wenn 7o f : D — E holomorph ist.

Im allgemeinen liegen iiber einem Punkt von 7(D) C E mehrere Punkte von D, in denen dann f
auch verschiedene Funktionswerte haben kann. Betrachten wir ein einfaches

8.2 Beispiel Fiir D := {(z,w) € C? : w® = 2(z — 1)(z — 2) # 0} definiere 7,f : D — C durch
7(z,w) = z und f(z,w) = w. Dann ist (D,7) ein nicht-schlichtes Gebiet iiber C — iiber jedem z €
T7(D) = €\{0,1,2} liegen genau 2 Punkte von D, in denen die stetige Funktion f gerade die beiden
Quadratwurzeln aus z(z — 1)(z — 2) annimmt. f ist also eine holomorphe Funktion auf (D, ), die wir
auch mit f(z) = y/z(z — 1)(z — 2) bezeichnen. D ist nicht topologisch dquivalent zu einem Gebiet in
C. Dieses 51eht man wie folgt ein — vergl. Figur 4: U C C enstehe aus C durch Herausnahme der
negativen reellen Halbgeraden N sowie des Intervalls I := [1,2]. Dann zerfillt 7=3(U) C D in zwei zu
U homoomorphe Teilgebiete, d.h. man kann D auch in folgender Weise gewinnen. Lege zwei Exemplare
von U ‘ibereinander’ und verhefte langs inneren Punkten der Intervalle NV und I ‘gegeniiberliegende Ufer
kreuzweise ohne Selbstdurchdringung’. Betrachte entsprechend Figur 4 die einfach geschlossene Kurve v in
D, wobei der Verlauf im unteren Stockwerk gestrichelt gezeichnet sei. Offenbar ist dann das Komplement
dieser Kurve in D immer noch zusammenhéingend, wie die gezeichnete Verbindungskurve der Punkte
a,b € D zeigt. Demgegeniiber zerlegt nach dem Jordanschen Kurvensatz jede einfach geschlossene Kurve
in einem Gebiet von IR? ~ € dieses in zwei Zusammenhangskomponenten. Man kann zeigen, daf D
als topologischer Raum homéomorph zu einem 2-dimensionalen Torus ist, aus dem 4 Punkte entfernt
wurden.

Figur 4.

Statt (D,7) schreiben wir hiufig auch einfach D. Mit H(D, F') werde der Vektorraum aller F-
wertigen holomorphen Funktionen auf D bezeichnet. Ist dann ¢ : D — D ein Morphismus von Gebieten
iiber E, so heifit f € H(D, F') holomorph fortsetzbar auf D (beziiglich ¢ ), wenn ein fe H(D, F)
mit f = f o p existiert — f ist wieder emdeutlg bestimmt (warum?) und heifit dann die holomorphe
Fortsetzung von f auf D.Im Falle D C D C E ist  notwendigerweise die kanonische Injektion und
fow=[ID.

Es sei wieder D = (D, 1) ein beliebiger Bereich iiber E. Ist dann F eine Klasse holomorpher Ab-
bildungen definiert auf D (d.h. jedes f € F ist eine holomorphe Abbildung f : D — F, wobei F' mit
f € F variieren darf), so heifit ¢ : D — D eine F-Erweiterung, wenn jedes f € F holomorph fort-
setzbar ist auf D. Eine F-Erweiterung heifit universell — oder auch eine F-Hiille von D — , wenn
zu jeder F-Erweiterung ¢ : D — B genau ein Morphismus ¢ : B — D mit ¢ = 6 o ¢ existiert. Ist F
die Klasse aller Banachraum-wertigen holomorphen Abbildungen auf D, so heifit eine F-Hiille D auch
Holomorphiehiille von D. Besteht F nur aus einer einzigen C-wertigen Funktion, so heifit D ein Ho-
lomorphiegebiet iiber E. Holomorphiegebiete tiber E haben also die Eigenschaft, dafy auf ihnen eine
C-wertige holomorphe Funktion existiert, die auf kein grofleres Gebiet holomorph fortsetzbar ist. Aus der
eindimensionalen Funktionentheorie ist bekannt, daf jedes Gebiet {iber C ein Holomorphiegebiet ist — auf
dem Einheitskreis ID C € kann z.B. die holomorphe Funktion f(z) = 3 z*' in keinen Randpunkt von ID
auch nur stetig fortgesetzt werden. Hauptresultat dieses Abschnitts ist

8.3 Satz Fiir jedes Gebiet D iiber F und jede Klasse F Banachraum-wertiger holomorpher Funktionen
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auf D existiert bis auf Isomorphie genau eine F-Hiille iiber E.

Wir behandeln zunéchst den Spezialfall, dafl F aus einer einzigen holomorphen Abbildung f : D — F
besteht. Fiir jedes a € E ist dann der Begriff des (F-wertigen) holomorphen Funktionskeimes wie folgt
definiert: Sei HL der komplexe Vektorraum aller Abbildungen f : E — F, die in irgendeiner offenen
Umgebung von a (die von f abhiingt) holomorph ist. Zwei Elemente f,g von HI" heifilen #quivalent
(f ~ g), wenn eine Umgebung W von a existiert mit f|WW = g|W. Die Elemente von OF := HI'/ heifien
dann holomorphe Funktionskeime (oder besser Abbildungskeime) in a € E. Die Vektorraumstruktur
von HE vererbt sich auf OF. In offensichtlicher Weise ist O, := OF eine komplexe Algebra mit Eins
und OF ein O,-Modul. Ferner ist O isomorph zum Raum aller konvergenten Potenzreihen von E
nach F: Jedes f € HZL hat in einer kleinen Umgebung von a eine eindeutig bestimmte konvergente
Potenzreihenentwicklung f(z) = > pr(z — a) — der Isomorphismus wird dann durch die Zuordnung
f = pi auf OF indugziert. Ist U eine beliebige offene Umgebung von a € E und f : U — F holomorph,
so setzen wir f auf ganz F fort (etwa durch f(z) = 0 fiir alle z € F\U) und bezeichnen mit f, die
zugehorige Restklasse von f in OF — genannt der von f in a induzierte Keim. Betrachten wir nun die
disjunkte Vereinigung

of =05 =4 of
ackE

zusammen mit der durch 7~ 1(a) = OF definierten Abbildung 7 : OF — E. Fiir jedes offene U C E
und jedes holomorphe f : U — F sei [f] :== {fs : a € U} € OF. Wir versehen Of mit der grébsten
Topologie, so daf alle derartigen Teilmengen [f] offen sind. Diese ist hausdorffsch (Identitétssatz!), und
die Abbildung 7 ist lokal-topologisch (denn fiir jedes f € H(U, F) ist 7 : [f] — U ein Homéomorphismus).
Insbesondere ist also O ein Bereich iiber E, und man iiberzeugt sich leicht, daf die durch e(f,) := f(a)
fiir jeden Keim f, € O definierte Auswertungsabbildung

e:0F - F

holomorph ist. OF heifit die Garbe der (F-wertigen) holomorphen Funktionskeime auf E. Fiir jedes
a € E heifit OF der Halm der Garbe in a.

Figur 5.

Betrachten wir nun ein Gebiet D = (D, 1) iiber E und eine holomorphe Abbildung f : D — F.
Fiir jedes d € D und a := 7(d) sei dann f; € OF wie folgt definiert: Wiihle eine offene Umgebung
U von a € E und einen Schnitt ¢ : U — D durch d (d.h. o(a) = d ) — der Keim f; := (f 0 0),
héngt dann nicht von der Auswahl des Schnittes o ab. Wir erhalten also durch d — f; eine lokal-
topologische Abbildung ¢ : D — OF mit € 0 p = f, und durch diese Bedingung ist ¢; := ¢ auch
eindeutig bestimmt. Insbesondere ist ¢ stetig, und es existiert genau eine Zusammenhangskomponente
D von OF mit (D) C D Vermége 7 := m|D ist D ein Gebiet iiber E, und f := ¢|D ist eine holomorphe
Fortsetzung von f beziiglich des Morphismus ¢ : D — 5, d.h. D ist eine F-Erweiterung fir F := {f}.
Ist ¢ : D — B eine weitere F-Erweiterung und g : B — F' die zugehorige holomorphe Fortsetzung von f
auf B, so ergibt e o ¢, 01 = gop = f die Beziehung ¢4 01 = ¢ und folglich ¢ ¢(D) C ¢4(B) C D, d.h.
pr:D— D ist eine universelle F-Erweiterung.

Im néchsten Beweisschritt nehmen wir an, dal F eine beliebige Menge von holomorphen Abbildungen
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ist — genauer: Es gibt eine Menge S und fiir jedes s € S einen komplexen Banachraum Fy und eine
holomorphe Abbildung fs : D — Fs mit F = {fs : s € S}. Das direkte Produkt

(8.4) F=]]F

ses

ist ein komplexer Vektorraum, und jede Abbildung g : D — F wird durch eine Familie (gs)ses von
Abbildungen g5 : D — Fs gegeben. Wir nennen (nur im Kontext dieses Beweises) g holomorph, wenn
alle gs holomorph sind. Insbesondere liefert f = (fs)ses eine holomorphe Abbildung f: D — F, und es
gilt, eine universelle {f}-Hiille von D zu finden (die dann automatisch eine universelle F-Hiille von D
ist). Das aber geht genau so wie im ersten Beweisschritt (insbesondere konnen HE, OF OF und ¢ in
gleicher Weise definiert werden, falls F' ein Produkt der Form (8.4) ist).

Im dritten und letzten Beweisschritt wenden wir uns dem Fall zu, dafl F eine beliebige Klasse — also
nicht notwendig eine Menge ist. Wir miissen diesen Fall behandeln, damit wir nicht mit der Logik in
Konflikt geraten. Es geniigt offenbar, eine Menge G holomorpher Abbildungen auf D so zu finden, dafl
die F-Erweiterungen von D genau die G-Erweiterungen von D sind. O.B.d.A. diirfen wir zunéchst fiir jede
Abbildung f : D — F aus F annehmen, dal Ao f # 0 fiir alle 0 #£ X € F’ gilt (denn ist Ao f = 0, so gilt
auch Ao ]?: 0 fiir jede holomorphe Fortsetzung fvon f), d.h. der lineare Aufspann L von f(D) in F ist
dicht. Wahlen wir also einen festen komplexen Vektorraum Z, dessen Dimension die Méchtigkeit von D ist,
so brauchen wir als Zielrdume nur solche Banachrdume F' zu betrachten, die Komplettierung von linearen
Teilrdumen L C Z beziiglich irgendwelchen Normen auf L sind. Die Klasse derartiger Banachrdume F
ist jedoch eine Menge. Damit ist 8.3 vollstdndig bewiesen. O

8.5 Definition Ein Bereich D iiber E heiit holomorph separabel, falls fiir alle  # y aus D ein
f € H(D) existiert mit f(z) # f(y).

8.6 Satz_[I'ir jede Klasse F holomorpher Abbildungen auf dem Gebiet D iiber E ist die zugehdrige
F-Hiille D holomorph separabel.
Beweis. Wir diirfen annehmen, da§ F = {f, : s € S} fiir eine Menge S gilt, wobei f; : D — F; holomorph
ist fiir alle s € S. Definieren wir F' durch 8.4, so geniigt es auf Grund unserer obigen Uberlegungen zu
zeigen, daf der Bereich O {iber E holomorph separabel ist. Gelte also g(x) = g(y) fiir alle g € H(D)
und feste 2,y € D. Dann gilt auch f,(z) = f,(y) fiir alle s € S (verwende A.3) und 7(z) = 7(y) =: a.
Weiter gilt auch fg(k)(a?) = fs(k)(y) fiir jedes ¥ > 0 (ist ¢ : U — D ein Schnitt durch z, so setze
s(k)(x) = (00 fs)®(a) € L¥(E,F) fiir die k-te Ableitung). Fiir f = (fs)ses stimmen also f, und f,
iiberein, d.h. z =y € OF. a

\

8.7 Ubungsaufgabe Man gebe iiber C? ein Gebiet an, das nicht holomorph separabel —
ist. Hinweis: Betrachte den ‘Bierkrug’ — Figur 6. g

8.8 Ubungsaufgabe Fs sei D C E ein Gebiet. Man gebe eine Teilmenge F C H(D)

so an, daf8 der offene Kern D der abgeschlossenen konvexen Hiille von D (vgl. 6.14) die
F-Hiille von D ist. [ B

9. Beispiele fiir Holomorphiehiillen

Fiir jedes Gebiet D iiber E wollen wir mit ¢ : D — &(D) die bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte
Holomorphiehiille von D (auch Enveloppe von D) bezeichnen. £ hat gewisse funktorielle Eigenschaften:

9.1 Satz Sind D1, Dy Gebiete iiber den Banachriumen FEi, Fo, so a8t sich jede lokal-biholomorphe
Abbildung g : D1 — Dy zu einer lokal-biholomorphen Abbildung der Holomorphiehiillen fortsetzen —
genauer: Es existiert ein kommutatives Diagramm

Dy g D,
J{S"l J{@z
E(D1) —9 £(Dy)

mit einer eindeutig bestimmten lokal-biholomorphen Abbildung £(g). Ist g biholomorph, so ist auch £(g)
biholomorph.
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Beweis. Fiir i = 1,2 sei das Gebiet D; = (D;,7;) iiber dem Banachraum E; gelegen. g : D; — Dy
ist genau dann lokal-biholomorph, wenn fiir die holomorphe Abbildung 7 := 75 0g : D1 — Es und
jedes a € Dy die Ableitung dr(a) € L(E1, E2) ein linearer Homdomorphismus ist (Satz iiber implizite
Funktionen). Wir diirfen also ohne Einschrinkung der Allgemeinheit Fy = F5 =: F annehmen.

Spezialfall Dy = FE| 75 = idg: Dann ist auch £(D3) = E und ¢ = idg. Es existiert eine holomorphe
Fortsetzung h : £(Dy) — E von g : Dy — E. Wegen dg : D; — GL(E) C L(F) holomorph nimmt auch
dh : E(D1) — L(E) nur Werte in GL(E) an — sonst wiire die holomorphe Abbildung z — dg(z)~! € L(E)
nicht auf £(Dy) fortsetzbar. Also ist auch £(g) := h lokal-biholomorph.

Allgemeinfall Sei F = {f; : s € S} eine Menge Banachraum-wertiger Funktionen auf D, derart, daf
2 : Dy — E(Ds) eine F-Hiille ist. Wir diirfen annehmen (vergl. den Beweis von 8.2 und definiere F durch
8.4), dal £(Dz) eine Zusammenhangskomponente von OZL ist und ¢5 : Dy — £(D2) durch ¢2(d) = f4
fiir f := (fs)ses gegeben wird. Fiir G := {fs0g:s€ S} und D := (D, 7) ist dann pp 09 : D — E(D3)
wegen (f o g)a = fya) eine G-Hiille von D. Die lokal-biholomorphe Abbildung 7 148t sich (vergl. den
Spezialfall) zu einer lokal-biholomorphen Abbildung 7 : £(D;) — E mit 7 o ¢; = 7 fortsetzen. Damit ist
dann auch D := (£(Dy),7) ein Gebiet iiber E und als Holomorphiehiille von D; insbesondere auch eine
G-Erweiterung von D, d.h. es existiert genau ein Morphismus £(g) : D — (D) mit £(g) 0 g1 = @2 0 g.
&(g) ist natiirlich insbesondere lokal-biholomorph. Ist g biholomorph, so ist £(g)€(g~!) bzw. E(g71)E(g)
die Identitdt auf £(Ds) bzw. £(Dy), d.h. £(g) ist dann auch biholomorph. O

Fiir jedes t € € sei my € Aut(E) der durch m(z) = ¢z definierte Multiplikationsoperator. Kreis-
formige Gebiete in E waren nun gerade dadurch charakterisiert, dafl sie invariant unter allen m; mit
teT:={seC:|s|=1}sind. Ist D = (D, 7) ein Gebiet iiber E, so kénnen wir diesen Begriff wie folgt
erweitern

9.2 Definition D heifit kreisférmig, wenn zu jedem ¢ € T ein Homéomorphismus ¢; : D — D existiert,
so daf 7 o g; = my o T zusammen mit gsg: = gs+ gilt und g¢(z) stetig von (¢,z) € T x D abhéngt. D heifit
eigentlich kreisférmig, wenn zusétzlich 0 € 7(D) gilt.

Es ist klar, daB jedes g; biholomorph ist und ¢ — g¢; einen Gruppenhomomorphismus T — Aut(D)
definiert. Treffen wir nun die Konvention, dafl jedes schlichte Gebiet iiber E als Gebiet in E angesehen
wird, so gilt

9.3 Satz Fiir jedes eigentlich kreisférmige Gebiet D iiber E ist die Holomorphiehiille £(D) ein vollkom-
men kreisformiges Gebiet in E. _

Beweis. Nach 9.1 148t sich g; fiir jedes ¢ € T zu einem biholomorphen Automorphismus g; von D := £(D)
fortsetzen, und es gilt 7 o g; = m; o T als Konsequenz des Identitétssatzes auf D. Mit dem gleichen
Argument folgt gsg: = gs: fiir alle s,t € T. Sei nun 2 die Menge aller z € D so daf die durch ¢t — g;(z)
definierte Abbildung T — D stetig in 1 € T ist. Q ist offen und abgeschlossen in D und enthélt D,
d.h. © = D. Daraus folgt leicht, daf g;(z) sogar stetig in jedem (¢,z) € T x D ist, d.h. D ist selbst ein
eigentlich kreisformiges Gebiet. Sei nun f : D — F eine beliebige holomorphe Abbildung. Fiir jedes k € Z
definieren wir p; : D — F durch

~ 1 f(G:(2))
pi(2) =5 tiﬁ dt .
[t]=1
Damit gilt dann
+oo
(i) )= m(2)
k=—oc0

lokal-gleichméfig auf D. Nach Voraussetzung existiert eine offene Umgebung von 0 € E und ein Schnitt
o0 :U — D. Wihlen wir U vollkommen kreisférmig, so existiert eine auf U lokal-gleichm&fig konvergente
Potenzreihenentwicklung

(foo) Zpk

Mit pr := 0 fiir £ < 0 gilt py o7 = pi auf der offenen Teilmenge o(U) C D und somit auf ganz D.
Wegen (i) nimmt deshalb f iiber jedem Punkt von 7(D) C E genau einen Funktionswert an. Wegen D
holomorph separabel (vgl. 8.6) ist D schlicht, nach unserer Konvention also ein Gebiet in E, d.h. py = px.
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Die Potenzreihe Y pi(z) konvergiert lokal-gleichméBig auf der vollkommenen Hiille H von D und stellt
dort eine holomorphe Fortsetzung von f dar. Da dieses fiir alle f gilt, mul H = D gelten, d.h. D ist
vollkommen kreisformig. a

Es treten nun durchaus nicht alle vollkommen kreisformigen Gebiete in F als Holomorphiegebiete
auf. Wir wollen das genauer fiir Reinhardtgebiete im C™ studieren.

9.4 Definition Das vollkommene Reinhardtgebiet D C C™ heifit logarithmisch konvex, falls
{logr: 7€ DNIR} }
konvex in IR™ ist, wobei
logr := (logry,---,logry,)
fur alle 7 = (rq,---,7,) € RY mit Ry := {x > 0: 2 € IR} gesetzt sei.

9.5 Satz Fiir jedes eigentliche (d.h. 0 € D) Reinhardtgebiet D C C" ist die Holomorphiehiille ein
logarithmisch konvexes, vollkommenes Reinhardtgebiet in C" _

Beweis. Da D insbesondere kreisformig ist, ist die Holomorphiehiille D von D wegen 9.3 schlicht und
nach unserer Konvention in C"™ enthalten. Fur jedes t = (t1,...,tn) € T™ kann der Automorphismus z —
(t121, -+, tnzpn) zU einem Automorphlsmus von D fortgesetzt werden, d.h. auch D ist ein Relnhardtgeblet
Jede holomorphe Abbildung f : D—F gestattet eine auf der vollkommenen Reinhardthiille von D lokal-
gleichméBig konvergente Entwicklung

= Z cyz”

velN™

Daraus folgt, dafl D ein vollkommenes Reinhardtgebiet ist (vgl. 4.7). Seien nun x,y € Dn IR'} beliebig
und o, 3 > 0 mit a+ 3 = 1 gewéhlt. Definiere v € IR'y durch logu = alogx + 3logy. Wir miissen zeigen,
dafl dann uw € D gilt. Wegen 4.5 existieren 0 < 7 < 1 und M > 0 mit

ey || < rYIM und  le,y”|| < eI

Fiir jedes v mit ¢, # 0 gilt dann

logu” = iw logu; = a(i v 1ogzi> +ﬁ(i v; logyi)
i=1 i=1 i=1

= «alogz” + Blogy”

rVI M T\VI rVI M
< alog + Blo = log -
el ® el el
und damit ||c,u”| < 1M fiir alle v € N, d.h. u € D. O

Es 148t sich nun umgekehrt fiir jedes logarithmisch konvexe, vollkommene Reinhardtgebiet D C C"
zeigen, dafl eine n-fache Potenzreihe mit Werten in C existiert, deren genaues Konvergenzgebiet D ist
(vgl. z. B. [11] p. 38), d.h. daBl D ein Holomorphiegebiet ist.

9.6 Ubungsaufgabe Bestimme die Holomorphiehiille von

D:={z€C:|z|<1 oder |z]<1}.

9.7 Ubungsaufgabe Es sei D ein Gebiet iiber E und f € H(ﬁ) die holomorphe Fortsetzung von
f € H(D) auf die Holomorphiehiille D von D. Man zeige

f(D)=f(D).
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Figur 7. Vertréglichkeit von Karten

10. Komplexe Mannigfaltigkeiten

Es seien M ein Hausdorffraum und F, F' komplexe Banachraume.

10.1 Definition (U, ¢) heilt eine (E-wertige) Karte auf M, wenn U C M eine offene Teilmenge und
¢ ein Homdomorphismus von U auf eine offene Teilmenge von E ist. Ist (V1)) eine weitere Karte auf M
(etwa mit Werten in F'), so heiflen (U, ¢) und (V, ) holomorph vertriglich, wenn U NV = () gilt oder
die Ubergangsfunktion ) o o~ ! : (U NV) — (U N'V) biholomorph ist, vergl. Figur 7.

10.2 Definition Eine Klasse A von paarweise holomorph vertriglichen Karten auf M heifit ein ho-
lomorpher Atlas auf M, wenn zu jedem a € M eine Karte (U, ) aus A existiert mit a € U. Der
holomorphe Atlas A heifit maximal, wenn jede Karte (U, ) auf M, die mit allen Karten aus .4 holo-
morph vertréiglich ist, bereits in A enthalten ist.

10.3 Definition Jeder maximale holomorphe Atlas A auf M heifit eine komplexe Struktur auf M.
M versehen mit einer komplexen Struktur A heifit eine komplexe Mannigfaltigkeit - wir schreiben
dafiir auch kurz M und nennen die Elemente von A holomorphe Karten auf M. Existiert ein n € IN
derart, dafl es zu jedem a € M eine holomorphe Karte um a mit Werten in €" gibt, so heifit M eine
(reine) n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit. Man beachte, dafl jede n-dimensionale komplexe
Mannigfaltigkeit die topologische Dimension 2n besitzt. Jede zusammenhiingende 1-dimensionale kom-
plexe Mannigfaltigkeit heiflit eine Riemannsche Fliche oder auch eine komplexe Kurve.

_ Man iiberzeugt sich leicht, daf zu jedem holomorphen Atlas A auf M genau eine komplexe Struktur
A auf M existiert mit 4 C A — wir nennen diese die von 4 induzierte komplexe Struktur. In diesem
Sinne ist jede offene Teilmenge U eines komplexen Banachraumes E eine komplexe Mannigfaltigkeit,
wenn wir den aus der einzigen Karte (U, idy) bestehenden Atlas auf U wihlen — allgemeiner erhalten wir
fiir jede komplexe Mannigfaltigkeit M auf jeder offenen Teilmenge N C M eine komplexe Struktur, wenn
wir die Klasse aller holomorphen Karten (U, ) von M mit U C N betrachten (was wir im folgenden
stets stillschweigend voraussetzen).

10.4 Beispiel Essei M = C:=CuU {o0} die Riemannsche Zahlenkugel. Dann ist M ein Hausdorffraum
und A := {(U, ¢), (V,)} ein holomorpher Atlas auf M, wobei U = €, V = C\{0}, p(2) = 2z, ¥(z) = 1/2
gesetzt sei. Aber auch B := {(U, %), (V,1)} ist ein holomorpher Atlas auf C. Beide Atlanten induzieren
verschiedene komplexe Strukturen auf C (die allerdings in einem gewissen Sinne isomorph sind).

10.5 Definition Sind M, N komplexe Mannigfaltigkeiten, so heifit eine stetige Abbildung f: M — N
holomorph, wenn fiir jede holomorphe Karte (U, ¢) auf M und jede holomorphe Karte (V, ) auf N mit
f(U) C V die Abbildung ¢o fop™t : p(U) — 1(V) holomorph im bereits bekannten Sinne ist (es handelt
sich dabei ja um eine Abbildung zwischen offenen Teilmengen von Banachrdumen). H(M, N) sei die Menge
aller holomorphen Abbildungen M — N. Die Begriffe biholomorph und lokal-biholomorph ergeben
sich in naheliegender Weise. Mit Aut(M) werde die Gruppe aller (biholomorphen) Automorphismen der
komplexen Mannigfaltigkeit M bezeichnet.

Zum Nachweis, daf} eine gegebene Abbildung f : M — N holomorph ist, geniigt es natiirlich auf
Grund der Holomorphie der Ubergangsfunktionen zu jedem a € M holomorphe Karten (U, ¢) auf M und
(V,) auf N zu finden, so dal a € U, f(U) C V gilt und v o f o ¢~ holomorph ist. Kénnen zu jedem
a € M die Karten (U, ), (V,1) mit Werten in E, F so gewiihlt werden, dafl ¢ o f o =1 = X|p(U) fiir
ein A € L(E, F) gilt, so heifit die holomorphe Abbildung f : M — N lokal-linearisierbar. Kann sogar
fiir jedes a € M die lokale Linearisierung A so gewihlt werden, dal £ = F'® H und A(v,w) = v (bzw.
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F =E®H und \(z) = (z,0)) gilt, so heifit f eine Submersion (bzw. Immersion). Ist f : M — N eine
Submersion (bzw. Immersion), so existieren also zu jedem a € M offene Umgebungen U von a, V von
b:= f(a) und ein o0 € H(V,U) mit f(U) CV, o(b) =aund foo =idy (bzw. o o f|U =idy) - aus dem
Satz iiber implizite Funktionen (vgl. [3], (10.2.1)) folgt leicht, dafl auch diese Bedingung hinreichend ist.

Niitzlich fiir Anwendungen ist die offensichtliche

10.6 Kiirzungsregel Sind L -2 M SN stetige Abbildungen zwischen komplexen Mannigfaltigkeiten
mit f o g holomorph, so gilt

(i) Ist g eine surjektive, holomorphe Submersion, so ist f holomorph.

(ii) Ist f eine holomorphe Immersion, so ist g holomorph.

Im folgenden seien M, N stets komplexe Mannigfaltigkeiten. Wir stellen einige einfache Verfahren
zusammen, wie daraus neue komplexe Mannigfaltigkeiten gewonnen werden kénnen.

10.7 Direktes Produkt Auf M x N existiert genau eine komplexe Struktur, so da8 fiir jede komplexe
Mannigtaltigkeit L und je zwei Abbildungen f: L — M, g: L — N gilt:

(f,9): L - M x N holomorph <= f,g holomorph

Beweis. Betrachte auf M x N alle Karten der Form (U x V, ¢ x ), wobei (U, ¢) holomorphe Karte auf
M und (V, 1) holomorphe Karte auf N ist. O

10.8 Bereiche iiber M Ist D ein Hausdorffraum und 7 : D — M eine lokal-topologische Abbildung,
so existiert genau eine komplexe Struktur auf D so, daB8 T lokal-biholomorph ist.

Beweis. Betrachte auf D alle Karten der Form (V, ¢ o 7|V), wobei 7: V — U C M topologisch ist und
(U, ) eine holomorphe Karte auf M darstellt. O

10.9 Bereiche unter M Es sei D ein Hausdorffraum und 7 : M — D eine surjektive, lokal-topologische
Abbildung. Genau dann existiert eine komplexe Struktur auf D mit 7 lokal-biholomorph, wenn fiir alle
a,b € M mit 7(a) = 7(b) gilt: Es gibt offene Umgebungen U von a, V von b und eine biholomorphe
Abbildung g : U — V mit 1o g =7|U.

Beweis. Ubungsaufgabe a

Ist I' € Aut(M) eine Untergruppe, so konnen wir den Quotientenraum, auch Bahnenraum
genannt,

Q:=M/T:={T(a):a € M}

bilden, wobei jedes I'(a) := {y(a) : v € T'} die Bahn von a unter I" heifit. Die kanonische Projektion
m: M — Q ist durch w(a) = I'(a) definiert. @ sei mit der Quotiententopologie versehen (d.h. U C Q
ist genau dann offen, wenn 7~1(U) C M offen ist). Dann ist 7 : M — Q@ stetig und auch offen (d.h.
Bilder offener Mengen sind offen — das ist klar wegen 7= 1(7(V)) = U,er7(V)). Wann existiert nun eine
komplexe Struktur auf @ = M/T so, dal © holomorph ist? Dazu muf} natiirlich zunéchst einmal M /T
hausdorffsch sein, was leider héufig nicht der Fall ist.

10.10 Lemma Besitzen je zwei Punkte a,b in M Umgebungen U,V mit v(U) NV # () fiir héchstens
einy € T, so ist Q@ = M /T hausdorffsch, und es existiert genau eine komplexe Struktur auf @, so daf}
7w : M — @ lokal-biholomorph ist.

Beweis. Fiir alle a,b € M mit 7(a) # 7(b) existieren Umgebungen U, V mit v(U)NV = fiir alle y € T,
d.h. 7(U), (V) sind disjunkte Umgebungen von 7(a), 7(b) in @), d.h. @Q ist hausdorffsch. Wende nun 10.9
an. O

Die Voraussetzungen von 10.10 sind z. B. dann erfiillt, wenn M = E ein komplexer Banachraum und
Fi={z— z+w:w e Q} fiir eine diskrete Untergruppe © C E ist. Zum Beispiel fiir £ = C und je zwei
iiber IR linear unabhingige wy,ws € € ist Q := Zw; & Zwy C C diskret und C/T" liefert eine komplexe
Struktur auf dem Torus T? (die von der Auswahl von w;,ws € € abhingt. Man kann zeigen, dal man
auf diese Weise iiberabziithlbar viele nicht-isomorphe komplexe Strukturen auf T? erhélt).

10.11 Satz Fiir eine Untergruppe I' C Aut(M) sei Q := M/T" hausdorffsch und fiir jedes q € @ existiere
eine offene Teilmenge U C M zusammen mit einer komplexen Struktur auf V := w(U) so, daBl ¢ € V
und 7 : U — V eine holomorphe Submersion ist. Dann existiert genau eine komplexe Struktur auf @) so,
daB 7 : M — @ eine holomorphe Submersion ist. Zu jedem g € Aut(M) mit gI" = I'g existiert genau ein

[g9] € Aut(Q) mit Tog=[g]om.
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Beweis. Ist 7 : U — V holomorphe Submersion, so auch 7 : yU — V fiir jedes v € I', d.h. wir diirfen
U = 7= 1(V) annehmen. Ist V C @Q eine andere offene Teilmenge mit einer komplexen Struktur so, daf
T 7r_1(1~/) — V ebenfalls eine holomorphe Submersion ist, erhalten wir auf W =V N V zwei komplexe
Strukturen Ay, As. Wegen 10.6 ist jedoch die identische Abbildung (W, A;) — (W, As) biholomorph,
d.h. A; = Aj, und wir erhalten eine komplexe Struktur auf ¢ mit den verlangten Eigenschaften. O

Eine wichtige Klasse komplexer Mannigfaltigkeiten bilden die projektiven Rdume. Wir gehen aus
von einem komplexen Banachraum F und setzen E* := E\{0}. Fiir jedes z € E* ist dann [z] :=Cz C F
die komplexe Gerade durch z und 0 € E. Die Gesamtheit

IP(E) :={[z] : z € E*}

aller derartigen Geraden in E heifit der projektive Raum von E. Als Menge kann IP(F) offenbar mit
E*/C* identifiziert werden, wobei C* in natiirlicher Weise mit der Untergruppe {z — ¢z : t € C*} von
Aut(E*) identifiziert sei. Die kanonische Projektion 7 : E* — IP(FE) wird dann gerade durch 7(z) = [2]
gegeben. Ist S := {z € F : ||z| = 1} die Einheitssphéire von F, so erhalten wir durch

d([z], [w]) :==inf {|lz —y| sz € (SN [2]),y € (SN [w])}

eine Metrik und damit insbesondere eine hausdorffsche Topologie auf IP(E). Sei jetzt eine Linearform
A € E' mit X # 0 fest gewiihlt. Der Kern H := A\~1(0) ist eine abgeschlossene Hyperebene von E und damit
selbst ein komplexer Banachraum. Ebenso ist A~!(1) eine affine Hyperebene von E. Zeichnen wir einen
Punkt e darin aus, so kann auch A~!(1) als Banachraum angesehen werden — identifiziere A=!(1) mit H
vermdge z — (z—e). Nun ist U := n(E\H) = {[z] € IP(E) : A(z) # 0} offen in IP(E), und ¢(z) := 2/)(2)
definiert einen Homdomorphismus ¢ : U — A71(1), d.h. (Uy, ) ist eine Karte auf IP(E) fiir Uy := U und
oy = . Ist (U, p,.) eine weitere Karte dieser Form, so gilt ¢ (UxNU,) = {[z] € Uy : u(z) # 0}, und die
Ubergangsfunktion e 30;1 wird gerade durch z — 2 /,U( z) gegeben, beide Karten sind also holomorph
vertréglich. Wegen Hahn-Banach (vergl. A.3) iiberdecken alle Uy ganz IP(E), und wir erhalten damit einen
holomorphen Atlas auf IP(E). Wegen IP(E) = n(E*) und E* zusammenhingend ist auch die komplexe
Mannigfaltigkeit IP(E) zusammenhéngend. Zudem ist die kanonische Projektion 7 : E* — IP(E) eine

holomorphe Submersion, denn oxA

E\H K x C*
I [
U ? K

ist ein kommutatives Diagramm, wobei die waagerechten Pfeile biholomorph sind und H = A~1(0),
K =)"Y1), U = Uy, ¢ = ¢ gesetzt sei.

Fiir jedes n € IN heift IP,, := IP(C") der n-dimensionale projektive Raum iiber C. Da €"**
die Dimension n + 1 besitzt, werden fiir einen holomorphen Atlas der obigen Form mindestens n + 1
Karten benotigt. Bequem sind etwa die folgenden: Fiir jedes ¢ =0, ..., n sei

und ¢; : U; — C" definiert durch

-

Soi[z()wzlw“azn] :( B 9.
i Zi Zi Zi Ziq

Dann ist {(Us, ;) : 0 <4 < n} ein holomorpher Atlas auf IP,,. Wegen S € €"** kompakt ist IP,, kompalkt.
Speziell fiir n = 1 ist {(Uy, ¢o), (U1, 1)} ein holomorpher Atlas auf IP;, und fiir die Ubergangsfunktion
auf C* gilt p19, " (2) = 1/z. Identifizieren wir Uy = {[1,2] : z € C} vermoge ¢ mit C, so besteht das
Komplement in IP; aus dem einzigen Punkt oo := [0, 1] € IP;. Die komplex projektive Gerade IP; ist
also nichts anderes als die Riemannsche Zahlenkugel C.

10.12 Ubungsaufgabe Es seien E, F komplexe Banachriume # 0. Man zeige:
(i) Fiir jedes stetige homogene Polynom f : E — F mit f~1(0) = {0} definiert [2] — [f(z)] eine
holomorphe Abbildung IP(f) : IP(E) — IP(F) der zugehdrigen projektiven Rédume.
(ii) Fiir je zwei Punkte a, b € IP(E) existiert eine holomorphe Abbildung f : € — IP(E) mit a,b € f(C).
(iii) IP(E) ist zusammenhéingend und jede holomorphe Funktion auf IP(E) ist konstant.
(iv) IP : GL(E) — Aut(IP(E)) ist ein Gruppenhomomorphismus. Bestimme den zugehorigen Kern.

Man kann zeigen, daf§ der Gruppenhomomorphismus IP : GL(E) — Aut(IP(E)) surjektiv ist, d.h. also,
daB Aut(IP(E)) = IPGL(E) = GL(E)/C*id gilt, vergl. [12].
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10.13 Satz Fiir jeden komplexen Banachraum E ist der zugehdrige projektive Raum M = IP(E)
eine homogene komplexe Mannigfaltigkeit, d.h. die Gruppe Aut(M) operiert transitiv auf M (vergl.
Definition 11.13).
Beweis. Seien [a], [D] € M gegeben. Dann hat E die Darstellung E = H ¢ K mit K = [a] 4 [b]. W&hle
ein g € GL(F) mit g|H = id und g(a) = b. O
Wir wollen uns noch etwas genauer die Wirkung von IPGL(E) auf IP(F) anschauen. Dazu sei ein
A € E' und ein e € E mit A(e) = 1 fest gewihlt. Dann hat E die Darstellung £ = H & [e], wobei
H = X\71(0) der Kern von \ ist. Identifizieren wir jedes z € H mit dem Punkt [z & e] € IP(E), kénnen
wir also H C IP(E) als offene Teilmenge auffassen. Dabei heifit z auch inhomogene Koordinate des
projektiven Raumes (diese wird singuldr auf der unendlich fernen Hyperebene IP(E)\H = IP(H)).
Jedes g € GL(E) hat eine Zerlegung als Blockmatrix

_fa b
9= c d )
wobel @ € L(H), b € H,c € H und d € C. Also bildet IP(g) den Punkt [z ® ¢] € H in den Punkt

[(az4+b)@(cz+d)e] € IP(E) ab, beschreibt sich also in der inhomogenen Koordinate z € H als gebrochen
lineare Transformation

az+b
N

10.14 .
( ) cz+d

11. Invariante Metriken

Im folgenden seien M, N komplexe Mannigfaltigkeiten und I := [0, 1] C IR das Einheitsintervall. Eine
glatte Kurve in M ist eine stetig-differenzierbare Abbildung v : I — M, d.h., daf} fiir jede holomorphe
Karte (U, ) auf M mit J := v~ 1(U) # (0 die Abbildung p o : J — E stetig differenzierbar ist. Zwei
glatte Kurven 71,72 : I — M heiflen tangentiell im Anfangspunkt (1 ~ 72), wenn ~;(0) = 72(0) und
(po11)'(0) = (po2)(0) fiir eine (und damit jede) holomorphe Karte (U, ¢) um 71 (0) = 72(0) € M gilt.
Wir erhalten damit auf dem Raum K aller glatten Kurven in M eine Aquivalenzrelation ~. Die Elemente
von

TM =K/~

heiflen Tangentialvektoren an M. Ist v € K und v := [y] der zugehorige Tangentialvektor, so heifit
m(v) := v(0) € M der Fulpunkt von v. Damit erhalten wir eine surjektive Abbildung = : TM — M.
T, M := 7~ 1(a) heifit der Tangentialraum in @ an M. Ist f : M — N eine holomorphe Abbildung, so
ist fiir jede glatte Kurve v in M auch die Bildkurve f o~ in N glatt und durch [y] — [f o 7] wird eine
Abbildung T'f induziert, fiir die das Diagramm

™ —I . TN

M —t . N
kommutiert. Offenbar gilt T(f o g) = T f o Tg und T'(idps) = idras, d.h. T ist ein kovarianter Funktor.
Fiir jedes a € M und b := f(a) € N ist die Einschrinkung T, f von Tf auf den Tangentialraum T, M
eine Abbildung T, f : T,M — Ty N. Ist U C M eine offene Teilmenge und ¢ : U — M die kanonische
Injektion, so ist T : TU — 7~ 1(U) C TM eine Bijektion. Wir wollen TU mit #=*(U) C TM in diesem
Sinne identifizieren.

Ist E ein komplexer Banachraum und U C E offen, so identifizieren wir TU mit U x E vermége [y] <
(7(0),+'(0)). In diesem Fall ist also TU selbst eine komplexe Mannigfaltigkeit und T,U ein komplexer
Banachraum fiir jedes a € U. Die kanonische Projektion 7 : TU — U ist zudem eine holomorphe
Submersion. Ist f : U — V eine holomorphe Abbildung in eine offene Teilmenge V' des komplexen
Banachraumes F', so wird die Abbildung

Tf:UxE—-VXxXxF

gerade durch (a,z) — (f(a),df(a)x) gegeben — insbesondere ist T'f = f x df holomorph und 7, f : T,U —
T,V fiir jedes a € U, b:= f(a) € V eine stetige lineare Abbildung.
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Wir wollen dieses nun auf beliebige komplexe Mannigfaltigkeiten M, N und holomorphe Abbildungen
f: M — N tiibertragen: Es existiert genau eine Topologie auf T'M so, daf} fiir jede holomorphe Karte
(U, ) auf M mit Werten in E die Teilmenge TU C T'M offen und Ty : TU — TEFE lokal-topologisch
ist. Diese Topologie ist hausdorffsch, (TU,Ty) ist daher eine Karte auf TM mit Werten in F x E. Alle
Karten von dieser Form liefern einen holomorphen Atlas auf 7'M und damit eine komplexe Struktur auf
TM. Wir fassen zusammen:

11.1 Satz Fiir jede komplexe Mannigfaltigkeit M ist auch das Tangentialbiindel T M eine komplexe
Mannigfaltigkeit, und m : TM — M ist eine holomorphe Submersion. Fiir jedes a € M ist T,M ein
komplexer topologischer Vektorraum. Fiir jede holomorphe Abbildung f : M — N ist Tf : TM — TN
holomorph, und T, f : T,M — Ty, N ist stetig linear fiir jedes a € M.

Man beachte jedoch, dafl zwar jede holomorphe Karte um a € M auf dem Tangentialraum T,M die
Struktur eines komplexen Banachraumes induziert, dafi aber nur die Topologie dieses Banachraumes
invariant gegen Kartenwechsel ist (nicht die Norm selbst).

Betrachten wir eine glatte Kurve v : I — M. Dann ist im Anfangspunkt ~(0) der zugehérige
Tangentialvektor [y] € T, )M definiert, den wir auch mit §(0) bezeichnen wollen. Allgemeiner liefert
7 fiir jedes t € I einen Tangentialvektor 4(t) € T M in der folgenden Weise: Wir diirfen annehmen
(verwende lokal holomorphe Karten), dal M offen in einem komplexen Banachraum FE liegt. Dann ist
TyyM = E, und wir setzen §(t) := dvy(t)/dt. Hitte man fiir jeden Tangentialvektor (t), t € I, eine
Lénge, konnte durch Aufintegrieren aller dieser Lingen die Bogenldnge von ~ definiert werden. Liangen
von Tangentialvektoren erhilt man auf Mannigfaltigkeiten nur als zusétzliche Struktur:

11.2 Definition Eine Abbildung p: TM — IR heifit eine Pseudonorm auf T'M, falls gilt
(i) p=0

(ii) p ist lokal-beschrénkt

(iii) p(tv) = |t|p(v) fir alle t € € und v € TM.

Gilt zusiétzlich die Dreiecksungleichung

(iv) plov+w) < p(v)+ p(w) fir alle v, w € TM mit 7(v) = m(w),

so heiflt p eine Seminorm auf 7M.

Eine zusammenhéngende komplexe Mannigfaltigkeit M zusammen mit einer Pseudonorm p auf T'M
heifit eine pseudonormierte Mannigfaltigkeit — statt (M, u) schreiben wir auch hiufig nur M. Ist
dann 7 : I — M eine glatte (oder allgemeiner eine stiickweise glatte) Kurve in M, so ist poy: I — R
beschrankt und

1
L,(y) :=inf { /h(t) dt : h > p o+ integrierbar auf I}

0

heifit die u-Bogenlinge von . Fiir alle a, b € M setzen wir
d(a,b) :=inf{L,(y) : v(0) =a, v(1) =b} € R .

Man zeigt unschwer, dafl d = d,, eine stetige Pseudometrik auf M ist (d.h. d: M x M — IR ist stetig und
0 <d(a,b) =d(b,a) <d(a,c)+d(c,b) fir alle a,b,c € M).

Sind (M, p) und (N,v) pseudonormierte komplexe Mannigfaltigkeiten, so ist fiir jede holomorphe
Abbildung f : M — N auch f*(v) := v o Tf eine Pseudonorm auf TM. f heifit kontraktiv (bzw.
isometrisch), wenn p > f*(v) (bzw. p = f*(v)) gilt. Fiir jede stiickweise glatte Kurve v in M ist auch
f o~y eine stiickweise glatte Kurve in N, und es gilt dann L, () > L, (f o) (bzw. L,(y) = L,(f o v)).

11.3 Beispiel Es seien E ein komplexer Banachraum und U C E ein Gebiet. Durch (v) := ||z|| fiir
jedes v = (a,z) € U x E = TU wird dann auf TU die euklidische (Pseudo)Norm definiert. L.(y) =
fol I/ (t)]| dt ist dann die euklidische Bogenldnge von v. Ist U C E sogar konvex, so gilt d.(a,b) = |ja—b|
fiir alle a,b € U.

11.4 Definition Die Pseudonorm p : TM — IR heifit eine Finslermetrik auf M, wenn zu jedem a € U
eine holomorphe Karte (U, ¢) um a und eine Konstante ¢ > 0 existiert, so da§ u|TU > ¢ ¢*(e) fur die
euklidische Norm e auf ¢(U) gilt. Gilt fiir p zusétzlich die Dreiecksungleichung 11.2.iv, so heifit p auch
eine Norm auf M. In diesem Fall ist fiir jedes a € M die Einschrankung von g auf den Tangentialraum
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T, M eine vollstiandige Norm auf T,M. M zusammen mit einer Norm auf T'M heiflt eine normierte
Mannigfaltigkeit .

Wir betrachten nun den Einheitskreis ID C € und holomorphe Abbildungen i : ID — M im Ursprung
0 € ID, wobei M eine zusammenhéngende komplexe Mannigfaltigkeit sei. Wir identifizieren den Tangen-
tialraum TpID mit C vermoge (0,t) < ¢ und bezeichnen fiir jeden Tangentialvektor v € T'M mit x(v) das
Infimum iiber alle s > 0, so dal v = Tyh(s) fiir ein h € H(ID, M) gilt. Damit ist k = k3 : TM — R
wohldefiniert und erfiillt x > 0 wie auch s(tv) = [t|k(v) fir allet € Cund v € TM. Ist f : M — N
holomorph, so gilt fiir alle v € TM und w := T'f(v) € TN die Ungleichung sy (w) < kpr(v), denn fiir
jedes h € H(ID, M) und s > 0 mit Toh(s) = v ist auch To(f o h)(s) = w, d.h. f*(kn) < kpr. Ist f
biholomorph, so gilt insbesondere f*(kyx) = Kkas.

11.5 Beispiel Fir M =D und w:=kp gilt auf TID =1D x C

I
w(a,t) = Tz
Beweis. Ist v = (0,t) € ToID und Toh(s) = v fiir s,t > 0 und h € H(ID, D), so gilt also ~(0) = 0 und somit
s > t auf Grund des Schwarzschen Lemmas, d.h. w(v) > t. Fiir h(z) = 2z gilt Toh(t) = v, d.h. w(v) < ¢,
also w(v) = t. Sei nun a € ID beliebig und v = (a,t) € T,ID. Dann definiert g(z) = (z + a)/(az + 1) ein
g € Aut(ID) mit ¢(0) = a und ¢'(0) = 1 — aa, d.h. fir w = (0,t/(1 — aa)) € ToID gilt Tg(w) = v, d.h.
w(v) =w(w) = |t|/(1 — aa). Da die Drehungen um 0 isometrisch sind, folgt die Behauptung. O

w ist also insbesondere eine stetige Norm auf 71D, man nennt w auch die Poincaré-Metrik auf ID.

11.6 Beispiel Es sei E ein komplexer Banachraum und B die offene Einheitskugel. Dann gilt fiir jedes
2 € E und den Tangentialvektor v := (0,2) € ToB

rp(v) = [l -

Beweis. Wegen 11.2.iii geniigt es, den Spezialfall ||x|] = 1 zu betrachten. Dann definiert f(t) = tz eine
holomorphe Abbildung f : ID — B, und wegen (A.3) existiert ein A € E' mit ||A|| < 1 = A(z). Folglich
ist g := A|B eine holomorphe Abbildung g : B — ID mit g o f = idp, und die Behauptung folgt aus dem

11.7 Hilfssatz Es seien M 5 N % M holomorphe Abbildungen mit g o f = idy;. Dann gilt
kam(v) = Ky (w)

fiir alle v € TM und w := T f (v).
Beweis. Klar wegen kpr(v) > kn(Tf(w)) > kpu(T9(Tf(v) = km(v). O

11.8 Folgerung Fiir jede komplexe Mannigfaltigkeit M ist s lokal-beschrinkt auf TM.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Spezialfall, dafl M offen in einem komplexen Banachraum E ist.
Ist dann a € M, so existiert ein r > 0 mit Ba,(a) C M. Fiir die offene Einheitskugel B := B;(0) C E
und jedes b € U := B,(a) definiert dann f(x) := b+ rz eine holomorphe Abbildung f : B — M, also
k(b x) < kp(0,z/r) = ||z||/r fiir alle (b,x) € Ux E. Sei nun M eine beliebige komplexe Mannigfaltigkeit
und (U, ¢) eine E-wertige holomorphe Karte auf M. Dann ist ¢ : U — (U) biholomorph und somit g/
lokal-beschrinkt auf TU. Wegen kp|TU < Ky ist somit auch xjs lokal-beschrinkt auf TU. O

Wir fassen unsere bisherigen Uberlegungen zusammen:

11.9 Satz Fiir jede komplexe Mannigfaltigkeit M ist ks die groBite Pseudonorm auf T M derart, dal
jede holomorphe Abbildung h : ID — M kontraktiv ist, wenn ID mit der Poincaré-Metrik w versehen
wird. Jede holomorphe (bzw. biholomorphe) Abbildung f : M — N ist kontraktiv (bzw. isometrisch)
beziiglich kpr, KN -

Wir nennen k), die Kobayashi-Pseudonorm auf T'M. Es kann durchaus vorkommen, dafl ky; =0

gilt: Aus dem Beweis von 11.8 folgt sofort kg = 0 fiir jeden komplexen Banachraum E (denn kg(a,z) <
|||/ fiir alle » > 0).

Ist u eine Pseudonorm auf TM und a € M, so heifit {v € T,M : u(v) < 1} die Indikatrix von p in
a. Offenbar gilt fir u die Dreiecksungleichung 11.2.iv genau dann, wenn jede Indikatrix konvex ist (d.h.
w ist eine Seminorm auf T'M). Das ist fiir u = ks im allgemeinen nicht der Fall. Dazu betrachte man die
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11.10 Ubungsaufgabe Es sei
D :={(z,w) € C*: |z| < 1, |w| <1, |z2w| <7}

fiir festes 0 < 7 < 1 und B C TyD ~ C? die Indikatrix von rp im Ursprung. Man zeige B = D. Insbe-
sondere ist also B nicht konvex. (Hinweis: Man finde fiir jedes h € ID mit |2?h(z)| < r eine Abschétzung
von |h(0)|.)

Fiir jede holomorphe Abbildung f : M — ID gilt wegen 11.9 insbesondere f*(w) < kp; und damit
auch

v = sup {ff(w): fEH(M, D)} < k-

~ar ist eine Seminorm auf 7'M, genannt Carathéodory-Seminorm. Dual zu 11.9 gilt offenbar

11.11 Satz Die Carathéodory-Seminorm ~yy; ist die kleinste Pseudonorm auf T M derart, daf} jede
holomorphe Abbildung h : M — ID kontraktiv ist, wenn ID mit der Poincaré-Metrik w versehen wird.
Jede holomorphe (bzw. biholomorphe) Abbildung f : M — N ist kontraktiv (bzw. isometrisch) beziiglich

YM,IN-
Wie in 11.5 zeigt man, dal yp = kp = w gilt. Analog zu 11.6 gilt ferner

11.12 Bemerkung Ist B die offene Einheitskugel des komplexen Banachraumes FE, so stimmen xkp und
v auf dem Tangentialraum Ty B {iberein.

11.13 Definition Die komplexe Mannigfaltigkeit M heifit homogen, wenn fiir je zwei Punkte a,b € M
ein biholomorpher Automorphismus g € Aut(M) mit b = g(a) existiert (vergl. Satz 10.13).

Offenbar ist das direkte Produkt homogener komplexer Mannigfaltigkeiten wieder homogen, insbe-
sondere ist also der Einheitspolyzylinder

D" :={zeC":|z| <1 fir 1<j<n}
homogen. Aus 11.12 ergibt sich unmittelbar

11.14 Folgerung Ist die offene Einheitskugel B des komplexen Banachraums E homogen, so gilt
YB = KB -

Besser gilt sogar

11.15 Ubungsaufgabe Ist die offene Einheitskugel B des komplexen Banachraumes E homogen und
w eine Pseudonorm auf TB mit f*(u) < p fiir alle f € H(B, B), so gilt n = ckp fiir eine geeignete
Konstante c > 0.

11.16 Lemma Ist D ein beschrinktes Gebiet in einem komplexen Banachraum, so ist vp eine Norm
auf T D und kp eine Finslermetrik auf D.

Beweis. Wihle ein 7 > 0 mit D C B,(a) fiir alle a € D. Fiir die euklidische Norm ¢ gilt dann kxp > ¢/r
auf TD. O

Die Kobayashi-Pseudonorm verhélt sich besonders angenehm beziiglich direkten Produkten:

11.17 Satz Es seien M, N komplexe Mannigfaltigkeiten und p : M x N — M sowie ¢ : M x N — N
die kanonischen Projektionen. Dann gilt

KMxN = max (P*(”M% q*(ﬁN)) .

Beweis. Die Abbildung
(Tp,Tq): T(M x N) - TM xTN

ist biholomorph und induziert fiir jedes (a,b) € M x N einen linearen Isomorphismus
T(a,b)(M X N) —ToM &T,N .
Wir wollen im folgenden diese Rdume entsprechend identifizieren. Sei

4 := max (p*(/fM), q*(/iN)) .
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Wegen p, g kontraktiv gilt kKps«n > p. Angenommen, es gilt nicht die Gleichheit: Dann existieren v €
T,M, w € T,N und und ein 0 < s < Ky xn (v, w) zusammen mit holomorphen Abbildungen f : ID —
M, g:ID — N so, daB Ty f(s) = v, Tog(s) = w gilt. Dann ist aber h := (f,g) : D — M x N holomorph
mit Toh(s) = (v, w) im Gegensatz zur Wahl von s. Also gilt doch kprxny = p. O

Wir wollen im folgenden drei Anwendungen betrachten:

11.18 Lemma Es seien D C FE ein beschrinktes Gebiet und f : D — D eine holomorphe Abbildung.
Dann gilt (i) = (ii) = (iii) fiir die folgenden Aussagen

(i) f(D) hat positiven Randabstand in D, d.h. § :=inf {||lz —y| : € f(D), y € E\D} > 0.

(ii) f hat einen Fixpunkt a € D und fiir eine geeignete dquivalente Norm auf E gilt ||df (a)]| < 1.
(iii) Die Folge der Iterierten f™ konvergiert lokal-gleichméiBig auf D gegen eine konstante Abbildung

h:D — D.

Beweis. (i) = (ii). Sei p = kp und d = d,, die zugehorige Metrik auf D. Es existiert ein » > 0 mit
D C B,(a) fiir alle @ € D. Fiir die euklidische Norm ¢ auf TD = D x F gilt dann p > ¢/r (wegen 11.6)
und damit auch d(z,y) > ||z — y||/r fir alle 2,y € D. Ist der Tangentialvektor v = (¢, z) € T'D beliebig
aber fest gewiihlt, so gilt fiir ¢t := §/r und s := (1 +¢)7!

tf) = fll < tr =6
d.h.

(11.19) 9(2) = f(2) + t(f(2) = f(¢))

definiert eine holomorphe Abbildung g : D — D. Fiir diese gilt g(c) = f(c) und dg(c) = (1 +t)df(c), d.h.
fiir w := Tog(v) = (g(c), dg(c)x) gilt sw = T, f(v). Wegen p(w) < p(v) gilt also f*(p)(v) < sp(v) und
damit f*(u) < su, da v beliebig gewéhlt war. Aber damit gilt dann auch

d(f(x), f(y)) < sd(z,y)

fiir alle z,y € D. Wéhlen wir ag € D fest, so definiert a, 1 = f(a,) eine Cauchy-Folge (a,,) beziiglich
d und damit auch beziiglich der Norm von E. Folglich existiert a := lima, € E. Wegen § > 0 gilt
sogar a € D, und a = lim a1 = lim f(a,) = f(a) ist ein Fixpunkt von f. Definieren wir die holomorphe
Abbildung ¢g : D — D fiir ¢ :== a durch (11.19) und ersetzen die Norm von E = T, D durch die dquivalente
Norm vp|T, D, so gilt ||dg(a)]] < 1 und damit ||df (a)|| = s||dg(a)] < 1.

(il) = (iii). Wir diirfen f(a) = a und ||df(a)| < 1 fir die Norm von E annchmen. Dann existieren
0<r,s<1lmitU :=B,(a) CDund ||df(z)| <s fir alle z € U. Fiir z € U fest und

A= foldf(a +t(z—a))dt € L(FE) gilt dann auch |A]] < s und folglich
11(z) = f@)l = Az = a)| < sllz—al| .

Bezeichnen wir mit  die grofite offene Teilmenge von D, so dafi f™|Q fiir n — oo lokal-gleichmiflig gegen
die konstante Abbildung z — a konvergiert, so gilt U C Q und insbesondere Q # . Da die Metriken d(z, y)
und ||z — y|| topologisch dquivalent auf D sind, existiert ein p > 0 mit V := {z € D : d(a,z) < p} C U.
Angenommen, b ist ein Hiufungspunkt von € in D. Dann existiert ein w € £ mit d(b, w) < p/2 und ein
m > 0 mit d(a, f"(w)) < p/2 und somit d(a, f™(b)) < d(a, f"(w)) + d(f™(b), f™(w)) < p, d.h. es
existiert eine Umgebung W C D von b mit f™(W) C U. Dann aber konvergiert die Folge f™|W lokal-
gleichméfig auf W gegen die konstante Abbildung = a, was b € Q und schliellich Q@ = D impliziert. O

Als weitere Anwendung zeigen wir

11.20 Satz FEs seien H ein komplexer Hilbertraum mit offener Einheitskugel B und D C H ein Gebiet
mit

BcDcrB

fiir ein v > 1. Ist dann D biholomorph &dquivalent zu einem direkten Produkt Dy x Do X -+- X D,
komplexer Mannigfaltigkeiten D; positiver Dimension, so gilt n < r?. Insbesondere ist D irreduzibel
(d.h. nicht dquivalent zu einem direkten Produkt D1 x Dy komplexer Mannigfaltigkeiten D1, Do positiver
Dimension), wenn r < V2 gilt.

Beweis. Sei U = ToD und v := kp|U. Dann gilt fiir U; := ToD;

U=U®---alU,
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und v(z) = max; v(z) fir z = (21,...,2,) € U. Die Norm || || von H wird durch ein inneres Produkt
(| ) gegeben (d.h. (z|y) ist linear in z, antilinear in y und [|2]|> = (z|2)). Wegen B C D C rB gilt
r~ Y || £ v < || ||. Definiere induktiv Elemente z; € U; mit v(z;) = 1 und Re(2%|z;) > 0 fiir alle 4 > 1 und
2Vi= 21+ ...+ zi_1. Dann gilt [|287|2 > |[|2%]|% + 2Re(2%|2;) + ||z:]]2 > [|28]|* + || 2:])? fiir alle ¢ < n und
damit insbesondere fiir z = z"*!

n=3 ()R < Sl < 2] < rPu()? =12 0

n n
=1 i=1

i

11.21 Folgerung Jedes beschrinkte Gebiet D in einem komplexen Hilbertraum H ist endliches direktes
Produkt Dy x Do X --- x D, irreduzibler komplexer Mannigfaltigkeiten D,.

Beweis. Sei B die offene Einheitskugel von H und a € D ein beliebig gewahlter Punkt. Wir diirfen
B C D C rB fiir ein geeignetes > 1 annehmen. Wihlen wir n < r? maximal so, da D biholomorph zu
einem direkten Produkt D X Do X - -+ x D,, entsprechend 11.20 ist, sind alle Faktoren D; irreduzibel. O

11.22 Folgerung Ist D ein beschrinktes Gebiet in einem komplexen Hilbertraum, so ist D nicht biho-
lomorph édquivalent zu D x D.

Dafl diese Eigenschaften fiir beliebige Banachrdume nicht gelten, zeigt

11.23 Beispiel Es sei F der Banachraum aller beschriankten komplexen Zahlenfolgen ¢ = (¢;) versehen
mit der Norm ||c|| = sup; |¢;|. Die offene Einheitskugel D von E ist dann biholomorph dquivalent zu
D x D. (Warum?)

11.24 Satz Es seien E ein komplexer Banachraum, D C E ein beschridnktes Gebiet, a € D ein Punkt
und G C Aut(D) eine Untergruppe. Ist dann die Bahn G(a) := {g(a) : g € G} von a eine Umgebung von
a, so operiert G transitiv auf D (d.h. G(a) = D).

Beweis. Sei p = kp und d = d,, die zugehorige Metrik auf D. Es gibt ein r > 0 mit

{z € D :d(a,z) < r} C G(a). Sei weiter b € D ein Punkt in der abgeschlossenen Hiille von G(a) C D.
Dann existiert ein ¢ € G mit d(g(a),b) < r, und somit folgt d(a,g~1(b)) < r , d.h. g71(b) € G(a) und
damit b € G(a), d.h. b ist ein innerer Punkt von G(a). Es folgt D = G(a) wegen D zusammenhéngend. O

11.25 Ubungsaufgabe Seien M eine komplexe Mannigfaltigkeit und B C H(M) der Teilraum aller
beschrédnkten holomorphen Funktionen auf M. Man zeige:
(i) B ist ein komplexer Banachraum beziiglich

[f1 = sup [f(M)] .

(ii) Fiir jedes a € M definiert a(f) := f(a) eine stetige Linearform a € B’.

(iii) Durch a — @ wird eine stetige Abbildung =~ : M — B’ und durch d(a,b) := ||a _/[;H eine stetige
Pseudometrik d := dpy; auf M definiert.

(iv) Ist N eine weitere komplexe Mannigfaltigkeit und dy analog definiert, so gilt

dn(g(a),g(b)) < dwm(a,b)
fiir alle holomorphen Abbildungen g : M — N und fiir alle a,b € M.

12. Hermitesche Metriken

Es sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit und g eine Norm auf T'M. Dann heifit ;1 eine hermitesche
Metrik auf M, wenn die Einschrankung von p auf jeden Tangentialraum F := T, M eine Hilbertnorm
ist (d.h. es existiert zu jedem a € M eine positiv definite hermitesche Form

ExE— C

(v, w) = (v|w)

mit p(v)? = (v|v) fiir alle v € E := T,M). Hiufig werden noch Differenzierbarkeitsbedingungen an
das Quadrat pu? : TM — IR gestellt, aber wir wollen hier der Einfachheit halber darauf verzichten.
Beispielsweise ist die Poincaré-Metrik w auf ID eine hermitesche Metrik — im Falle der (komplexen)
Dimension 1 ist ja jede Norm auf TM eine hermitesche Metrik auf M. Nun existiert auf dem Dizylinder
D := ID? C C? wegen 11.15 keine hermitesche Metrik, beziiglich der alle holomorphen Abbildungen
f : D — D kontraktiv sind. Es ist jedoch bekannt, dafl auf jedem beschrinkten Gebiet D C C" eine
hermitesche Metrik existiert, die unter allen biholomorphen Automorphismen g € Aut(D) invariant ist
(z.B. die Bergman-Metrik).
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12.1 Ubungsaufgabe Essei D = ID x D = {(z,w) € €? : |2| < 1,|w| < 1} der Dizylinder und

T :={(z,w) € C* : |2| = |w| = 1} die sogenannte Bestimmungsflidche von D. Man zeige:
(i) Ist f eine auf D stetige Funktion mit f|D holomorph und f|T =0, so gilt f = 0 (Hinweis: Cauchy-
Integralformel).

(ii) Gilt \(T) = T fiir die lineare Abbildung X = (“}) des €2, so gilt b= c =0 oder a = d = 0.
(ili) Man berechne G = Aut(D) (Hinweis: Berechne zunéchst die Untergruppe

K:={geG:g(0)=0}

und setze Aut(ID) als bekannt voraus — vergl. unten).

12.2 Ubungsaufgabe Man gebe eine hermitesche Metrik auf dem Dizylinder in €* an, die unter allen
biholomorphen Automorphismen invariant ist.

12.3 Ubungsaufgabe _Man zeige, daf3 auf der Riemannschen Zahlenkugel C keine hermitesche Metrik
existiert, die unter Aut(C) invariant ist.

Es existiert jedoch genau eine stetige hermitesche Metrik p auf @, so daf3

It]
1+2z

p(z,t) =

fiir alle (z,t) € TC C TC. Dieses W ist invariant gegeniiber der Untergruppe

(12.4) [om az b caatbh=1} C Aut(@).

bz+1a

Dieser Sachverhalt ist analog zur Aut(ID)-invarianten Poincaré-Metrik w (vgl. 11.5), insbesondere wenn
man bedenkt, dal Aut(ID) durch

[or 0t0

:a&—bgzl}
bz+a

gegeben wird.

Wir wollen die beiden Metriken von ID und € auf hohere Dimensionen verallgemeinern: Dazu seien F ein
komplexer Hilbertraum mit innerem Produkt (| ) und M := IP(E) der zugehorige projektive Raum. Fiir
jedes g € GL(E) ist dann IP(g) ein Automorphismus von M, wobei IP(g)[z] = [g#] fur alle z € E* := E\{0}
und [z] := Cz € M. Sei U(E) := {g € GL(E) : ||gz|| = ||z| fiir alle z € E} die unitire Gruppe von E
und G := IPU(E) die zugehorige projektiv-unitéire Gruppe. Fiir den Spezialfall E = C? versehen mit
dem Standard-Skalarprodukt (z|w) = z1W; + 20Ws ist M = C und G die in 12.4 angegebene Gruppe.
Eine G-invariante hermitesche Metrik p auf M (E beliebig) erhalten wir wie folgt: Sei a € M ein
beliebig gewiihlter Punkt. Dann existiert ein Einheitsvektor e € F mit a = [e], und das orthogonale
Komplement H := el ist eine abgeschlossene Hyperebene in E, also selbst ein komplexer Hilbertraum.
Durch ¢([z @ e]) := z wird eine biholomorphe Abbildung ¢ : U — H definiert, wobei U := w(E\H)
eine Koordinatenumgebung von a in M ist. Das Differential T, : Ty (M) — To(H) = H ist ein linearer
Isomorphismus und folglich eine Isometrie, wenn T, (M) mit einer geeigneten Norm versehen wird. Diese
héngt nicht von der Auswahl von e ab. Da a beliebig gewéhlt war, erhalten wir so eine Hilbertnorm g auf
TM. Wie sieht diese nun in der holomorphen Karte (U, ¢) aus? Dazu identifizieren wir U mit H vermoge
. Sei v = (2,t) € TH = H x H ein Tangentialvektor im Punkte z € H C M. Wir setzen ¢ := z + e,
d := ¢/||¢| und s := t/||c||. Ist dann p die orthogonale Projektion von E auf d*, so gilt u(v) = [|p(s)]|
entsprechend obiger Definition. Gilt etwa ¢ L z, so gilt auch ¢ L d und wegen p(s) = s folglich

1]

SR

Sind andererseits ¢, z linear abhéngig iiber C, so liefert eine elementar-geometrische Betrachtung, vergl.
Figur 8, wegen cosa = 1/||c|| = ||p(s)||/||s|| die Beziehung

£l

p(z,t) = T+ (22)
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Figur 8.

Insbesondere ist p lokal-beschrinkt auf TM (u? ist sogar reell-analytisch auf TM). Dafl die hermitesche
Metrik p invariant unter der projektiv-unitdren Gruppe G ist, folgt unmittelbar aus der Definition.

Es sei noch darauf hingewiesen, daf§ die projektiv-unitdre Gruppe G = IPU(E) transitiv auf M = IP(E)
operiert, was wie folgt eingesehen werden kann: Sind Lq, Ly € M beliebig und H;, Hy die zugehorigen

orthogonalen Komplemente, so existieren lineare surjektive Isometrien o : Ly — Lo, 7 : Hy — Hs, und
A:=0 x 1 € U(F) bildet L; auf Ly ab.

Wir betrachten nun einen beliebigen komplexen Hilbertraum H und auf der orthogonalen Summe
E =C @ H die durch
O(z,w) = st — (zly)

fiir alle z = (s,z), w = (t,y) aus E definierte indefinite hermitesche Form
P:ExXxE—-C.

Orthogonale Summe heifit dabei, dafl das innere Produkt auf F durch das von H durch
(zlw) = st + (x]y)

gegeben ist. Jedes h € H werde mit der Geraden [1, h] € IP(E) identifiziert. Im Sinne dieser Identifikation
ist also H C IP(FE) eine offene Teilmenge, und man sieht leicht, dafl

D :={[z] eP(E): ®(z,2) > 0}
die offene Einheitskugel von H ist. Die unitire Gruppe beziiglich ®
U(®) :={g € GL(E) : ®(gz,92) = ®(z,2) firalle z € E}

operiert auf IP(F) und laft dabei das Gebiet D C IP(E) invariant, G := IPU(®) kann also als eine
Untergruppe von Aut(D) aufgefait werden. Fiir jede komplexe Gerade L = [z] € D ist L% := {w €
E : ®(z,w) = 0} eine abgeschlossene Hyperebene in E mit E = L & L°. Schreiben wir z = (1, k) mit
r = ||h|| <1, so gilt also fr jedes w = (¢t,z) € L wegen t = (x|h) die Abschtzung [t| < r||z| und folglich
auch

—0(w,w) = [l = [t* = (1—r)|lz]?,

d.h. L ist bezglich ® und L° ist bezglich —® ein komplexer Hilbertraum. Ist L= [Z] ein weiterer Punkt
in D, so existieren also surjektive Isometrien o : (L, ®) — (L, ®) und 7 : (LY, —®) — (L% —®). Dann ist
aber A := o x 7 in U(®) und IP(\) € Aut(D) bildet [z] in [2] ab. Also operiert Aut(D) transitiv auf D. Es
gilt sogar:

12.5 Satz Aut(D) =IPU(®) = {¢|D : g € Aut(IP(E)) mit ¢(D)= D}.

Beweis. Sei K = {g € Aut(D) : g(0) = 0} die Isotropiegruppe von Aut(D) in 0 und G := PU(®D).
Wegen G transitiv auf D geniigt es K C G zu zeigen. Nun ist aber jedes g € K linear wegen 6.10, d.h.
g € U(H) und somit g = IP(A) fiir A :=idg x g € U(®). Wegen U(®) C GL(E) hat schliefllich jedes g € G
eine Fortsetzung zu einem Automorphismus von IP(E). O



36 Komplexe Analysis

Wir wollen noch einen zweiten Beweis fiir die Homogenitéit der offenen Einheitskugel D des Hil-
bertraumes H fithren, indem wir fiir jedes b € H ein g € Aut(D) mit g(0) = b direkt angegeben. Dazu
jedoch zuvor einige wohlbekannte Tatsachen: Sind H, K komplexe Hilbertraume, so existiert zu jedem
A € L(H,K) genau ein \* € L(K,H) mit (Az]y) = (z|\*y) fiir alle z € H und y € K. Der Operator
g € L(H) ist genau dann unitir, wenn gg* = g*g = 1 gilt. Sei nun £ = C O H als orthogonale Summe,
und sei j € L(F) definiert durch j(¢,2) = (¢, —z). Dann gilt fiir unsere oben definierte hermitesche Form

O(z,w) = (jz|w)
und g € GL(E) gehort zur unitéren Gruppe U(®) genau dann, wenn

(12.6) 939" =]

gilt. Schreiben wir (¢t,w) € C © H auch als Spalte (ZJ), so kann jedes g € GL(FE) als Operatormatrix

_fa b
9=\¢c d
geschrieben werden, wobei a € L(H),be L(C,H) 2 H,ce€ L(H,C)=H und d € L(C) = C. 12.6 ist

dann offenbar dquivalent zu

aa*—bb* =1 € L(H)
(12.7) ac* —bd* =0 € H
dd*—cc*=1 € C

Sei nun wieder D C H die offene Einheitskugel. Fiir alle x,y € H = £(C, H) gilt y* € H' und y*z = (x|y).
Andererseits ist xy* € L(H), und zwar gilt (zy*)z = x(y*z) = (z|y)z. Fiir jedes b € D gilt also mit
o:=1-0bb* € GL(E)
o(z) =z falls zlb wund
a(b) = (1—[b]*)0.

Es existieren also eindeutig bestimmte Operatoren ¢ € GL(E) und d € GL(C) mit a = a*, d = d*
positiv definit und a=? = (1 — bb*), d=2 = (1 — b*b). Mit der Identifikation GL(C) = C* gilt natiirlich
d=1/y/1—]b]? € R.

Betrachten wir nun ¢ := a  ab @ _bd> ist ¢ € GL(F), und man

-1 _
a d ) € L(E). Wegen ¢! = <—b*a d
verifiziert leicht ¢ € U(®) mit 12.7. Fiir g := IP(q) € Aut(D) gilt somit

g(2) = (az +ab)(db*z +d)™' = 7(z +b)(b* 2+ 1)}

fiir alle z € D, wobei 7 := a/d € GL(H) die Identitéiten 7(b) = b und 7(z) = \/1 — (b|b) z fiir alle z L b
erfiillt. Fiir die Ableitung A := dg(0) € L(H) erhdlt man weiter A = 7o (1 — bb*), d.h.

A(b) = (1 — (b]b)) b und
Mz) = /1— (b]b) 2 falls zLlb.
Fiir jeden Tangentialvektor v = (b, z) € T, D gilt folglich
(o) = A~z
Da b € D beliebig gewéhlt werden konnte, haben wir damit einen zweiten Beweis fiir die Homogenitét

der Einheitskugel D C H geliefert. Aus der expliziten Darstellung von p folgt weiter, dal p? auf TD
reell-analytisch ist.
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13. Holomorphe Vektorfelder

Im folgenden sei M stets eine komplexe Mannigfaltigkeit und 7 : TM — M das zugehorige Tangen-
tialbiindel. Dann heift eine Abbildung X : M — T'M ein Vektorfeld auf M, wenn mo X = idy, gilt, d.h.
also, wenn X, := X (a) € T, M fiir alle a € M gilt. Fiir jedes offene U C M und jede Banachraum-wertige
holomorphe Funktion h : U — F definiert X eine Funktion Xh : U — F wie folgt: Zu jedem a € U
wéhle eine glatte Kurve v in U mit 4(0) = X, € T,M. Dann héngt Xh(a) := (h o) (0) € F nicht
von der Wahl des Représentanten v von X, ab. Xh ist gewissermaflen die Richtungsableitung von h in
Richtung des Vektorfeldes X auf U. Ist speziell U C FE offene Teilmenge des komplexen Banachraumes
E, und wird wie iiblich TU mit U x E identifiziert, so existiert also genau eine Abbildung f : U — E mit
X, =(a,f(a)) € TU =U x FE fiir alle a, und es gilt

Xh(a) = dh(a)(f(a)) -
Wir schreiben deshalb X symbolisch auch als ‘Differentialoperator’

X = f(2) 8/82

oder kiirzer fa/@z- Die Abbildung f : U — FE ist offenbar gerade f = Xh fiir h := idy;. Da X genau
dann holomorph (d.h. als Abbildung U — TU) ist, wenn f holomorph ist, gilt also

13.1 Lemma Das Vektorfeld X auf der komplexen Mannigfaltigkeit M ist genau dann holomorph,
wenn X h holomorph ist fiir jedes offene U C M und jede Banachraum-wertige holomorphe Abbildung
h:U—F.

Wir bezeichnen nun mit 20(M) die Menge aller holomorphen Vektorfelder auf M. 2B (M) ist in
natiirlicher Weise ein komplexer Vektorraum — ja sogar ein H(M )-Modul: Fiir f € H(M) und X € B(M)
definiere (fX), := f(a)X, € T,M fiir alle a € M. Ist ¢ : M — N eine lokal-biholomorphe Abbildung
zwischen komplexen Mannigfaltigkeiten, so existiert zu jedem Y € 2 (N) genau ein X € 2B(M) mit

™ —X . TN

[ [¥
M O —F
kommutativ (warum?). Dieses ist auch dadurch eindeutig bestimmt, dafl auf U = ¢=1(V)
X(hop)=(Yh) oy

fiir jedes offene V' C N und jede holomorphe Funktion h : V — F gilt. Schreiben wir X := ¢*Y, so
erhalten wir eine lineare Abbildung ¢* : W(N) — B (M). Diese ist injektiv, wenn N zusammenhingend
ist. Ein Spezialfall ist, da} M C N eine offene Teilmenge und ¢ die kanonische Injektion ist. In diesem
Fall ist ¢* die Einschréankungsabbildung.

Der Raum 2 (M) hat noch eine weitere algebraische Struktur

13.2 Satz Zu je zwei holomorphen Vektorfeldern X,Y auf der komplexen Mannigfaltigkeit M existiert
genau ein Z € B (M) mit

(13.3) Zh =Y (Xh) — X(Yh)

fiir jedes offene U C M und jede Banachraum-wertige holomorphe Funktion h : U — F. Z heifit das
Klammerprodukt von X, Y und wird mit [X,Y] bezeichnet.

Beweis. Wegen 13.3 geniigt es, die Aussage lokal zu beweisen. Wir diirfen also annehmen, dafi M offene
Teilmenge des komplexen Banachraumes F ist. Dann gilt

X =19, Y =99,
fiir gewisse f,g € H(M, E), und wir setzen
Z:=(Yf-Xg), = (df(2)(9(2)) - dg(=)(£(=)) Tl -
Nun gilt fiir jedes offene U C M und jedes holomorphe A : U — F
Y(XR)(2) = d[dh()(F(=)](9() = Ph()(F(),9(2)) +dh(=)(df()(9(2))) -
symmetrisch in f, g =Yf
d.h. es gilt 13.3. ad
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13.4 Eigenschaften des Klammerprodukts Fiir V := 0 (M) und alle X,Y,Z € V gilt:
(i) [, ]:V xV — V ist bilinear.
(ii) [X,Y]+ [Y,X] = 0 und insbesondere [ X, X]| = 0. (Antisymmetrie)
(iii) [X,Y],Z]+[[Y, Z], X] + [[Z,X],Y] = 0. (Jacobi-Identitét)
Beweis. Zum Nachweis von (iii) schreibe [[X,Y], Z]h vermoge 13.3 als Summe von 4 Termen und per-
mutiere zyklisch. In der entstehenden Summe von 12 Termen hebt sich dann alles fort. O

Man nennt jeden Vektorraum V zusammen mit einer Abbildung [, |, die (i)—(iii) erfiillt, eine Lie-
Algebra und [ , ] das zugehorige Lie-Produkt. Es gilt im allgemeinen nicht das Assoziativgesetz,
stattdessen aber die Jacobi-Identitét (iii). Fiir jede komplexe Mannigfaltigkeit M ist also B (M) eine
komplexe Lie-Algebra.

13.5 Ubungsaufgabe Man zeige fiir jede lokal-biholomorphe Abbildung ¢ : M — N, daf8 p* : B(N) —
B (M) ein Homomorphismus von Lie-Algebren ist (d.h. linear und ¢*[X,Y] = [¢* X, ©*Y] fiir alle X,Y €
B(N)).

13.6 Ubungsaufgabe Man zeige fiir die Riemannsche Zahlenkugel C
dim23(C) = 3
(Hinweis: Man zeige, da8 die Einschréinkung von 2(C) auf C C C aus genau allen Vektorfeldern der

Form (a + bz + c22) 9/5, besteht, wobei a,b,c € C).

Ist I C IR ein Intervall, so heifit eine glatte Kurve v : I — M tangentiell an das holomorphe
Vektorfeld X € 2B (M) — oder auch eine Integralkurve von X -, wenn

J(t) = Xy firalle tel

gilt. Ebenso heifit fiir jedes Gebiet U C € eine holomorphe Kurve v : U — M eine komplexe Integral-
kurve von X, wenn die gleiche Bedingung fiir alle ¢t € U gilt. Das holomorphe Vektorfeld X auf M heift
vollstéindig (bzw. komplex vollstéindig), wenn zu jedem a € M eine Integralkurve v : IR — M (bzw.
komplexe Integralkurve v : C — M) mit v(0) = a existiert. Wir bezeichnen mit aut (M) die Menge aller
vollstéindigen holomorphen Vektorfelder auf M. Fiir jede Integralkurve v : R — M von X € aut (M)
definiert o(t) := y(st) eine Integralkurve von sX, d.h. auch sX ist vollstindig fiir jedes s € IR.

13.7 Beispiel (i) Ist F ein komplexer Banachraum, ¢ € E ein fester Vektor und X = c9/y, das
zugehorige konstante Vektorfeld, so definiert fiir jedes a €

y(t) :=a+tc

eine komplexe Integralkurve v : € — E mit v(0) = a, d.h. X ist komplex vollstindig.

(i) Ist A € £(E) und X = A\(2) 9y, das zugehdrige lineare Vektorfeld, so existiert exp(t\) € GL(E) fiir
alle t € C (vergl. 5.12), und fiir jedes a € F definiert v(¢) := exp(tA)(a) eine komplexe Integralkurve von
X mit v(0) = a.

(iii) Sind A\, o € L(E) lineare Operatoren auf E, so gilt fiir den Kommutator [\, o] := Ao — oA € L(E)

die Formel
Aoz 09z | = [N o] Vs

(dieses ist einer der Griinde, warum wir die Definition des Klammerprodukts von Vektorfeldern durch
die Bedingung 13.3 und nicht wie bei vielen Autoren mit umgekehrtem Vorzeichen gewéhlt haben).

Die Menge aut (M) C 20 (M) aller vollsténdigen holomorphen Vektorfelder auf M besitzt die Struk-
tur eines reellen Kegels, ist aber im allgemeinen weder abgeschlossen gegeniiber Summen — noch gegeniiber
Klammerproduktbildung. Dazu betrachten wir das folgende einfache

13.8 Beispiel Essei M = €? verschen mit den Koordinaten (z,w). Wir schreiben jedes X € (M) in
der Form

X = f(zw) Yy, +g(z,w) Iy
wobei f,g € H(M). Sei nun X := w9y, und Y := 229y, . Beide Vektorfelder sind komplex vollstéindig
— fiir jedes (a,b) € €? sind némlich

y(t) = (a+tb,b) und o(t) = (a,b+ ta?)
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zugehorige komplexe Integralkurven. Betrachten wir nun die Vektorfelder

Z:=[X,Y] =229y, — 2200y,
W::X+Y:wa/az —|—z28/3w .

Diese sind nicht vollstdndig, denn

¥(t) = ((1=1)71,0) und
o(t) = (6(1 —t)72,12(1 —t)73)

sind fiir t < 1 reelle Integralkurven, die fiir ¢ = 1 keine Fortsetzung haben.

14. Holomorphe Fliisse

Im folgenden sei M stets eine komplexe Mannigfaltigkeit.
14.1 Definition g¢: Q) — M heifit ein holomorpher Fluf3 auf M, wenn gilt:
(i
(ii

(iii

Q C € x M ist offen, und g ist holomorph.

Fiir alle a € M ist (0,a) €  und ¢(0,a) = a.

Ist (t,a) € Q und 0 < s < 1, so gilt auch (st,a) € Q.

Es existiert eine Umgebung ¥ C 2 von {0} x M so, dal

—_ — —

(iv
(r+ta)e@ wnd  g(r+ta) = g(rg(t,a))
fir alle (t,a) € £ und r € € mit (r,g(¢,a)) € X gilt.

Sind g: Q2 — M und g : Q — M zwei holomorphe Fliisse auf M, so schreiben wir g < g, falls 2 C Q und
g|Q2 = g gilt. Der Fluf ¢ heift maximal, falls fiir jeden holomorphen Flu} § auf M mit g < g bereits
g =g gilt.

14.2 Lemma Zu jedem holomorphen Fluf3 g auf M existiert genau ein maximaler holomorpher Fluf g
auf M mit g <.

Beweis. Fiir je zwei holomorphe Fliisse ¢/ : @/ — M, j = 1,2, mit g < ¢/ gilt (auf Grund des
Identititssatzes) g'|Q! N O? = g2 N Q2. Definieren wir

6=

929

fiir alle holomorphen Fliisse g : Q — M mit g > g, so existiert also genau eine holomorphe Abbildung
g:Q — M mit g|Q = g. Offensichtlich ist g ein maximaler holomorpher Flu8. O

Bei Definition 14.1 wird die Giiltigkeit der Identitdt in (iv) nur fiir Punkte nahe {0} x M in Q
verlangt. Fiir maximale Fliisse gilt jedoch allgemeiner

14.3 Lemma FEs seien g : Q) — M ein maximaler holomorpher Flufl auf M, a € M ein beliebiger Punkt
und r,t € C. Gilt dann (t,a) € Q und (r,g(st,a)) € Q fiir alle 0 < s <1, so gilt auch (r +1t,a) € 2 und
g(r +t,a) = g(r,g(t,a)).
Beweis. Wir diirfen » # 0 annehmen. Betrachten wir zundchst den Fall, daf§ u := r 4+ ¢ # 0 gilt. Fiir
einen geeigneten ‘Keil’

S:={pe'?: 0<p<po, |p|<po} C C

(po > 1,00 > 0 fest) und eine geeignete, offene, zusammenhiéingende Umgebung V von a € M gilt dann
(Ar,g(At, 2)) € Q fiir alle A € S und alle z € V. Dann ist U := Su eine Umgebung von v € C*, und
durch h(Au, z) == g(Ar, g(At, 2)) fir alle A € S und z € V wird eine holomorphe Abbildung h : W — M
definiert, wobei W := U x V gesetzt sei. W N Q ist zusammenhéngend. Auf einer nicht-leeren offenen
Teilmenge von W N  stimmen h und g wegen 14.1.iv iiberein, nach dem Identitdtssatz stimmen g, h
sogar auf W N tberein. Also 148t sich g auf 2 U W holomorph fortsetzen. Wegen der Maximalitat von
g heilt das aber W C 2 und insbesondere (u,a) € Q zusammen mit g(u,a) = h(u,a) = g(r,g(t, a)).
Es bleibt also, den Fall u = 0 zu betrachten. Dann ist or + ¢ # 0 fiir 0 < 1, und nach obigem Fall gilt
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(or+t,a) € Q zusammen mit g(or +t,a) = g(or, g(t,a)). Fiir o /1 folgt daraus aus Stetigkeitsgriinden
die Behauptung

g(u,a):g(r,g(t,a)) : a

Im folgenden sei g : 2 — M ein maximaler holomorpher Flufl auf M. Fiir jedes offene U C M ist dann
O :={(t,a) € N:g(st,a) €U firalle 0<s<1}

offen in € x U und gy := ¢|Qu ein holomorpher Flufi auf U. Wir wollen diesen die Einschréinkung
von ¢ auf U nennen. Dem Flufl g ordnen wir nun in der folgenden Weise ein holomorphes Vektorfeld
X € B(M) zu: Fiir jedes a € M existiert nach Voraussetzung ein € > 0 mit (¢,a) € Q fiir |¢{| < ¢, d.h.
~v(t) :==g(t,a) € M ist fiir || < € definiert und holomorph. Wir setzen dann

X, :=4(0) € T,M .

Fiir jedes offene U C M und jede Banachraum-wertige holomorphe Funktion h : U — F gilt dann fiir die
Funktion Xh : U — F

Oh(y(t, 2))

(14.4) Xh(z) = =%

t=0

fiir alle z € U. Insbesondere ist also Xh holomorph auf U, und damit ist auch X ein holomorphes
Vektorfeld auf M. Ist z = g(s,w) fiir ein w € U, so kénnen wir 14.4 auch schreiben als

Oh(g(t+ s,w))

Xh(z) =
ot t=0
_ Oh(g(t,w)
at t=s ’
was nach Umbenennung
(145) Xh(g(t, 2)) = 22olt2))

ot

impliziert. Diese Gleichung kénnen wir auch so interpretieren, daf} fiir jedes a € M durch v(¢) := g(¢, a)
eine Integralkurve von X durch a definiert wird. Durch Induktion nach k£ und Differentiation nach ¢
erhalten wir aus 14.5 schliefllich

_ 9h(y(t,2))

(14.6) XFkh(g(t, 2)) i

fiir alle k. Dabei sei die Funktion X*h : U — F induktiv definiert durch X°h = h und X*+1h := X (X*h).
Die Funktion h o gy : Qpy — F ist holomorph und besitzt deshalb eine ‘Potenzreihenentwicklung’ in ¢

(14.7) h(g(t,2)) =D erl(2)t*
k=0

die auf einer Umgebung von {0} x U C Qp lokal-gleichmiiflig konvergiert. Die Koeffizienten-Funktionen
cx : U — F sind holomorph. Offensichtlich gilt co = h und ¢; = Xh, wegen 14.6 gilt allgemein k!c;, = X*h
fiir alle k, d.h. 14.7 kann auch in der Form

o0 k
(14.8) not.2) =3 Xl

k=0

geschrieben werden. Die rechte Seite von 14.8 hat das Aussehen der Exponentialreihe in dem Operator
tX (man beachte jedoch, da8 Y (tX)¥/k! als Operator im allgemeinen fiir ¢ # 0 nicht konvergiert — die
Konvergenz in 14.8 besagt nur, dafl zu jedem festen z € U ein € = £(z) > 0 gewihlt werden kann, so dafl
14.8 fiir |t| < € konvergiert).

Die Formel 14.8 hat die folgende bemerkenswerte Konsequenz: Wihlen wir zu z € M eine offene Umge-
bung U von z und eine holomorphe Funktion h : U — F, die injektiv ist (z.B. eine holomorphe Karte
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(U, h) um z), so wird also g|Qy eindeutig durch das Vektorfeld X|U bestimmt. Das heifit aber insbeson-
dere, dal wegen des Identitdtssatzes bereits ganz g durch das Vektorfeld X eindeutig bestimmt ist. Wir
nennen deshalb X auch den infinitesimalen Generator des maximalen Flusses g. Fiir alle (¢,a) € Q2
schreiben wir auch exp(tX)a statt g(t,a).

Was bedeuten die obigen Uberlegungen in dem speziellen Fall, daB M offene Teilmenge des komplexen
Banachraumes E ist? Bezeichnen wir mit h : M <— FE die kanonische Einbettung, so hat der infinitesimale
Generator X des maximalen holomorphen Flusses g : @ — M die Darstellung X = f(z) a/az, wobei
f = Xh. Die Identitdt 14.5 besagt nun gerade, dafl g die gewohnliche Differentialgleichung

0
(14.9) ggt’ 2 _ flg(t,2))
zum Anfangswert
(14.10) 9(0,2) = =

erfiillt. Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen ist nun auch die Umkehrung wohl-
bekannt: Ist M offene Teilmenge des komplexen Banachraumes F und ist f : M — E eine holomorphe
Funktion, so existiert eine Umgebung 2 von {0} x M in € x M und eine holomorphe Abbildung g : Q@ — M,
die 14.9 zum Anfangswert 14.10 16st. g ist dabei nahe {0} x M durch f eindeutig bestimmt und erfiillt
auch 14.1.iv — denn fiir jedes a € M 16sen u(t) := g(t, g(s,a)) wie auch v(t) := g(t + s,a) die Diffe-
rentialgleichung 14.9 zum gleichen Anfangswert g(s,a). Durch Zusammensetzen dieser lokalen Lsungen
kann man zeigen, dafl auf einer beliebigen komplexen Mannigfaltigkeit jedes holomorphe Vektorfeld X
der infinitesimale Generator eines maximalen holomorphen Flufles ist; wir wollen die Einzelheiten hier
nicht ausfiihren.

Insgesamt gilt also

14.11 Satz Die holomorphen Vektorfelder auf der komplexen Mannigfaltigkeit M und die maximalen
holomorphen Fliisse auf M stehen in einer ein-ein-deutigen Beziehung zueinander (beziigl. der Beziehung
‘ist infinitesimaler Generator von’).

14.12 Ubungsaufgabe Es seien M,M komplexe Mannigfaltigkeiten und g : Q@ — M, g : Q — M
maximale holomorphe Fliisse mit infinitesimalen Generatoren X € (M), X € B(M). ¢ : M — M sei
eine biholomorphe Abbildung. Man zeige die Aquivalenz von

(i) X=¢*X (dh. X =Ty toXoyp)

(i) Q= {(t,a) € T x M : (t, pa) € Q} und @j(t,a) = g(t, a).

15. Vektorfelder und Automorphismen

Im folgenden seien M eine komplexe Mannigfaltigkeit und X ein holomorphes Vektorfeld auf M.
Dann existiert genau ein maximaler holomorpher Flufl g : 2 — M auf M mit X als infinitesimalem
Generator. Fiir jedes t € C definiere

gr 1% — M
durch g;(a) = g(t,a) und
Q:={acM:(t,a)eQ} .

Dann ist ; eine (eventuell leere) offene Teilmenge von M, und ¢; ist holomorph. Fiir die Teilmenge
T:{tECQt:M}
von C gilt zunéchst

15.1 Lemma T ist ein konvexer Kegel in C (d.h. T +T C T und sT C T fiir alle s > 0) mit 0 € T. Es
gilt go = idpr und gsgy = gsy¢ fiir alle s,t € T. Ferner ist R := T N (—T) ein IR-linearer Teilraum von C,
und t — g; definiert einen Gruppenhomomorphismus R — Aut(M).

Beweis. sT C T fir 0 < s <1 ist trivial, und T+ T C T folgt aus 14.3. Folglich gilt sT C T fiir alle
s> 0.Ist t € R, so gilt also ¢, —t € T und somit g;g—+ = g—1g+ = go = idas. ]

15.2 Folgerung Das holomorphe Vektorfeld X ist vollstéindig (bzw. komplex vollstindig) genau dann,
wenn R, C T (bzw. C = T') gilt. Insbesondere ist X komplex vollstéindig, wenn X und iX vollstindig
sind.
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15.3 Folgerung Ist die komplexe Mannigfaltigkeit M kompakt, so ist jedes holomorphe Vektorfeld X
auf M komplex vollstiandig.

Beweis. Sei g : Q@ — M der maximale holomorphe Flufl zu X. Wegen M kompakt existiert dann eine
Umgebung U von 0 € C mit U x M C Q, d.h. U CT. Mit T+ T C T folgt die Behauptung. O

Fiir jedes t € T bezeichnen wir die holomorphe Abbildung g; : M — M auch mit exp(¢X). Insbesondere
erhalten wir damit eine Abbildung

exp : aut(M) — Aut(M) .

15.4 Beispiel Es sei im folgenden IH := {z € C : Im(z) > 0} die obere Halbebene und
D:={zeC:|z] <1}

(i) X = 9y, ist vollstindig auf IH, denn es gilt exp(tX)z = z + ¢ fiir alle t € IR. In diesem Fall ist
T =H.
ii) X =20y, ist vollsténdig auf IH. Es gilt exp(tX)z = e’z und T = IR.
iti) X = 220/y, ist vollstindig auf . Es gilt exp(tX)z = z/(1 — tz) und T = TH.
iv) X =iz, ist vollstindig auf ID. Es gilt exp(tX)z = ez und T' = H.
(v) X = (1—2%) 9y, ist vollstindig auf ID. Es gilt exp(tX)z = (z+ tanh(t))/(tanh(t)z + 1) und 7 = IR.
15.5 Lemma Fiir je zwei vollstéindige holomorphe Vektorfelder X, Y auf M mit [X,Y] = 0 ist auch
X +Y vollstdndig auf M, und es gilt

exp(X +Y) = exp(X)exp(Y) .

Beweis. Nach Voraussetzung gilt XY h = Y Xh fiir jedes offene U C M und jede holomorphe Funktion
h : U — F. Zur Abkiirzung setzen wir f; := exp(tX), g; := exp(tY) € Aut(M). Ist a € M ein fester
Punkt und (U, h) eine lokale Koordinate um a, so existiert ein € > 0 derart, daf} alle auftretenden Reihen
fiir |s|, |t| < e absolut konvergieren und ihre Werte in U haben. Dann gilt fiir derartige s, ¢

nfe@) = CL gy = S )
n=0 ’ n,m=0 : :

= 3 (i) = hlgafula)) -

Folglich gilt figs(a) = gsfi(a) fiir alle |s|, |t| < € und damit fir alle s,t € IR. Durch t — h; := fig; wird
somit ein Gruppenhomomorphismus IR, — Aut(M) definiert. Die Abbildung h : IR x M — M definiert
durch h(t,a) = hi(a) ist reell-analytisch und 148t sich zu einem holomorphen Fluf h : @ — M mit
R x M C Q fortsetzen. Dann ist X + Y der infinitesimale Generator von h und insbesondere ist X +Y
vollsténdig. a

Wir wollen noch etwas genauer die holomorphen Vektorfelder auf dem projektiven Raum M = IP(E)
studieren, wobei F ein beliebiger komplexer Banachraum sei. Wir wéhlen eine abgeschlossene Hyperebene
H C E und einen Vektor e € E\H. Nach Identifikation von z € H mit [z @ e¢] € M werde wie zuvor H
als offene und dichte Teilmenge von M aufgefafit. Beziiglich der Zerlegung E = H @ [e] hat dann jedes
A € L(F) und exp(tA) € GL(E) eine Darstellung

_fa b _ (as b
A = (c d) und exp(tAd) = (Ct dt) )

wobei a; € L(E), by € H, ¢; € H' und d; € € holomorph von t € C abhéingen. g; := IP exp(tA) € Aut(M)
hat dann wegen 10.14 in der inhomogenen Koordinate z € H die Darstellung

arz + bt
ez + dt ’

gi(2) =

Differentiation nach ¢ in ¢ = 0 liefert als infinitesimalen Generator das holomorphe Vektorfeld

(b +(a—d)z — c(z)z) 8/32



Komplexe Analysis 43

auf M = IP(E), dargestellt in der inhomogenen Koordinate z. Nennen wir jedes derartige Vektorfeld
eine infinitesimale Kollineation von IP(E), so hat also die komplexe Liealgebra g aller infinitesimalen
Kollineation eine Darstellung als graduierte Liealgebra

g=90-1980D g1,

wobel
g-1=1{b9y, :be H}
g0 ={a(2)9p, :a e L(H)}
g1 = {c(2)z a/az cce H'} .

Offenbar besteht g, gerade aus allen Vektorfeldern f(z) 8/32 € g, fir die f : H — H ein homogenes
Polynom vom Grade v +1 ist. Setzen wir noch g+2 = 0, so gilt [g,, g,] C g+, fiir alle v, 4. Ohne Beweis
zitieren wir (vergl. [12])

15.6 Satz Jedes holomorphe Vektorfeld auf dem projektiven Raum IP(E) ist eine infinitesimale Kolli-
neation und damit insbesondere komplex vollstdndig.

16. Automorphismen beschrinkter Gebiete

Im folgenden seien F ein komplexer Banachraum und D C F ein beschrinktes Gebiet. G := Aut(D)
sei die Gruppe aller holomorphen Automorphismen von D und g := aut (D) die Menge aller vollstdndigen
holomorphen Vektorfelder auf D. Mit exp : g — G werde die zugehorige Exponentialabbildung bezeichnet.
Jedes holomorphe Vektorfeld X € (D) hat eine eindeutige Darstelling X = f(z)9/y,, wobei die
holomorphe Abbildung f : D — E gerade durch Anwendung von X auf die kanonische Injektion D — F
entsteht.

16.1 Infinitesimaler Cartanscher Eindeutigkeitssatz Existiert zu X = f(z)9/y, € g ein Punkt
a € D mit f(a) =0 und df (a) =0, so gilt X = 0.

Beweis. Sei gy := exp(tX) fiir t € IR. Dann gilt also (die Ableitung nach ¢ werde durch einen Strich, die
Ableitung in ‘Richtung D’ durch d gekennzeichnet)

gi(a) = f(g(a))  gola)=a.

Die Funktion h(t)

= a erfiillt wegen f(a) = 0 die gleiche Differentialgleichung zum gleichen Anfangswert
wie gi(a), d.h. gi(a) =

h(t) = a fiir alle t € IR. Wegen (dg:(2))" = d(g;(=)) gilt

(dge(2))" = df (9:(2))dge(2) € L(E)
dgo(Z) = IdE

und speziell fiir z = a
(dgi(a)) =0 fir teR,

d.h. dgi(a) € L(E) ist unabhéngig von ¢ und folglich dg,(a) = idg fur alle ¢ € IR. Der Cartansche
Eindeutigkeitssatz 6.6 impliziert g; = idp fiir alle t € IR. Durch Differentiation erhalten wir daraus f =0
und folglich X = 0. O
16.2 Lemma gnig= {0} C V(D).

Beweis. Ist X € gnig, so ist X komplex vollstiindig. Fiir alle ¢ € C existiert also g = exp(tX) €
G = Aut(D). Fiir jedes a € D definiert t — g¢(a) eine holomorphe Funktion C — D C E. Wegen D
beschrankt und Liouville ist diese Funktion konstant, d.h. g; = idp fiir alle t € C, d.h. X = 0. a

Fiir jedes X = f(2)9/y, € B(D) und jedes S C D sei

||X||s:=81€11§|\f(2)|| € RU{+oo} .

Offensichtlich gilt dann
[X][s >0

[tX s = [t - [ X1
X +Yls <[[X]s +[IY]s
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dabei kann der Wert +o0o durchaus vorkommen. Wir schreiben S€D, wenn endlich viele Punkte
aiy...,a, € D und fiir jedes 1 < k < n ein Radienpaar py > rp > 0 existiert mit

S ¢ (UBrlar) < |UBylar) c D .
k k

In endlicher Dimension bedeutet S€D gerade, dal S relativ-kompakt in D ist. Ohne Beweis zitieren wir
die beiden grundlegenden Sétze

16.3 Satz (Upmeier) Fiir jedes beschrédnkte Gebiet D in dem komplexen Banachraum E ist g =
aut (D) C B(D) eine reelle Lie-Algebra. Besitzt SED einen inneren Punkt, so ist g eine Banach-Lie-
Algebra beziiglich || ||s, und je zwei derartige Normen sind édquivalent auf g, d.h.
i) X,)Yeg = X+VY, [X,Y]eg
(ii) 3¢ > 0 mit
X +Ylls < c(IXlls +1Y1s)
X, Y]lls < cllX[slIY]s

(iii) g ist vollstéindig beziiglich || ||s-
16.4 Satz (Vigué) Fiir jedes a € D ist
g— FE x [,(E)
F(2) 9, = (f(a),df ()

ein IR-linearer Homdomorphismus auf einen abgeschlossenen IR-linearen Unterraum.

Dieser Satz kann als eine topologische Version des infinitesimalen Cartanschen Eindeutigkeitssatzes
gedeutet werden.

Wir wollen unsere bisherigen Uberlegungen anwenden auf den Fall, da D C E ein beschrinktes kreis-
formiges Gebiet (d.h. ¢D C D fiir alle ¢ mit |[t| = 1) mit 0 € D ist. Mit

GL(D) ={g € GL(E) : (D) = D} C Aut(D)
bezeichnen wir die lineare Gruppe von D. Ferner sei
gl(D):={Ne€ L(E): exp(R\) C GL(D)} .

Dann ist A9y, € aut (D) fiir alle \ € gl(D).

16.5 Satz Sei D C E ein beschréinktes kreisférmiges Gebiet mit 0 € D und g := aut (D). Dann existiert
ein abgeschlossener C-linearer Teilraum U C E und eine injektive konjugiert lineare stetige Abbildung

U — LY(E)
mit
g=top ,
wobei
t = {f(2)9y, €g : f(0)=0} = {AJy, : X e gl(D)}
p = {f(2)9, €9 :df(0) =0} = {(a—a"(22)9, :ac U}

abgeschlossene IR-lineare Teilrdume von g sind mit

[e.e]Ce [eplCp . [pp]Cl.

Insbesondere ist f fiir jedes f(z) 8/8z € g ein Polynom vom Grade < 2.
Beweis. Nach Voraussetzung enthélt g das Vektorfeld Z := iz 8/32,. Mit © := ad Z bezeichnen wir
den durch

X — [Z,X]
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definierten linearen Endomorphismus von (D). Jedes X = f(2)9/y, € g hat in einer geeigneten
Umgebung von 0 € D eine eindeutige homogene Entwicklung

X:iXk ,
k=0

wobei fiir Xy = fr(z) 8/82’ die Koeffizientenfunktion f; : £ — E ein homogenes Polynom vom Grade k
ist. Nun gilt ©(X}) = i(1 — k) X}, fur alle & und folglich

OX =) i(l-k)X, € g .

k=0

Fiir jedes reelle Polynom p(©) € IR[O] in O gilt also auch
pO)X => pi(l-k)Xs € g .
k=0

Speziell fiir ¢(©) = ©3 + O gilt
q(i(l—k))=0 fur k=0,1,2,

d.h. fiir
Yi=9(2) 9, = q(©)X =) q(i(1—k)Xx € g

=3

gilt g(0) = 0 und dg(0) = 0, d.h. Y = 0 auf Grund des infinitesimalen Cartanschen Eindeutigkeitssatzes.
Wegen ¢(i(1 — k)) # 0 fiir £ > 3 mufl dann aber X, = 0 fiir & > 3 gelten, d.h.

X=X+ X1+ Xs .

Fiir p(©) = 6% gilt
PO)X=Xo+ X2 € g

und somit auch X; € g. Dies impliziert die Zerlegung g = € & p, wobei
t={X;: X eg}=gl(D),
p={Xo+Xo: X g} ={f(2) 9y, €g:df(0)=0} .

Die IR-lineare Abbildung
p—E
£(2) 9, — £(0)
ist wegen df(0) = 0 und 16.4 ein IR-linearer Homdomorphismus auf einen abgeschlossenen IR-linearen

Teilraum U C E. Also existiert eine IR-lineare Abbildung

U — LX(E)

a—a”
mit p = {(a — a*(2,2)) 9y, :a € U}. Fiir X = (a — a*(z,2)) 9y, gilt
OX = (—ia+ia*(2,2)) 9, ,

woraus iU = U und (ia)* = —ia* folgt. Also ist U ein C-linearer Teilraum und a — a* eine konjugiert
lineare Abbildung. O

Mit den obigen Bezeichnungen gilt:
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16.6 Folgerung Ist U = F, so ist das kreisférmige Gebiet D homogen (d.h. G(0) = D).
Beweis. Betrachten wir die Abbildung
PY:E— D
a+— exp(a —a*(z,z) 8/8,2 )(0) .
Diese Abbildung ist reell-differenzierbar und hat als Ableitung di)(0) : E — E die Identitédt. Der Satz

iiber implizite Funktionen ergibt, da3 ¢(E) und damit insbesondere G(0) eine Umgebung von 0 € D
darstellt. Wegen 11.24 gilt damit aber bereits G(0) = D. O

16.7 Beispiel Sei E ein komplexer Hilbertraum mit innerem Produkt ( | ), und sei D C E die offene
Einheitskugel. Dann gilt fir g=€¢® p

t={\9y, : A€ LE), \+\" =0}

p={(a—(zl0)2) ¥, :a € E} ,

d.h. U = FE und a*(z,w) = 5((z|a)w + (wla)z).

Beweis. Sei A € L(E). Dann ist )\a/az € € genau dann, wenn exp(tA) € GL(E) unitér ist fiir alle ¢t € IR,
d.h.
exp(tA) exp(tA)* = 1g

fiir alle t € IR, was gerade A+\* = 0 bedeutet. Sei nun a € E fest und X = f(z) 9y, fiir f(2) := a—(z|a)z.
Der Rand 0D = {z € E : ||z|]| = 1} von D ist eine glatte reelle Untermannigfaltigkeit von F und fiir alle
z € 0D gilt
(f(2)|2) = (a = (2]a)z]z)
= (al2) = (#la) € iR,
d.h. X ist tangentiell an dD. Also ist X vollstdndig auf D und

{(a—(2|a)2) 9y, :a€ E} C p .

Da f(2) 9/, ~— f(0) auf p injektiv ist, muB Gleichheit gelten. |

Anhang

Im folgenden werden einige grundlegende Begriffe iiber reelle bzw. komplexe Banachraume rekapituliert.
Dazu sei als Grundkorper IK einer der beiden Korper IR oder € fest gewahlt. Banachraum meint dann
im folgenden stets IK-Banchraum und linear meint IK-linear.

Es seien E, F, G Banachrdume, deren Normen jeweils mit || || bezeichnet werden. Dann ist eine lineare
Abbildung X : E — F genau dann stetig, wenn

(A1) Al == sup [[A(z)] < oo

lzll<1

gilt, und der Raum L(E, F) aller stetigen linearen Abbildungen F — F ist selbst ein Banachraum.
Offensichtlich gilt

(A.2) A< IAI- [l und o Al < [lgall - [[A]
firallex € E, A€ L(E,F) und u € L(F,G).

Der Banachraum E’ := L(E,IK) aller stetigen Linearformen auf E heifit der Dualraum von E. Mit
diesem gilt der leicht mit dem Lemma von Zorn ableitbare, aber besonders wichtige

A.3 Satz von Hahn-Banach Zu jedem z € E existiert ein A € E' mit |A]| <1 und A(z) = ||z|.

Dieser wird haufig in folgender Form angewandt: Zwei Vektoren z,y € E stimmen bereits dann
iiberein, wenn A(z) = A(y) fiir alle A € E’ gilt.
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Dem Banachraum £(IK, E') kommt keine spezielle Bedeutung zu. Vermoge A — A(1) wird ein isome-
trischer Isomorphismus £L(IK, E) ~ FE gestiftet. Wir wollen beide Réume in diesem Sinne identifizieren.

Fiir jedes k > 1 ist auch des k-fach direkte Produkt E* := E x ... x E ein Banachraum vermoge der
Norm

(A4) o] = max [

fir alle z = (x1,...,2x) € E* . Eine Abbildung ¢ : E¥ — F heit multilinear — oder auch k-linear
- wenn fiir jedes @ € E* und jedes 1 < j < k durch y — q(ar,...,a;-1,9,a541,...,a;) eine lineare
Abbildung F — F' definiert wird. Wieder ist ¢ genau dann stetig, wenn

(A.5) lall :== sup [lg(x)]| < o0
el <1

gilt, und der Raum L*(E, F) aller stetigen k-linearen Abbildungen E* — F ist ein Banachraum in der
durch (A.5) definierten Norm. Fiir alle x € E* gilt zudem

(A.6) lg(@)I| < llall - ]* -
Offensichtlich gilt £(E, F) = L(E, F) , und wir setzen L°(E,F) := F . Im Falle dim(E) < oo ist jede
multilineare Abbildung ¢ : E* — F stetig.

Fiir jedes & > 0 und jedes p € L(E, L¥(E, F)) definiert

q(xo,x1, ..., xk) = p(xo) (X1, ..., 2K)
ein Element p € £F1(FE, F) , und die Zuordnung p + ¢ stiftet einen isometrischen Isomorphismus
(A7) L(E,LFE,F)) ~ LFYEF) .

In diesem Sinne wollen wir diese beiden Banachriaume identifizieren.

Fiir jede stetige E-wertige Funktion f : [0,1] — F ist das Integral

1

/f(t)dt c E

0

wie folgt definiert: Da f sogar gleichmiBig stetig auf [0, 1] ist, existiert eine Folge von Treppenfunktionen
fr :0,1] — E, die gleichmé#Big gegen f konvergiert. Damit setzt man dann

1 1

/f(t)dt::klim frt)dt € E

0 0

(die Folge der Integrale ist eine Cauchy-Folge in E, und der Limes hingt nicht ab von der Auswahl der
approximierenden Folge). Eine Funktion b : [0,1] — E heifit dabei eine Treppenfunktion, wenn endlich
viele Zwischenpunkte 0 = ¢y < t; < ... < t, = 1 existieren, so dafl auf jedem offenen Teilintervall
ltj—1,t;] die Funktion konstant ist (etwa = a; € F).

1 n

/h(t) dt == Z aj(tj — tj_1) e F

0 j=1
héngt dann offenbar nicht von der Auswahl der Zwischenpunkte ab.

Ist schlieBlich IK = C, U C C ein Gebiet, f : U — F eine stetige Abbildung und ~ : [0,1] — U eine
glatte Kurve (d.h. stetig differenzierbar), so ist das Kurvenintegral

1

/ f(2)dz = / faWY dt € E

o 0
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in naheliegender Weise definiert. Fiir dieses gilt

(A3) | [r@as] <z ar

wobei L(vy) := fol |v/(t)| dt die Bogenldnge von v und M := sup | f(y(t))|| . Ferner gilt

0<t<1

(A.9) )\(/f(z)dz):/)\of(z)dz e F

fiir alle A\ € L(E, F) (fiir Treppenfunktionen ist das trivial, und wegen der Stetigkeit von A zieht sich
diese Identitéit durch einen gleichmiifligen Limes hindurch).
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