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1.Ubung

AUFGABE 1:
Essei A CR"™. Zeigen Sie

Up(A) :={z e R" | d(z,A) < p } = A+ B,(0),

wobei d(z,y) = |z —y| .

AUFGABE 2:
Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie, dafl
d(,y)
d = ———— fii X
O(x7y) 1+d(1’,y) ur x,y €

eine Metrik auf X definiert, mit der (X,dp) beschrinkt ist. Zeigen Sie weiter, daf§ beide
Metriken dieselben offenen Mengen definieren.

(Bemerkung: Eine Teilmenge U C X heifit offen beziiglich d , wenn Vo € U : 3p > 0 :
Vye X :d(x,y) <o=yeU.)

AUFGABE 3:

Zeigen Sie, daf

n 1/p
Lo lyi= (3 lap) " i1 <p < oo,

n
I [Joo:= max ||

fir = (x1,...,2,) € R" eine Norm, also auch eine Metrik auf R™ definiert. Zeigen
Sie, dal diese Metriken dieselben offenen Mengen definieren.
AUFGABE 4:

Fiir f € F(X,R) :={f: X — R beschrinkt }, X # 0 , definieren wir
I f 7 x.r)= sup | f ().
reX
Zeigen Sie, daB8 || . || 5, (x,r) eine Norm auf F(X,R) ist.

Abgabetermin ist Donnerstag, 24.04.08.
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2.Ubung

AUFGABE 5:(Franzosische Eisenbahnmetrik)

Es sei fir z,y € R?

dz.y) |x —y|, wenn z,y linear abhingig,
x,y) =
|z| + |y|, wennz,y linear unabhéngig.

Zeigen Sie, d ist eine Metrik auf R? .
AUFGABE 6:

Es sei (X,d) ein metrische Raum und A C X . Zeigen Sie, jeder Randpunkt von A
ist ein Beriithrpunkt von A , und geben Sie ein Beispiel an, das zeigt, dafy die Umkehrung
nicht stimmt.

AUFGABE T7:

X,Y seien normierte Rdume und 7': X — Y sei linear. Zeigen Sie folgende Aussagen.

1.
2.

T hat beschrianktes Bild genau dann, wenn 7' =0 .

Man nennt 7T eine beschriankte lineare Abbildung, wenn das Bild des Einheitsballs
f(B1(0)) CY beschriankt ist, d.h. f(B1(0)) C Ba(0) fiir ein M < oo . Dann gilt

| Tz —Tyl|ly< M| z—yl|x firallezyelX,
und T ist sogar lipschitzstetig mit Lip T < M .

Die Menge L(X,Y) aller beschrinkten linearen Abbildungen von X nach Y ist
ein Vektorraum und

| T ||L(X,Y)1= sup || Tz ||y
llzllx <1

definiert eine Norm auf L(X,Y) .

. Die Einschréinkung auf den Einheitsball

T — T|B1(0)

definiert einen injektiven, normerhaltenden Homomorphismus von L(X,Y) auf

einen abgeschlossenen Unterraum von Cy(B1(0),Y) .

Ist Y ein Banachraum, so ist auch L(X,Y’) ein Banachraum.

Abgabetermin ist Montag, 05.05.08 im Sekretariat Algebra.
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3.Ubung
AUFGABE 8:
Essei || .| eine Norm auf R™ . Zeigen Sie fiir xp,z € R"
zp — x beziiglich || . [[, dh. [z —2z |- 0,
= ap; —x; fliri=1,...,n.

Schlieffen Sie daraus, es existieren 0 < ¢y < C < 0o mit

n
Y jmlP<Clla| VoeR"
=1

co [l [I< [z =

Man sagt, alle Normen auf R™ sind dquivalent.

AUFGABE 9:

Zeigen Sie die Menge F3(X,Y) der beschrinkten Funktionen einer nichtleeren Menge
X # () in einen normierten Raum Y ist ein Vektorraum und

| f 7 vy=sup || f(z) ||
zeX

definiert eine Norm.
AUFGABE 10:
Zeigen Sie

]0’ 1[: U0<m<1]x> 1[’

und es existiert eine abzéhlbare, aber keine endliche Teiliiberdeckung.

AUFGABE 11:

Zeigen Sie, der Einheitsball B := {z € 1? | 32 |;|*> < 1 } ist abgeschlossen und
beschrinkt in [? , aber nicht folgenkompakt.

(Hinweis: Zeigen Sie fiir ey := (egj)jen € Bmit egr, = 1 und ey; = 0 fiir k # j , daB
| ex — e ||= V2 fiir k # | , und schliefen Sie, daB (ex)ren keine konvergente Teilfolge
besitzt.)

AUFGABE 12:

Zeigen Sie ein metrischer Raum ist totalbeschrinkt genau dann, wenn jede Folge eine
Cauchyfolge als Teilfolge hat.

(Hinweis: Beachten Sie den Beweis von Proposition 12.9 der Vorlesung.)




AUFGABE 13:
Essei T : X — X ein beschriankter linearer Endomorphismus auf einem Banachraum
X mit || T||< 1. Zeigen Sie, dafl idy —T : X — X eine stetige Inverse besitzt und

I Gidx =)~ I< =T I)~"

(Hinweis: Losen Sie mit dem Banachschen Fixpunktsatz die Gleichung x = Tx 4y fiir y €
X )

Abgabetermin ist Freitag, 23.05.08.
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4.Ubung

AUFGABE 14:

Es seien X,Y Banachrdume und 7 : X — Y stetig und linear. Zeigen Sie ker T C X
ist abgeschlossen und geben Sie ein Beispiel an, bei dem im T = T(X) C Y nicht
abgeschlossen ist.

AUFGABE 15:

Essei X A0, Y ein metrischer Raum und F C F,(X,Y) kompakt. Zeigen Sie, dafl

{fl)| feF}CY

fir alle x € X kompakt ist.
(Hinweis: Beachten Sie, daf die Evaluationsabbildung e, (f) := f(x) stetig ist.)

Abgabetermin ist Donnerstag, 29.05.08.
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5.Ubung

AUFGABE 16:

Zeigen Sie, eine Abbildung f = (f1,...,fm) : X — R™ X ein metrischer Raum, ist
stetig genau dann, wenn alle Komponenten f; : X — R,j = 1,...,m, stetig sind.
Zeigen Sie weiter flir X = U C R"™ offen ist f differenzierbar, existieren partiel-
le Ableitungen bzw. Richtungableitungen von f genau dann, wenn alle Komponenten
fj»3=1,...,m, differenzierbar sind bzw. wenn fiir alle Komponenten die partiellen Ab-
leitungen bzw. Richtungsableitungen existieren, und in diesem Fall wird die Ableitung
komponentenweise gebildet, z.B.

f/:(f{a-.‘af/n)T‘

Die analoge Aussage fiir den Definitionsbereich gilt nicht. Zeigen Sie dazu, daf§ die Funktion
f:RZSR
Ty .
—— fiir (z,y) # 0,
fly) =4 #*+y° )

0 fiir (z,y) =0,
iiberall partielle Ableitungen besitzt, also insbesondere in jeder Variablen seperat stetig

ist, aber bei 0 als Abbildung R? — R nicht stetig ist.
AUFGABE 17:

Berechnen Sie die partiellen Ableitungen der folgenden Funktionen, falls existent,

fy) =2y —y®  fla,y)=|zleY, [flz,y):=log(z® +y?),

und zeigen Sie, welche der obigen Funktionen differenzierbar sind.

AUFGABE 18: (Eulerscher Satz fiir homogene Funktionen)

Essei f:U — R,U CR" offen und fiir z € U, A > 0 gilt Az € U . f heifit homogen von
Grade a € R, wenn f(Az) = \*f(x) fiir z € U,\ > 0 . Zeigen Sie, ist f differenzierbar
auf U , so gilt

fl(z)r = af(x) fiirz € U.
AUFGABE 19:

Berechnen Sie die Ableitung von = — z% fiir x > 0 , indem Sie die Kettenregel auf
flz,y) =¥ fiir x >0 und @(t) = (¢,¢t) fiir t >0 anwenden.

Abgabe Donnerstag, 05.06.2008.
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6.Ubung

AUFGABE 20:
Es sei k :]a,b[x]c,d[— R,a < b,c < d € R, stetig differenzierbar. Wir setzen

y
flz,y,2) ::/k(t,z) dt fira<z,y<bec<z<d.

T

Zeigen Sie, dafl f stetig differenzierbar ist, und berechnen Sie die Ableitung.
AUFGABE 21:

BEs sei  f(u,v) := log(u? + v?) fir u®> + v?> > 0,g1(x,y) = =xyund go(z,y) :=
Ve /y fir 2,y > 0 . Dann existiert

x .
®(x,y) := flg1(z,y), 92(x,y)) = log (w2y2 + ?> fiir z,y > 0.

Berechnen Sie die Ableitung von & direkt und mit der Kettenregel.
AUFGABE 22:
Essei f:R?> >R

2 2

T Yy ..
ry——— fir (x, 0,
foy) = | VBT (z,y) #
0 fir (z,y) = 0.
Zeigen Sie
axf(oay) =Y, Byf(x,O) =,
und

0ye f(0,0) = —1 # 1 = 0y, £(0,0).
AUFGABE 23%*:
Essei f:U — R, UCR" offen, 4,5 € {1,...,n} , es existieren die partiellen
Ableitungen 0;f und 9;f , und 0jf ist stetig in einem z9 € U . Zeigen Sie, dafl
05 f(xo) existiert und

03 f (x0) = Oji f (x0)-

AUFGABE 24: 3
Essei f:[0,00[— R,r:R" — 0,00[,7(x) := |z| und f := f or . Zeigen Sie fiir differen-

zierbares f ) .
() = f/(lw\)a fiir 2 # 0,



und fiir zweifach differenzierbares f

Af = Zaiif =
i=1

—(on) + A For = (067 o) o] im0

Bearbeiten Sie vier der finf Aufgaben.
Abgabetermin ist Donnerstag, 12.06.08.
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7.Ubung

AUFGABE 25:
Die Wirkung W(z,t), die = Einheiten eines Medikaments ¢ Stunden nach der Einnahme
auf einen Patienten haben, sei durch

W(z,t) :=2%(a—2z)t’e™t fir0<z<a,t>0

gegeben. Bestimmen Sie die Dosis = und die Zeit ¢ so, dal W (z,t) maximal ist.
AUFGABE 26:

Essei py(z) := 2" +an—1(y)z" 1 +...4ao(y) ein Polynom, dessen Koeffizienten a;,! =
0,...,n—1 stetig differenzierbare Funktionen von y € R sind. Fiir yg € R sei zg € R
eine einfache Nullstelle von py, , d-h. py,(z0) = 0,py, (z0) # 0 . Zeigen Sie, dal es fiir
y “nahe“ an yy eine eindeutige Nullstelle z(y) von p, “nahe“ an xy gibt, und da =«
stetig differenzierbar in y ist.

(Hinweis: Verwenden Sie den Satz iiber implizite Funktionen.)

AUFGABE 27:

Es sei A € R™™"™ eine symmetrische Matrix. Zeigen Sie, dafl jedes v € 9B1(0) C R™ mit

v'Av = min 2T Az
x€0B1(0)

ein Eigenvektor von A ist. Zeigen Sie weiter A({v}+) C {v}* , wobei {v}t := {w €
R™ | (v,w) =0 } das orthgonale Komplement von {v} ist, und schlieBen Sie induktiv,
dafl eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A existiert.

(Hinweis: Verwenden Sie den Lagrangeschen Multiplikatorensatz.)

AUFGABE 28:

Es sei C' C R"™ nichtleer, abgeschlossen und konvex. Zeigen Sie, dal d¢ :=d(.,C) : R" —
R stetig differenzierbar in R"™ —C mit Vdg # 0 in R” —C', und schlieflen Sie daraus, daf3
die Rénder der Parallelmengen C), := [do < r|] Untermannigfaltigkeiten der Dimension
n—1firr >0 sind.

(Hinweis: Zeigen Sie fir z € R — C,w(x) € C mit |z — n(z)] = d(z,C) , daB
(y—7(x))(x —7(z)) <0 firyeC.)

Abgabetermin ist Donnerstag, 19.06.08.
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8.Ubung

AUFGABE 29:
Finden Sie das Maximum von (7 ---,)? unter der Nebenbedingung 2?2 +...+ 22 =1
und schlieflen Sie daraus die Ungleichung

n 1 n
Lo <230
k=1 k=1

fir ay,...,a, >0.

(Hinweis: Verwenden Sie den Lagrangeschen Multiplikatorensatz.)

AUFGABE 30:

Zeigen Sie, daf fiir einen kompakten metrischen Raum X der Banachraum C(X,R) der
stetigen reellwertigen Funktionen separabel ist.

(Hinweis: Wéhlen Sie eine abzéhlbar dichte Teilmenge {z;} von X und wenden Sie
den Satz von Stone-Weierstra$ auf den Abschlufi der von den Funktionen ¢j(z) =
max(1 — kd(z,z;),0) erzeugten Unteralgebra in C(X,R) an.)

AUFGABE 31:

Zeigen Sie konvexe Mengen sind wegzuammenhéingend, insbesondere zusammenh#ngend.
AUFGABE 32:

Es sei U eine offene Uberdeckung aus nichtleeren Mengen eines zusammenhingenden
metrischen Raumes X . Zeigen Sie fiir beliebige U,V € U existieren Up,...,U, € U
mit Uy=U,U, =V und

Ui_lﬂUi#@ firi=1,...,n.

(Hinweis: Betrachten Sie fiir gegebenes U  die Teilfamilie Uy = {V €
U | V erfiillt obige Aussage } und zeigen Sie X = Ul +UU —Up) .)

Keine Abgabe.
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9.Ubung

AUFGABE 33:
Essei v:[a,b] = U ein Weg, und U C R™ offen. Zeigen Sie, es existiert ein ¢ > 0 mit

Bs(y(t)) CU fir alle t € [a,b],

und die Menge Kjs:={x € R" | 3t € [a,b] : |[x —v(t)| <§ } CU ist kompakt.
AUFGABE 34:
Berechnen Sie die Lénge der Ellipse

v(t) := (acos(t),bsin(t)) fiir ¢ € [0, 27]

und a,b>0.

AUFGABE 35:

Zeigen Sie, ein stetig differenzierbarer Weg + : [a,b] — R™ ist nach Bogenlidnge parame-
trisiert genau dann, wenn

IY'(t)] =1 fiir alle t € [a, b].

AUFGABE 36:
Zeigen Sie fiir einen stiickweise stetig differenzierbaren Weg ~ : [a,b] — U , U C R"
offen, a < b € R, existieren zweifach stetig differenzierbare Wege ~y : [a,0] — U mit

Ye(a) = y(a), v (b) = v(b),
Yk — 7y gleichméBig auf [a, b],

sup sup |74 (t)| < oc.
keN te(a,b]

(Hinweis: Bilden Sie ~,(t) := h~! tt+h,y )

Abgabetermin ist Freitag, 04.07.08.
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10.Ubung

AUFGABE 37:

~o und 77 seien homotope Wege in U C R™ offen. Zeigen Sie 9@ (—~1) is nullhomotop
in U.

AUFGABE 38:

Zeigen Sie sternformige Gebiete sind einfach zusammenhéngend.

AUFGABE 39:

Zeigen Sie fiir eine zweifach differenzierbare freie Homotopie H : [0,1]x[0,1] — U,U C R"
offen, mit

H(0,s) =H(1l,s) fiir0<s<1,

und fiir stetig differenzierbares f: U — R" | das das Integrabilitatskriterium
(%'fj = ({9].]0Z flir i,j = 1,...,7”1,

erfiillt, ohne Verwendung von Lemma 15.9 und dessen Beweis, dafl

/fdx:/fd:c.
)

H(.,0 H(.,1)

Schlielen Sie daraus mit Verwendung des zweiten Beweisteil von Lemma 15.9, dafl obiges
f fiir einfach zusammenhéngendes U eine Stammfunktion auf U besitzt bzw. wegun-
abhingies Integral in U hat.

(Hinweis: Bilden Sie ~,(t) := H(t,s) und I(s) := f% fdxfir 0 <s <1 und rechnen
I'(s) = fol 0s (f(H(t, s))OH (t, s)) ds mit Ubungsaufgabe 20.)

AUFGABE 40:

Zeigen Sie, daB U := By(0) — {0} C R? nicht einfach zusammenhingend ist. Nun sei
f:U — R? differenzierbar und erfiille das Integrabilitsitskriterium

O1fa = 02 f1.

Zeigen Sie, f hat wegunabhéngiges Integral in U genau dann, wenn

[ ra=o

0B1(0)



(HinweiS' Betrachten Sie faBl(o)f dr fiir f @ R? — {0} — R2Zmit f(u,v) :=
(- v/ u? +v?),u/(u? + %)) fiir (u,v) #0 undsternformige Gebiete Ba(0)—{te’ |t >
0.

Abgabetermin ist Donnerstag, 10.07.08.
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11.Ubung

AUFGABE 41:

Definieren Sie lokal in R? — {0} eine Winkelfunktion 6 , d.h. x = |z|(cos (x),sinf(x)) .
Zeigen Sie, obgleich 6 nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 eindeutig definiert ist,
gilt

—yd d
T4+ y
SchlieBen Sie, daf die 1-Form w in R? — {0} geschlossen ist. Ist w auch exakt ?

AUFGABE 42:
Fir f:U CR?® — R? definieren wir

fdx := fidxy + fodxs + f3dxs,
s fdr = fidxo N\ dxs + fodxs A dxy + fsdxy A dxs.

Zeigen Sie fiir differenzierbares f:U — R3,g: U — R

dg = (grad g)dzx,
d(fdz) = *(rot f)dx,
d(xfdx) = (div f)dxi A dxg A dxs.

wobei
grad g = (019,029, 039),
rot [ = (02fs — 03f2,03f1 — O1f3,01f2 — D2 f1),
div f = 01f1 + D2 fa + O3 fs.
Schlieflen Sie daraus
rot grad = 0,div rot = 0.

AUFGABE 43:
Essei f:U — V,U V CR"” offen, differenzierbar und a:V — R . Zeigen Sie

ffladys A ... ANdyy) = (ao f)(det Df)dxy A ... A dxy,.



AUFGABE 44:

Geben Sie eine 2-Form w in R* mit

dw =0,
wAw=dxri Ndxry ANdxrs A dxy

an.

Keine Abgabe.



