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1.Ubung

AUFGABE 1:
Das Zahlmafl v auf einer beliebigen Menge X ist definiert durch

() #(S) := Anzahl der Elemente von S, falls S endlich ist,
v(S) =

0, falls S unendlich ist.

Zeigen Sie, dal v ein Maf ist und alle S C X meBbar beziiglich v sind.
AUFGABE 2:

Zeigen Sie, eine Nullmenge A beziiglich eines Mafles p , d.h. p(A) = 0, ist immer
u—meBbar.

AUFGABE 3:

Fir S CR definieren wir das Lebesgue-Mafl durch

o)

ﬁl(S) = inf{Z(bk — ak) ‘ S C Uzozl]ak,bk[, ar < b € R }
k=1

Zeigen Sie, dal L' ein MaB ist und daB alle Intervalle ]a,b[ und mit der Proposition 1.1
der Vorlesung alle offenen und abgeschlossenen Mengen L£!'—me8bar sind.

AUFGABE 4:

Fir Ay C X sei

limsup A, := ﬁ G A, liminf Ay = G ﬁ Ap.
k=00 1=1 k=1 koo I=1 k=l

Zeigen Sie fiir A mefbar beziiglich eines Mafles p auf X

p(liminf Ag) < lign inf p(Ag),

k—o0

lim sup p(Ag) < p(limsup Ag), falls p(X) < oo.

k—o0 k—oo

Abgabe bei Frau New in C 5 A 23 bis Donnerstag, 30.04.09, um 12.00 Uhr.
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2.Ubung

AUFGABE 5:
Es sei A eine o—Algebra auf X . Zeigen Sie

k
fi= D axa
=1

mit X = Zle A; eine Zerlegung und «y paarweise verschieden ist A—meflbar genau
dann, wenn alle A4; € A .
AUFGABE 6:

Es seien f,g: X — [—00,00] meBbar beziiglich einer o—Algebra A auf X . Zeigen Sie

[f<gl={ze X | flz) <glx) },[f =gl :={zeX|[flz)=yg()}ecA

AUFGABE T7:

Zeigen Sie, dafl die Konklusion des Satzes von Egoroff fiir das Z&hlmaR
v auf N und fi(l) :=1 fiir | > k, f(1) := 0 fur | < k nicht gilt. Wie steht das im Einklang
mit dem Satz von Egoroff ?

AUFGABE 8:

Es sei fi:]0,1] = R definiert durch

Zeigen Sie fi, — 0 im MaB beziiglich £!, aber {fix(t)}x konvergiert fiir kein t € [0,1] ,

insbesondere konvergiert f;, nicht L£!'—fast iiberall. Geben Sie eine Teilfolge an, fiir die
fr, — 0 fast iiberall beziiglich £! .

Abgabetermin ist Freitag, 08.05.09.
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AUFGABE 9:
fyg: X — [0,00] seien meBbar beziiglich eines Mafles p auf X und f =g fast iiberall

beziiglich p . Zeigen Sie
/ fdp= / g dp.
AUFGABE 10:

Es seien Ap € X mefibar beziiglich eines Mafles p auf X und

> (Ag) < o0,

k=1

Zeigen Sie, dafl p—fast alle x € X in hochstens endlich vielen Ay liegen.

(Hinweis: Zeigen Sie [ Y 72 x4, du < co und schlieBen Sie > 2, x4, < oo fast iiberall
beziiglich p .)

AUFGABE 11: (Tschebychef-Ungleichung)

Zeigen Sie fiir eine beziiglich eines Mafles p auf X mefbare Funktion f : X —
[—00, 0], C

u(f] = <t / fldu Ve o.

Schlieflen Sie, [f # 0] ist o—endlich beziiglich u , falls [ |f] du < oo .
AUFGABE 12:
fr : X — C seien meflbar beziiglich eines Mafles g auf X und

| fie] dp < o0,
>/

Zeigen Sie, die Reihe > 77, fi konvergiert fast iiberall beziiglich p absolut und

/ifkd/i:§/fkdu-

Abgabetermin ist Freitag, 15.05.09.
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AUFGABE 13:

i seiein Mafl auf X und Ay € X seien lokale p—Nullmengen. Zeigen Sie, dafl UP2 | Ay,
wieder eine lokale pu—Nullmenge ist.

AUFGABE 14:

u sei ein o—endliches Mafl auf X , und f: X — [—00,00] sei p—mefBbar. Zeigen Sie

IfI <Il f llpee(uy fast iiberall beziiglich p.

AUFGABE 15:
Es sei p ein Mal auf X und f € LP(u),g € L?

~~

) mit 1 <r <p,g<oo und

_|_

1
r

==
Q|

Zeigen Sie fg € L"(p) und

19 < F llze gl 9 llLagu -

AUFGABE 16:
Es sei p ein MaB auf X und f € LP(u) N L9 (p),1 < p < g < oo . Zeigen Sie f €
L"(p) fir1<p<r<g<oo und

D £ Dol £ eyl £ 1,

wobei

A 1=

— + .

p q

Zeigen Sie weiter fiir p — mefbares f: X — [0,00],1 < p < 0,

1

r
16 Neoguo Hmint | £ g -

(Hinweis: Verwenden Sie die Holder-Ungleichung und das Lemma von Fatou.)

Abgabetermin ist Freitag, 22.05.09.
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AUFGABE 17:

Essei p ein Mafl auf X , und fr — f in LP(u) fiir ein 1 < p < oo . Zeigen Sie fr — f
im MaB beziiglich g und geben Sie ein Beispiel an, fiir das f; nicht u—fast {iberall
gegen f Kkonvergiert.

(Hinweis: Verwenden Sie die Tschebychef-Ungleichung aus Aufgabe 11 und betrachten Sie
das Beispiel aus Aufgabe 8.)

AUFGABE 18:

Essei fe LP(u),1 <p<ooundp ein Mafl auf X . Zeigen Sie,

Ve>0:3A€ A, : n(A) < oo, /|f|pd,u<5,
X=A

V€>0:35>O:VA€.AM:,U,(A)<5:>/‘f‘pdu<€.
A

(Hinweis: Wenden Sie den Konvergenzsatz von Lebesgue auf x| fj<1/n)f] und X ¢/>n)|f|
an.)

AUFGABE 19: (Variante des Konvergenzsatzes von Lebesgue)

fr, f+ X — C seien meBbar beziiglich eines Mafles p auf X,1 <p < oo,

fx — f im MaB beziiglich y

und
[fel <gx VEEN
fir gg,g € LP(p) mit
gk — g in LP(p).
Zeigen Sie fi, f € LP(u) und
fr— f in LP(p).
(Hinweis: Verwenden Sie den Konvergenzsatz von Vitali oder betrachten Sie |[g1]| +

> ohet 19k = gry] fir || ge — gre e < 27 )
AUFGABE 20:

Zeigen Sie durch wiederholte Produktintegration

NG

12 242
/(1——)"dt: n_vn
n 13---(2n—1)2n+1

0



Schliefen Sie daraus mit dem Wallis-Produkt,

o

/ e dt = Nz

—00

Abgabetermin ist Freitag, 29.05.09.
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Ergénzungsiibungen

AUFGABE 21:
Es sei p ein endliches Mafl auf X |, und fg, f: X — C seien p—meBbar. Zeigen Sie

frx — f im MaB beziiglich u
genau dann, wenn jede Teilfolge k; eine Teilfolge k;; besitzt mit
fr, — [ fast iiberall beziiglich p.
J

AUFGABE 22:
Essei p ein Mafl auf X . Fir pg—mefibare f,g: X — C definieren wir

d(f,g) == min(inf{e>0 | 1l — gl > &) gs},1).

Zeigen Sie, d ist auf der Menge der p—mefbaren Funktionen mit Identifikation von
n—fast tiberall gleichen Funktionen eine vollstdndige Metrik und d erzeugt die Konvergenz
im Maf} p , d.h.

fr — f im Ma8 beziiglich <= d(fx, f) — 0.

AUFGABE 23:
Es seien ay ,, > 0 . Zeigen Sie

o0
lim Zmin(l,ak,mﬂ_k =0 <= lim ap;,p, =0 Vk>1.
m—o0 m—00

k=1

(Hinweis: Verwenden Sie den Konvergenzsatz von Lebesgue.)

AUFGABE 24:

Es sei H ein Hilbertraum, also ein innerer Produktraum, der vollstdndig beziiglich der
Skalarproduktnorm || . ||=+/(.,.) ist. Zeigen Sie folgende Aussagen.

1. Fiir einen abgeschlossenen Unterraum V C H und z € H existiert v € V mit = —
v L V| insbesondere gilt
|z —wvl=dV).

(Hinweis: Betrachten Sie eine Minimalfolge vy € V mit || x — vy ||— d(z,V) und
verwenden Sie die Parallelogrammidentitit || a+b > + | a—b[*=2 a ||* +2|
b )



. Fiir jedes x € H ist die Abbildung Ay := (y,z) ein stetiges lineares Funktional,
und jedes stetige, lineare Funktional hat eine solches Darstellung.
(Hinweis: Betrachten Sie mit 1. fiir A #0ein z L ker A,z #0 .)

. (Bessel-Ungleichung)
Fiir ein Orthonormalsystem S ={u; | je€J } C H ,dh. (u;u;) =0d; , gilt

Yz <l x| VoeH
JjeJ
. Folgende Aussagen sind dquivalent fiir ein Ortonormalssystem S :
o Firalle z € H gilt == ) (z,uj)u; .

jed
o Firalle z € H gilt |z [?*= Y (z,u;)?

jed

o Sti={reH| (z,u;)=0firallej } ={0}.

Ist eine dieser Bedingungen erfiillt, so heifit S eine Orthonormalbasis von H .

. Zu jedem Orthonormalsystem S existiert existiert eine Orthonormalbasis Sy O S .
(Hinweis: Verwenden Sie das Lemma von Zorn).

. Fiir jeden abgeschlossenen Unterraum V C H gilt

H=VaV’

7. Es gilt H = L?(v) , wobei v das Z&hlmaB auf einer geeigneten Menge ist.

Keine Abgabe.
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AUFGABE 25:
Es sei v das Zahlmafl auf einer Menge X . Zeigen Sie fiir ein beliebiges Mafl p auf X

By, vV
und
pla,v=—pn=0.

AUFGABE 26:
Es sei p ein Mafl auf X und A eine o—Algebra von p—meflbaren Mengen. Fiir
A — mefbares f: X — [0,00] setzen wir

(f1)(S) ;:inf{ff du|SCAeA }
A
Zeigen Sie, dafl fu ein Mafl auf X ist, alle A € A sind fu—meBbar und

T <a p

AUFGABE 27:
w,v, A seien Mafle auf X und A eine o—Algebra aus p—,v — und A—mefibaren
Mengen. Zeigen Sie

VLAV Lgp=—rv=0

und
ALAV Y L g = A< g [

AUFGABE 28:
Essei p ein endliches Mal auf X ,und 1<p<2,p !'4+¢ ! =1oder (p,q) = (1,00) .
Zeigen Sie ohne Verwendung des Satzes von Riesz

LP(p)* = L9(p)

in dem Sinne, daf fiir jedes stetige, lineare Funktional A : LP(u) — C ein eindeutiges
g € LY(u) existiert mit

A7 [fgan vre ).

Weiter gilt || A ||=[| g |lza() -
(Hinweis: Verwenden Sie die Dualitét in Hilbertrdumen.)

Abgabetermin ist Freitag, 12.06.09.
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AUFGABE 29:
Es seien [P,1 <p < oo die Banachrdume der komplexen Folgen z = (z;)ien mit

o0 1/p
| z|lp= <Z \xi]p> < oo, firl<p< oo,
i=1

| 2 [Joo:= sup |a| < oo,
1€N

und c¢g C [*° den Unterraum aller Folgen mit z; — 0 fiir ¢ — oo . Zeigen Sie folgende
Aussagen.

1. ¢, P fiir 1 <p < oo sind separabel, und [*° ist nicht separabel.

2. Fiir y € 9pt4+¢ ! =1und Az := > 2 xy; fiirw € [P, ist A ein stetiges,
lineares Funktional auf P und || A ||=| vy ||q -
(Hinweis: Betrachten Sie das Z&hlmafl auf N und verwenden Sie Proposition 2.3
der Vorlesung.)

3. Fir 1 <p < oo hat jedes stetige, lineare Funktional auf [P eine Darstellung wie
in 2. fiir ein y € [ . In diesem Sinne gilt (IP)* =19 .
(Hinweis: Setzen Sie y; := A(d;j)jen )

4. Jedes stetige, lineare Funktional auf ¢y C [*° hat eine Darstellung wie in 2. fiir ein
y € I* . In diesem Sinne gilt ¢ = ' .

AUFGABE 30:
Es seien die Rademacherfunktionen definiert durch r(t) := 1 fiir ¢ € [2¢,2i+1[ und r(¢t) :=
—1 fiir t € [26 + 1,20 + 2[ fiir i € Z,r1(t) := r(2Ft) . Zeigen Sie

re — 0 schwach in L2(£|[0,1]),

aber nicht stark in L2(£![[0,1]) .

(Hinweis: Verwenden Sie, daf8 die stetigen Funktionen dicht in L?(£!|[0,1]) liegen.)
AUFGABE 31:

Zeigen Sie fiir fy — f schwach bzw. schwach™ in LP(u),1 < p < oo , daB

I Ww < Uminf [| fi [|2o g -



Zeigen Sie weiter fir fp — f schwach in L?(u) und || fr llr2qy—l f Iz » daB
fr — fstark in L?(p) , d.h. || fu — f 2¢O -

(Hinweis: Verwenden Sie Proposition 2.3 und die Parallelogrammidentitdt in Hilbertraum-
en flatb|2+]a—bP=2al?+2]b]? )

AUFGABE 32:

L' sei das Lebesgue-Ma8l und v das Zahlma$ auf [0,1] . Zeigen Sie, da8 die Diagonale
A= {(z,z) |  €[0,1] } meBbar beziiglich des Produktmafies £!® v ist und

(L' @v)(A) = oo,
(L' @v)({z} x[0,1]) =0 Vz € [0,1],
(Lr@v)([0,1] x {y}) =1 Vyelo,1].

Zeigen Sie weiter
| [xatw act@ avty) =0 £1= [ [xatwy) dvly) dc' o)
(Hinweis: Zeigen Sie, da8 die Projektionen (z,y) — x,7 meBbar beziiglich £!®v sind.)

Abgabetermin ist Freitag, 19.06.09.
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AUFGABE 33:
Essei fr — f schwach® in LP(u) und gx — g stark in L9(u),1 < p,q < oo,p t4+q 1 =1.

Zeigen Sie
/fkgk dp — /fg dp.

AUFGABE 34:

Zeigen Sie
ﬁ”(H]ai, bz[> = H(bl — ai)
i=1 i=1
fir a; <b; € R,i=1,...,n . Zeigen Sie weiter fiir borelmebares f : R" — [0, 0]

/fdﬁ":/.../f(xl,...,xn) dzy ... dz,,.
AUFGABE 35:

Geben Sie fiir S?2 C R3 einen C®°—Atlas an.
AUFGABE 36:
Zeigen Sie Bi(0) CR™ ist eine C'*° — n—Mannigfaltigkeit mit Rand 9B;(0) .

Abgabetermin ist Freitag, 26.06.09.






Universitdt Tiibingen
Mathematisches Institut

Professor Dr. R. Schitzle 26.06.09

Analysis IV
SS 2009
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AUFGABE 37:

Definieren Sie lokal in R? — {0} eine Winkelfunktion 6 , d.h. x = |z|(cos §(x),sin§(x)) .
Zeigen Sie, obgleich 6 nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 eindeutig definiert ist,
gilt

dgzwzzw
Cﬂ2+y2

Schlieflen Sie, daB die 1-Form w in R? — {0} geschlossen ist, d.h. dw =0 .Ist w auch
exakt, d.h. existiert eine differenzierbare Funktion f:R? — {0} —» R mit w =df ?
AUFGABE 38:

Fir f:U CR?® — R? definieren wir

fdx := fidxy + fodxs + f3dxs,
s fdr = fidxo N\ dxs + fodxs A dxy + fsdxy A dxs.

Zeigen Sie fiir differenzierbares f:U — R3,g: U — R

dg = (grad g)dzx,
d(fdz) = *(rot f)dx,
d(xfdx) = (div f)dxi A dxg A dxs.

wobei
grad g = (019,029, 039),
rot [ = (02fs — 03f2,03f1 — O1f3,01f2 — D2 f1),
div f=01f1+ 0z2f2+ O3 fs.
Schlieflen Sie daraus
rot grad = 0,div rot = 0.

AUFGABE 39:
Essei f:U — V,U V CR"” offen, differenzierbar und a:V — R . Zeigen Sie

ffladys A ... ANdyy) = (ao f)(det Df)dxy A ... A dxy,.



AUFGABE 40:

Geben Sie eine 2-Form w in R* mit

dw =0,
wAw=dxri Ndxry ANdxrs A dxy

an.

Abgabetermin ist Freitag, 03.07.09.
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AUFGABE 41:

Es sei M C R“# 0 eine kompakte, zusammenhéingende C? — (n -
1)—Untermannigfaltigkeit mit leerem Mannigfaltigkeits-Rand OM = () . Weiter sei M
orientierbar und v : M — dB1(0) eine C!—Einheitsnormale an M . Zeigen Sie folgende
Aussagen.

1. Essei ®: Mx]—e,e[— R" mit

P(z,t) ==z +tr(x).

Zeigen Sie @ : M x] — 6,6[i Us(M) :={x € R" | d(z,M) < e} ist bijektiv fiir
e >0 klein genug. Wir setzen
M, 1= B(MX]0, <],
M_ := ®(Mx] —¢,0[),
M, == ®(M,t) fir |t| <e.

2. Zeigen Sie fiir jede Zusammenhangskomponente C' von R™ — M , dafl ) # 0C C M ,
insbesondere

D£CNU(M)=CnN(MyUM_),

also
M, oder M_ C C.

Schliefen Sie daraus

Anzahl der Komponenten von (R™ — M) < 2.

3. Zeigen Sie fiir da} div f(z) = 0 fiir x # 0 und schlieBen Sie fir Q C R" mit
C?—Rand und 0 ¢

/fl/aQ dvolyn = /div fdct =o.

[2}9] Q

(Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Gaus8.)



4. Essei w:R" - M — R mit
w(p) ::/f(.—p)y dvoly;  for p & M,
M

wobei
volpr :=dxy N ... ANdxy, L.

Zeigen Sie w ist lokal konstant.
5. Zeigen Sie fiir wy = w(My) , dal
wy —w_ = —vol(0B1(0)) # 0,
und schlieflen Sie

Anzahl der Komponenten von (R" — M) =

AUFGABE 42:

Zeigen Sie, jede offene Menge U C R™ lafit sich als abzéhlbare, disjunkte Vereinigung
von halboffenen Intervallen der Form [ay,bi[X ... X [ap,b,| schreiben.

AUFGABE 43:

Es seien p und v zwei Radon-Mafle auf R"™ mit

/<p d,uz/go dv Ve € Ch(R").

Zeigen Sie p=v .
AUFGABE 44:
i sei ein Borel-Maf auf R™ und

p(Bo(@)) o n
(Dp)(z) = hrgn_}gf 22 (B,@) fiir x € R™.

Zeigen Sie, dal Dy borelmeBbar ist.
(Hinweis: Zeigen Sie, daB xz +— pu(By(x))/L"(By(x)) unterhalbstetig ist und

infocges 1(Bo(x))/ L7 (Bo()) = infocpcsoeq i(Bo(x)) /L™ (By()) -)

Abgabetermin ist Freitag, 10.07.09.
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AUFGABE 45: (Satz von Lebesgue)
Zeigen Sie, daf} jede monoton nichtfallende Funktion f :R — R fast iiberall differenzierbar
mit f' € L} (R) ist und

loc

fly—) = fla—) + / () dt + ([, y)

fir x <y, wobei f(x—) := limy, f(t) der linksseitige Limes ist und vs ein zu £
singuldres Radon-Maf} ist. Zeigen Sie weiter, dafl f das Integral iiber seine Ableitung ist,
d.h. vs =0, falls f stetig ist und auflerhalb einer abzéhlbaren Menge differenzierbar ist.
(Hinweis: Wenden Sie den Differentiationssatz fiir Mafie auf £! und v mit v(]z,y[) =
F(y-) — fla+) an)
AUFGABE 46: (Singuldre Funktion von Lebesgue)
Wir dritteln das Einheitsintervall und setzen C; :=[0,1/3]U[2/3,1] und I;; =|1/3,2/3[ .
Nun dritteln wir die beiden abgeschlossenen Intervalle, deren Vereinigung C7 ergibt, und
erhalten induktiv Cj = U?iljk,l C Ck-1,[0,1] = Cx + Z?i;l Ii; . Zeigen Sie, daf die
Cantor-Menge C := N Cy kompakt ist und £1(C) =0

Nun sei ¢(0) := 0, = (20 —1)27% auf I;; und ¢(t) :=sup{p(s) | s € [0,1] - C,s <
t} . Zeigen Sie ¢ ist stetig, nicht-fallend, ¢([0,1]) = [0,1] , aber ¢’ = 0 fast iiberall
beziiglich £! , also

1
/ () dt =041 = (1) — (0).
0

AUFGABE 47:
Es sei p ein Mafl auf X und A eine o—Algebra von p—meflbaren Mengen. Fiir
A — mefibares f: X — [0,00] sei das Mafl fu wie in Aufgabe 26 definiert. Zeigen Sie

/g d(fu):/gf dp

fir alle A-—mefbaren g : X — [0,00] bzw. g € LY(fu) , und im zweiten Fall gilt
gf € Ly(n) -

AUFGABE 48:

Zeigen Sie fiir borelmefibares f : R™ — [0, o0]

oo

/f dL" = / / "1 f(rw) dareapp, (o) (w) dr

0 8B1(0)



und schlieflen Sie
areapp, (0y(0B1(0)) = nL"(B1(0)).

(Hinweis: Betrachten Sie ein lokale Parametrisierung ® : U C R"~! — 9B;(0) und wen-
den Sie die Substitutionsformel auf ¥ : U x]0,00[— R™ mit ¥(y,r) :=r®(y) an.)

Keine Abgabe.
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AUFGABE 49:

Berechnen Sie das Integral

/612“/2 dL3(z,y) =m
RQ
mit Hilfe von Polarkoordinaten (x,y) = r(cos(¢),sin(yp)) und der Substitutionsformel
aus der Vorlesung. Zeigen Sie damit und mit dem Satz von Fubini
o0
/ e dt = N
—00
vgl. Aufgabe 20.
AUFGABE 50:

Eine Metrik (gs)i,j=1,..,n auf einer offenen Menge V C R" ist eine Abbildung von V
in die Menge der positiv definiten Martizen. Wir setzen (g%) = (g;;)~1, g = det(g;;) ,

(gradyf)t = g“0;f) fir f € CHV,R),i=1,...,n,
divg f = %&(\/gfi) fir f € CYH(V,R"),
A, f = divggrady f = %ai(\/ggijaj f) fir f € C*(V,R),

wobei wir g;; € C*(V) fiir die letzten beiden Definitionen annehmen und iiber Indices,
die als untere und obere Indices auftreten, von 1,...,n summieren.

Fiir einen C'—Diffeomorphismus ¢ : U =,V der offenen Menge U C R™ auf V
definieren wir die Pullback-Metrik g = ¢*g beziiglich ¢ auf U durch

Tkl = Ok 0P’ (gij o ).
Zeigen Sie
gradg(f o ©)FORpt = gradg(f)op fir fe CLV,R),i=1,...,n,
divg (D)~ (f 0 @) = divg(f) o fiir f € CH(V,R"),
Ag(fop)=Ag(f)oyp fir fe C*(V,R),

wobei wir fiir die letzten beiden Identititen g; € CYV) und ¢  als
C?—Diffeomorphismus annehmen.



(Hinweis: Wenden Sie beim Beweis fiir die Divergenz die Substitutionsformel auf
[ divg(f)¢ dpg fiir v € C§(V) und pg = /gL"[V an.)

AUFGABE 51:(Gramsche Determinante)

Es sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt (,) . Fiir vy,...,v, € V' ist die Gramsche
Determinante definiert durch

Gr(vi,...,vg) := det((vs, v;)).

Zeigen Sie
Gr(viy ..., k1,0 +v1) = Gr(vy, ..., v)
und schlieflen Sie i
G’I“(Ul, s 7vk) = H |7Tspan{vl,...,vi_1}ivi|’
i=1

wobei 7y : V. — U die orthgonale Projektion auf den Unterraum U C V' bezeichnet,
also insbesondere Gr(vy,...,vx) # 0 <= v1,...,v; sind linear unabhéngig.

Keine Abgabe



