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1.Ubung

AUFGABE 1:

Geben Sie die Verneinung der folgenden Aussagen an.

AN B, AV B,
Va : P(a), Va : =P(a),
Jda : P(a), Va :3b: P(a,b),
Va : Vb : P(a,b), Jda : Vb : P(a,b).
AUFGABE 2:
Welche der folgenen Konklusionen ist richtig
(Va :3b: P(a, b)) = (Elb :Va : P(a, b)),
<3b :Va: Pla, b)) — <Va :3b: P(a, b))?
AUFGABE 3:
Zeigen Sie
{{a},{a,b}} = {c} {e,d}} = (a=c) A (b
AUFGABE 4:

18.10.07

Geben Sie die Anzahl der Elemente der Potenzmenge P(A) folgender Mengen an:

A={}=0, A:={1}, A:={1,2}, A:={1,23},

und allgemein A :={1,2,...,n} .

Abgabetermin ist Donnerstag, 25.10.07.

A= {1,2,3,4},
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2.Ubung

AUFGABE 5:(Hilberts Hotel)

Hilbert’s Hotel hat zu jeder natiirlichen Zahl n € N ein Zimmer. Wenn das Hotel voll
belegt ist und ein weiterer Gast kommt, so muf3 dieser nicht abgewiesen werden, sondern
man bittet den Gast aus Zimmer n in das Zimmer n + 1 umzuziehen und vergibt das
freigewordene Zimmer 1 an den neuen Gast. Nun kommt ein Bus, der zu jeder natiir-
lichen Zahl einen Sitzplatz hat, auf dem ein Reisender sitzt. Kénnen Sie alle neuen Géste
unterbringen und, wenn ja, wie ?

AUFGABE 6:

Welche der folgenden Relationen ist reflexiv, symmetrisch bzw. transitiv ?

z <y, ?+r=y"+y,
22+ =1, k|1 fir k,l € N.

AUFGABE T7:

Es sei A C P(A) eine Familie von Teilmengen einer Menge A . Zeigen Sie |J.A ist die
kleinste obere Schranke von A , also das Supremum von A , wenn wir die Potenzmenge
P(A) durch Inklusion ordnen.

AUFGABE 8:

Zeigen Sie mit vollsténdiger Induktion fiir alle n € N

1+24+3+...+n=n(n+1)/2,
12422432+ ... +n2=n(n+1)(2n+1)/6,
B+22 433+ +nd=n?(n+1)2/4

Abgabetermin ist Freitag, 02.11.07, im Repetitorium.
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3.Ubung
AUFGABE 9:
Zeigen Sie die Menge aller bijektiven Selbstabbildungen der Menge {1,...,n} , d.h.
Per(n) die Permutationen von {1,...,n} , enthilt genau n! =1-2-3---(n — 1)n
Elemente.

AUFGABE 10:

Zeigen Sie fiir eine beliebige Menge A , daf eine injektive, aber keine surjektive Abbildung
f:A— P(A) existiert. Geben Sie ein {iberabzidhlbare Menge an.

(Hinweis: Betrachten Sie B:={a€ A|a ¢ f(a) } CA.)

AUFGABE 11:

Zeigen Sie eine Menge A # () ist genau dann abzéihlbar, wenn es eine surjektive Abbildung
f:N— A existiert.

(Hinweis: Verwenden Sie Proposition 1.8 der Vorlesung.)

Abgabetermin ist Donnerstag, 08.11.07.
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4.Ubung

AUFGABE 12:

Zeigen Sie die Menge aller bijektiven Selbstabbildungen einer Menge A , d.h. Per(A)
die Permutationen von A , bilden mit der Verkettung von Funktionen eine Gruppe, die
nicht abelsch ist, wenn A mindestens drei Elemente enthélt.

AUFGABE 13:

Zeigen Sie mit folgenden Schritten, daf 2(2°) 41 keine Primzahl ist.

1. Es gilt 275 =640 , also
275 = -1 mod 641,

und
22854 =1 mod 641.

2. Es gilt 5%+ 2% =625+ 16 = 641 , also

58 = —2% mod 641.

232 = _1 mod 641,
also ist 641 ein Teiler von 2(2°) +1.

AUFGABE 14:
Zeigen Sie fiir einen Kérper (K,+,-) und a,b € K,n,m € Ny durch vollstdndige Induk-
tion

Zeigen Sie weiter fiir @ =b, d.h. “ a = bt/ «
pm — (am)n —« <(bl/n)m>n “

AUFGABE 15:
Fir A,BCR,z € R setzen wir

A+B:={a+blacAbeB},
AB:={ab|a€ Abe B },
zA:={zalac A}



Zeigen Sie fiir nach oben beschrinkte () # A, B C R

sup(A + B) =sup A + sup B,
sup(zA) = xzsup A fiir x > 0,
sup(AB) = sup Asup B, falls A, B C [0, o0].

Abgabetermin ist Donnerstag, 15.11.07.
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5.Ubung
AUFGABE 16:
Zeigen Sie
B =it =1,i"1 = —i,

und berechnen Sie folgende Ausdriicke in der Form a + ib

(1+14)?, (2+3i)/(3 — 4i),
i® + 16, T(1+14)/(1+478).
AUFGABE 17:(Fermatsche Primzahlen)
Zeigen Sie, ist 2" 4+ 1,n € N, eine Primzahl, so ist n = 2™ fiir ein m € Ny .
(Hinweis: Schreiben Sie 2% + 1 = (2¥)! — (=1)! fiir [ ungerade und verwenden Sie die
geometrische Reihe.)

AUFGABE 18:
Zeigen Sie folgende Indentitéten:

(0)+ () ()=
()= () 7 () =G5

(Hinweis: Verwenden Sie den Binomischen Satz.)
AUFGABE 19:
Zeigen Sie fir > 0,n,m € N,k,l € Z mit k/n =1/m

k
(va) = ¥al
und definieren Sie damit ¢ fiir ¢ € Q . Zeigen Sie damit

ot = gPad, (2P)0 = 2?9, (ay)P = 2Py,

und weiter
r<yszi<y? firg>0 bzw. z<y<sa?>y? firg<O,
p<qgeaP <zt firxz>1 bzw. p<qg&s 2P >z firxe <1,

fir z,y > 0,p,q € Q.

Abgabetermin ist Donnerstag, 22.11.07.
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6.Ubung
AUFGABE 20:
Zeigen Sie fiir z,y >4 >0
—14+1/n

Vo = 3yl <

|z —yl.
n

(Hinweis: Verwenden Sie die geometrische Reihe.)
AUFGABE 21:

Zeigen Sie fir a;j,a;,b; € C,i=1,...,n,j=1,...,m,

n m

[Yw- Y o

=1 j=1 fA{1,...,n}—{1,...m} i=1

l;lb—l;[ -y ((gk><b_>< 1T bk>>

i=1 k=i+1
AUFGABE 22:

Zeigen Sie folgende Grenzwertbeziehungen

1424...4n 1 124224+ .. . 4+n2 1 134+224+...4+n3
- 5 5 —
2 2 n3 3 n4

o |

n

fiir n — oo .

(Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 5.)

AUFGABE 23:(Arithmetisch-geometrisches Mittel)
Es sei 0 < ag <by und rekursiv

an + by,
2

Ap41 = anbp, bn+1 = fiir n € Np.

Zeigen Sie a, < b, firallen € Ny , und (ap)nen bzw. (by)neny konvergieren mo-

noton nichtfallend bzw. nichtwachsend gegen den gleichen Grenzwert, das sogenannten
arithmetisch-geometrische Mittel von ag und bg .

Abgabetermin ist Donnerstag, 29.11.07.
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7.Ubung

AUFGABE 24:

Die GauB-Klammer

|z] =max{ke€Z | k<z}

bezeichnet die grofite ganze Zahl kleiner gleich x € R . Geben Sie die Haufungspunkte
der Folge (nz — |nz])peny in Abhéngigkeit von x € R an.

(Hinweis: Unterscheiden Sie rationales und irrationales = € R .)

AUFGABE 25:

(bn)nen sel eine streng monoton wachsende Folge mit b, — oo . Zeigen Sie

Ay — Qp— a
n —n-1 _ cc—® _,
bn_bnfl bn

und damit
P+2P . .+ nP

npt1 _>p+1

fiir alle p € N.

(Hinweis: Verwenden Sie den Cauchyschen Grenzwertsatz, Proposition 4.3, der Vorlesung,.)
AUFGABE 26:

Zeigen Sie:

> 1 1
;k(k+1)(k+2) s
> k 1
;(k+1)(k+2)(k+3) T 1

AUFGABE 2T7:

Essei a, >0und ) 7 a, sei konvergent. Zeigen Sie

i
mn
n=1

ist auch konvergent.

(Hinweis: Verwenden Sie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.)

AUFGABE 28:

Zeigen Sie das Abelsche und Dirichletsche Konvergenzkriterium: Fir ay € C,b, € R
konvergiert > 77, apby , falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist.




1. Y22, ar konvergiert, und (b,)nen ist monoton und beschriinkt,
2. (O"F_jak)nen ist beschrénkt, und (b, )nen konvergiert monoton gegen 0 .
(Hinweis: Verwenden Sie die Abelsche partielle Summation aus Proposition 3.4 der Vorle-

sung.)

Bearbeiten Sie vier der finf Aufgaben.
Abgabetermin ist Donnerstag, 06.12.07.
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8.Ubung

AUFGABE 29:

Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz bzw. Divergenz.

4e—n n+1-
S f22 z””

—~ nl/2 )
S (o= ). S (o=t i) m Senras dym,
n=1 n=1 n=1
> > (n))? > n n?
St Z%, ;(Hl) .

AUFGABE 30:
Zu ai,az,... € Nja, > 2undx > 0 sei zy die grofite ganze Zahl mit xp < x und
rekursiv sei x, die grofite ganze Zahl mit

n

> s

a
k=0 k

Zeigen Sie 0 <z, <a, —1firn>1,

AneN:Vk>n:xp=ar—1, (1)
und -
Ty,

Zeigen Sie umgekehrt, fiir zy € No,0 < z,, < a,, — 1 fiir n € N mit (1) konvergiert die
Reihe > xp/(a1---ayn) , und fir x := Y  x,/(a1---a,) , ergibt obige Definition
Ty L1y -

(Hinweis: Gehen Sie vor wie in der Vorlesung und beachten Sie a;...a, > 2" .)
AUFGABE 31:

Eine Funktion f:Z CC — C heiflt lipschitzstetig, falls fiir ein 0 < L < o0

|f(2) = f(w)] < L|z —w| fiir alle z,w € Z.

Zeigen Sie, daf lipschitzstetige Funktionen stetig auf Z sind.



AUFGABE 32:
Essei f:Q — R definiert durch f(q) := e fiir ¢ € Q . Zeigen Sie, dafl der Grenzwert

fl@)=Tlim f(q)

q—,q€Q

fiir alle z € R existiert und dafl damit eine stetige Funktion f:R — R definiert wird,
die f fortsetzt. Zeigen Sie weiter, daB f die einzige stetige Fortsetzung von f auf R
ist.

(Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 19 und 20.)

Keine Abgabe
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9.Ubung

AUFGABE 33:
Untersuchen Sie folgende Grenzprozesse auf Konvergenz bzw. Divergenz und geben Sie im
Falle von Konvergenz den Grenzwert an.

2 1 —+1— 22
Hm —, lim =, lim 72:6, lim vz(Vr +1—+x),

z—0 ‘.%" T 250 ’1“ T 250 x T—00

) — T _1
lim M, lim 2%, lim(1+ )%, lim a ,a > 0.
h—0 h z\0 T— z—0 I

AUFGABE 34:
Untersuchen Sie f,g:R — R, definiert durch

(

1/l ftirx=k/l,k € Z—{0},l €N,
1 firz e Q, |k, 1 teilerfremd,

fz) = g9(x) :=
0 firzeR—-Q, 1 firz =0,

0 firreR-Q,

auf Stetigkeit.

AUFGABE 35:

Essei f:]a,b|— R,a < b€ R monoton nichtfallend. Zeigen Sie, da f bis auf abzihlbar
viele z €]a, b stetigin z ist, d.h. es existiert eine abzdhlbare Menge A Cla,b] , so dafl
f inallen z €]a,b[—A stetig ist.

(Hinweis: Zeigen Sie, f ist stetig in « €]a,b] genau dann, wenn o(z) := lim,~ , f(y) —
lim, ~, f(y) > 0 in = verschwindet. Zeigen Sie weiter, dal [0 > 1/n]N[a+1/n,b—1/n]
endlich ist.)

AUFGABE 36:(Irrationalitidt von e)

Zeigen Sie

n

O<e—z

k=0

2

<
~ (n+ 1)V

==

schlieBen Sie daraus, dafl

nl-egN VneN,

und weiter, da3 e irrational ist.

Abgabetermin ist Donnerstag, 20.12.07.
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10.Ubung

AUFGABE 37:
Zeigen Sie, daBl es zu jedem n € N genau n Stiick n—te Einheitswurzeln w € C gibt,
d.h. W™ =1 . Zeigen Sie weiter

n firw=1,

0 fir w# 1.

ltwtw? 4. +w™ =

(Hinweis: Beachten Sie (e?™/™)* =1 .)
AUFGABE 38: (Komplexer Logarithmus)
Zeigen Sie,

exp| {z € C | [Im(z)| <7} — C— {t | t €] - o0,0]}
ist bijektiv und die Umkehrung
log| C—{t|te€]—00,0]} = {z€C||[Im(z)] <7}

ist stetig.
AUFGABE 39:
Zeigen Sie, daf§ f: R — R, definiert durch

flx) = Z 27" cos(3"z) fir x € R,

n=0

stetig auf R ist.

AUFGABE 40:

Es sei Y o2 a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius o > 0 . Zeigen Sie, daBl die
Partielsumme Y j_oar2® gleichmifig auf By (0):= {2 € C | |z| < ¢ }fir 0 < ¢ <o
konvergiert und daB die Summe f(z) := > 77 janz" stetig auf B,y(0) ist.

Abgabetermin ist Donnerstag, 10.01.08.
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11.Ubung

AUFGABE 41: (Rademacher-Funktionen)
Die Rademacher-Funktionen sind definiert durch

0 fir0<t<1/2,
ro(t) =
1 firl/2<t<1,

ro(t+1) :=ro(t) fir l € Z und r,(t) := ro(2"t) fiir t € R . Zeigen Sie, fiir jede abzéhlbare
Menge A C R existiert eine Teilfolge, so dal (7, |A)ren punktweise konvergiert, aber
es existiert keine Teilfolge, so da8 (7, )ken punktweise konvergiert.

(Hinweis: Verwenden Sie das Diagonalverfahren im Beweis des Satzes von Arzela-Ascoli
und die dyadischen Zerlegung reeller Zahlen.)

AUFGABE 42:

Essei FC{f:]0,1] — R} eine Familie von Funktionen mit gemeinsamer Lipschitzkon-
stante L < oo, d.h.

|f(z) — fy)| < Llx —y| fiir alle z,y € [0,1], f € F.

Zeigen Sie, F ist gleichgradig stetig.

AUFGABE 43:

Zeigen Sie fiir ein Polynom P(z) :=ap+a1x+...a,2" fiir x € R vom Grade <n € Ny,
dafl

P(0) 4.+ P(")(O)

P(x) = P(0) + P'(0)x + —, -

" firallexz € R

und P+l —q |
AUFGABE 44:

Berechnen Sie die Ableitungen folgender Funktionen in x .

xlogz, (logz)/x, 1/logx, sinxz/cosz, sinhz/coshz,

esinm’ el/:vQ’ 1’1, logf(m)

Abgabetermin ist Donnerstag, 17.01.08.
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12.Ubung

AUFGABE 45:
Essei f: —1,1[— Rmit f(0) < f(z) fir alle z €] — 1,1 . Zeigen Sie, wenn die rechts-
seitige Ableitung bei 0

: h) — £(0)
" 0):= 1 1
f+(0) hi%lJr h
existiert, so gilt

£1(0) > 0.
Diskutieren Sie dieses Resultat fiir f(z) :=|z| .

AUFGABE 46:(Leibnizsche Formel)
fyg:]a,b] = C seien n—fach differenzierbar auf [a,b] . Zeigen Sie

(f9)" =f"g+2fd+ fg",
(fg)/l/ — f/l/g + 3f//gl + 3f/gl/ + gI/I’

n

(fg)™ = Z_: (Z)f(k)g(n—k)_
AUFGABE 47:
f I — R I C R sei konvex. Zeigen Sie fir xzq,...,z, € 1,0 < Aq,..., A, <

Tmit Y0 A =1

n

FO - Niwi) <37 Nif (x0).
=1

i=1
AUFGABE 48:
Berechnen Sie folgende Limiten.

1-— 2 log(1 1
g L gy PEUED) (12 2)" - (1-2) ) frae
=0 1—cosw z—0 T n—00 n n

Abgabetermin ist Donnerstag, 24.01.08.
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13.Ubung

AUFGABE 49:
Es sei f :a,b[— R,a < b€ R unendlich oft differenzierbar mit |f™ ()| < CM™ fiir t €
la,b[,n € Ny . Zeigen Sie

£ (g
f(z) = Z fi(o)(x —xz)"  fiir x,x9 €la,b.

n!
n=0

AUFGABE 50:
Geben Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe

[e.e]

Z(n')x”

n=0

an.
AUFGABE 51:
Zeigen Sie folgende Potenzreihenentwicklungen.

oo
x2n+1 $3

1.1 b
Areatanhxzalog +£:Z;] —:C+—+x——|—... fir |z| < 1,
n=

1—2x n+1 3 5

123 1-32° 1-3.-527
Areasinhzr =2 — —— + — — — — +... fi <1.
reasinhz = z 23—|—2‘45 2-4-67+ tir |z| <

AUFGABE 52:
Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte z.B. mit Potenzreihen oder mit der Regel von de
I’Hospital.

. r—sinx . 10g2(1 + x) —sin?z . x3sinx
lim 575, lm 5 ;o lim —————.
a—0e? —1—x—2a2/2" 20 1—e® a—0 (1 — cosx)

Abgabetermin ist Freitag, 01.02.08.
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14.Ubung

<a>< b >:<a+ﬁ> fir o, 0 € R,n € Ny.
— k) \n—k n

(Hinweis: Verwenden Sie den Identitédtssatz fiir Potenzreihen.)

AUFGABE 54:

Zeigen Sie, dafl die Potenzreihe Y o0  (—1)""1z"/n fiir z € C, |2 < 1,z # —1 konvergiert
und die Summenfunktion g(z) := > (=1)""!'2"/n die Identitiit

n=1

AUFGABE 53:
Zeigen Sie

exp(g(z)) =1+2 firzeC,lz] <1,2z# 1

erfiillt.

(Hinweis: Verwenden Sie das Dirichletsche Konvergenzkriterium aus Aufgabe 28.)
AUFGABE 55:

Zeigen Sie, fiir eine Funktion f : [a,b] — C,a < b € R , existiert eine Folge von Trep-
penfunktionen (py,)nen mit ¢, — f gleichméBig auf [a,b] genau dann, wenn die rechts-
und linksseitigen Grenzwerte von f in allen x €]a,b] und der rechts bzw. linksseitige
Grenzwert von f in a bzw. b existieren. Eine solche Funktion f heifit Regelfunktion.
AUFGABE 56:

Es seien fi : [a,b] — C,a < b € R, seien Regelfunktionen und f; — f gleichmifig.
Zeigen Sie f ist eine Regelfunktion und

b b
[ s

Abgabetermin ist Donnerstag, 07.02.08.
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15.Ubung

AUFGABE 57:

Bestimmen Sie Stammfunktionen folgender Funktionen in =z .

2" logx, Areatanh x.

AUFGABE 58:

Bestimmen Sie Stammfunktionen folgender Funktionen in x .

sin®z, sinzcos(2z).

(Hinweis: Schreiben Sie sin? 22)? 2z —sin?x =2cos’z 1)

AUFGABE 59:

Bestimmen Sie Stammfunktionen folgender Funktionen in x .

x = (1 — cos® z)?, cos(2x) = cos

2 + 4 5z + 7
22 —8x+15" a3 —x24x—1

(Hinweis: Schreiben Sie (2z+3)/(x?>—8x+15) = a/(z—3)+b/(x—5) und (52%+7) /(x> —
??+x—1)=(azx +b)/(z*+1) +c/(x—1).)

AUFGABE 60:(Gammafunktion)

Die Gammafunktion ist durch

I(z):= /tmlet dt firz >0
0

definiert. Zeigen Sie, dafl das Integral konvergiert
Mz+1)=al'(x) firz>0

und
F'(n+1)=n! firn e Np.

Keine Abgabe.






