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1.Ubung

AUFGABE 1:
Geben Sie zu folgenden Funktionen f die Menge in C an, auf der f holomorph ist,
und berechnen Sie die Ableitung.

AUFGABE 2:
Essei f=u+iv:U — C,U C C offen, holomorph, u = Re(f),v =Im(f) . Zeigen Sie
u,v sind harmonisch, d.h.

Au = Opatt + Oyt = 0,  Av = Oppv + Oyyv = 0.

(Hinweis: Verwenden Sie die Cauchy-Riemann-Gleichungen.)

AUFGABE 3:

Geben Sie die Potenzreihenentwicklung des komplexen Logarithmus log : Bi(1) —
C mit log(1) =0 an.

AUFGABE 4: (Schwarzsches Spiegelungsprinzip)

Essei f: Bj(0) — C stetig und holomorph in By(0) —{z | =1 < x <1 } . Zeigen Sie
f ist holomorph in B;(0) .

(Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Morera.)

Abgabetermin ist Freitag, 31.10.08.
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2.Ubung

AUFGABE 5:
Zeigen Sie ist f holomorph in U , so ist auch f’ holomorph in U .
AUFGABE 6: (Parseval Identitét)

Es sei
[e.e]
f(z)= Zanz" fiir |2] < o.
n=0
Zeigen Sie
o 1 7T
Z |an|?r?" = - / |f(re®)? dt  fiir 0 < r < o.
7r
n=0 o

Schlieen Sie damit fiir holomorphes f:C — C mit
|f(2)| < A+ Blz|F fiir z € C,

wobei A, B < oo, dafl f ein Polynom vom Grad <k ist.

(Hinweis: Beachten Sie, daf§ f(re) = >"°° ja,r"e™ gleichmaBig konvergiert.)
AUFGABE 7:

Zeigen Sie fiir f dargestellt als Laurent-Reihe ohne Verwendung der Vorlesung

o0
flz) = Z apz"  fiir o1 < |z] < 02,

n=—oo

dafl

211
8B, (0)

— / f(z)dz=a_1 fir g <r < .

(Hinweis: Beachten Sie, dafl Laurent-Reihen auf kompakten Teilmengen gleichmifig kon-
vergieren.)

AUFGABE 8:

Es sei v ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg in U C C offen, der beziiglich U
nicht nullhomolog ist. Zeigen Sie, es existiert eine in U holomorphe Funktion f mit

JECE

d.h. der Cauchy-Integralsatz kann nicht fiir nicht nullhomologe Wege gelten.

Abgabetermin ist Freitag, 07.11.08.
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3.Ubung

AUFGABE 9: (Satz von Fubini)
Es sei k:[a,b] X [c,d] — R stetig. Zeigen Sie

b d d b
//k(s,t) ds dt://k(s,t) dt ds.

(Hinweis: Approximieren Sie gleichméfiig mit Treppenfunktionen.)

AUFGABE 10:

Es sei v ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg in U C C offen, der nullhomolog
beziiglich U ist, und r eine rationale Funktion, deren Pole nicht in U liegen. Zeigen
Sie ohne Verwendung des Cauchy-Integralsatzes

/r(z) dz = 0.

Y

AUFGABE 11:
Zeigen Sie

z —exp(1/z)

hat eine wesentliche Singularitdt in 0 .

AUFGABE 12:

Es seien f,g holomorph in U C C offen, und f habe eine einfache Nullstelle bei
0 € U . Zeigen Sie

9(0)
f(0)°

Res(g/f,0) =

Abgabetermin ist Freitag, 14.11.08.
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4.Ubung
AUFGABE 13:
Berechnen Sie
< 2
T T
——dzx = —.
/ 1122 V2
—00

(Hinweis: Verwenden Sie den Residuensatz und den Weg 9Bg(0)* und Aufgabe 12.)
AUFGABE 14:

Berechnen Sie fiir n > 2

o0
1
/ dr = ﬂ .
1+ xn nsm%
0

(Hinweis: Verwenden Sie den Residuensatz und den Weg 9{re? | 0 < r < R,0 <t <
27 /n } und Aufgabe 12.)

AUFGABE 15:

Essei U C C offen, zusammenhéngend, und A C U habe keine Haufungspunkte in U .
Zeigen Sie U — A ist offen und fiir alle kompakten Mengen K C U ist AN K endlich.
Zeigen Sie weiter fiir g,h holomorph in U und h # 0, dal f = g/h meromorph in
U ist.

AUFGABE 16:

Fiir eine holomorphe Funktion f in C—Bpg(0) heifit co eine hebbare Singularitéit, ein Pol
oder eine wesentliche Singularitét entsprechend dem Verhalten von z +— f(1/z) bei 2 =0.
Zeigen Sie, eine holomorphe Funktion f auf C mit nicht wesentlicher Singularitdt bei oo
ist ein Polynom. Schlieflen Sie z +— e cosz,sinz haben wesentliche Singularititen bei
oo . Zeigen Sie weiter, eine meromorphe Funktion in C U {co} , d.h. meromorph in C ,
die Pole hiufen sich nicht bei oo und mit keiner wesentlichen Singularitit bei oo , ist
rational.

(Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 6.)

Abgabetermin ist Freitag, 21.11.08.
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5.Ubung

AUFGABE 17:
Es seien ¢, h holomorph in U C C offen und g¢,h # 0 in U . Zeigen Sie fiir die logarith-
mische Ableitung des Produkts f = gh
/ / h/
f_g . n
fg h

AUFGABE 18:

Es sei f holomorph auf U C C offen und v ein stiickweise stetig differenzierbarer
geschlossener Weg U , der nullhomolog beziiglich U ist, keine Nullstelle von f in U
trifft und

Ind,(z) € {0,1} fiir alle z € U — im(vy),

I, :== [Indy = 1] . z,...,2, seien die Nullstellen von fin I, entsprechend der
Vielfachheit. Zeigen Sie fiir k € Ny

1 f'(2) & o
— dz = k-
ori | fz)° Zz
5 =1
AUFGABE 19:
Es sei f holomorph in U C C offen mit B;(0) C U ,

|f(z)| > 1 fiir z € 0B1(0),
f(0)=1.

Zeigen Sie f hat eine Nullstelle in By (0) .

(Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Rouché.)

AUFGABE 20:

Es seien f,,, f: U — C holomorph, U C C offen, und f,, — f gleichméfig auf kom-
pakten Teilmengen von U . Zeigen Sie, ist f injektiv, so existiert zu jeder kompakten
Teilmenge K C U ein M(K) € N, sodafl fp, fiir m > M(K) auf K injektiv ist.

Abgabetermin ist Freitag, 28.11.08.
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6.Ubung

AUFGABE 21:
Es sei ¢ die gebrochen lineare Abbildung mit

1—
o(z) = 1—1—2 fir z € C— {-1},

p(00) == —1,p(—1) := oo . Zeigen Sie

¢:B1(0) = {z€C| Re(z) >0},
¢:{z€C| Re(z) >0} = By(0)

und ¢(0) =1,9(1) =0.

AUFGABE 22:

Essei F die Menge aller holomorphen Funktionen auf U C C offen, zusammenhéngend,
mit 0 € U und

Re f >0,
F0) =1,
Zeigen Sie fiir jede kompakte Teilmenge K C U

sup sup |f(z)| < oo.
fEF zeK

(Hinweis: Betrachten Sie ¢ o f fiir eine gebrochen lineare Funktion ¢ mit ¢ : {z €
C | Re(z) >0} =5 B1(0), (1) =0 .)

AUFGABE 23:

Es sei f holomorph in B;(0) — {0} mit nach oben oder unten beschrinktem Real- oder
Imaginarteil. Zeigen Sie f hat eine hebbare Singularitidt bei 0 .

(Hinweis: Betrachten Sie ¢ o f fiir eine geeignete gebrochen lineare Funktion ¢ .)
AUFGABE 24:

Essei o: U =,V ein Homdoomorphismus zwischen zwei offenen Mengen U,V C C, d.h.
@ ist bijektiv und ¢, ! sind stetig. Zeigen Sie, ist U zusammenhingend bzw. einfach
zusammenhéngend, so ist auch V' zusammenhéingend bzw. einfach zusammenhéngend.

Abgabetermin ist Freitag, 05.12.08.
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7.Ubung

AUFGABE 25:
Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen expilzit.

1. v =by+t.
2. ¥y =ay/t,a#£0.
3.y = 2ty?

4. y' =y +ty® . (Bernoullische Differentialgleichung)
(Hinweis: Setzen Sie v =y~ .)

AUFGABE 26:
Esseien f:RxR"™ — R" y:]—¢,e[— R" stetig, und y seiin |—e,e[—{0} differenzierbar
mit

y/(t) = f(t’y(t)) fiir ¢ e] - 658[_{0}'
Zeigen Sie, y ist eine Losung der Differentialgleichung

/

Yy :f(,y) an]—€,€[,
d.h. y ist differenzierbar bei t =0 und
y'(0) = £(0,(0)).

AUFGABE 27:
Essei g: R — R stetigund g > 0. Zeigen Sie, die Losung des Anfangswertproblems

¥ =g(), y(0)=0,

ist eindeutig und existiert auf dem rechts-maximalen Losungsintervall [0,¢g[ mit

oo
/ 1
g@
0
AUFGABE 28:
Essei g: R — R stetig und ¢(0) = 0,9(t) > 0 fiir ¢ # 0 . Zeigen Sie, die Losung des
Anfangswertproblems




ist eindeutig y = 0 nach rechts auf Intervallen [0, ¢y[ genau dann, wenn

; 1
O/Eds:oo

fiirein 6 >0 .

Abgabetermin ist Freitag, 12.12.08.
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8.Ubung

AUFGABE 29: (Satz von Picard-Lindelof)
Essei f:RxR"™ — R" stetig mit einer Lipschitzbedinung

|f(t’y1)_f(tay2)| SL|y1_y2| fUI’tER,yl,yQERn

Definieren Sie fiir t9 > 0 den Operator ® : C([—to, to], R™) — C([—to,t0],R™) durch

(By) (1) = / f(s,y(s)) ds.
0

Zeigen Sie & ist fiir Ltg < 1 eine Kontraktion und schliefien Sie, das Anfangswertproblem

y/:f('ay)’ y(O) =0,

hat eine lokal eindeutige, gobale Ldsung.
(Hinweis: Verwenden Sie den Banachschen Fixpunktsatz.)
AUFGABE 30:

Wir betrachten die homogene lineare Differentialgleichung n—ter Ordnung

y(") + an,ly("fl) +...4+ay +ay=0
mit konstanten Koeffizienten ag,...,a,—1 € R und das zugehorige Polynom
p(A) == A"+ A A"V 4 a )+ ag.
Zeigen Sie fiir y(t) :=eM, D =d/dt ,
p(D)y = y™ + a1y + .+ a1y’ + agy = p(\)eM.

AUFGABE 31:
Essei A:[a,b] — R™" stetig und schiefsymmetrisch, d.h. AT (t) = —A(t) fiir t € [a,b] .
Zeigen Sie die Fundamentallosung

Y' =AY, Y(a)=1I,,

ist orthogonal, d.h. YT (t)Y(t) = I,, fiir t € [a,b] .



AUFGABE 32:
Es sei n € CYR",R") mit n(z) = 0 in |x| > R . Zeigen Sie, es existiert eine eindeutige
Abbildung ®; : R® — R"™ definiert durch

d

5 2t(@) =0(2(2)),  Do(z) = z.

Zeigen Sie &, ist stetig differenzierbar,

Qy(x) =2 fiir [z] > R,
Ppo s =Dy,

und schlieBen Sie, @, : R" = R" ist ein bijektiver Diffeomorphismus.

Abgabetermin ist Freitag, 19.12.08.
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9.Ubung

AUFGABE 33:

Es sei S := {[a,0[,] —oc,a][ | a € R } und B := {[a,b][ | a < b } . Zeigen Sie S ist
eine Subbasis und B eine Basis der gleichen Topologie 7 auf R , und 7 ist feiner als
die euklidische Topologie 7y , die durch die Metrik d(z,y) := |z —y| induziert wird.
Zeigen Sie weiter, dal [a,b[,a < b , in dieser Topologie offen und abgeschlossen ist.
AUFGABE 34:

Essei X eine Menge und 7y :={U C X | X — U ist abzéhlbar } U{0} . Zeigen Sie Ty
ist eine Topologie, die fiir iiberabzéhlbares X keinen Hausdorff-Raum erzeugt. Zeigen
Sie weiter x, — = genau dann, wenn

IngeN:Vn>ng:x, =x,

und schlieffen Sie, jede Abbildung f : X — Y ist folgenstetig. Andererseits ist fiir
X =Y =R die Abbildung idg : (R,7x) — (R,Z¢cyx) mit der euklidischen Topologie
7. nicht stetig.

AUFGABE 35:

Es sei X ein topologischer Raum und A, B C X . Zeigen Sie folgende Aussagen und
geben Sie bei den Inklusionen ein Gegenbeispiel fiir Gleichheit.

int(AN B) =int(A) Nint(B), int(AU B) D int(A) U int(B),
AUB=AUB, ANBCANB,

Héaufungspunkte von (AU B) = (Haufungspunkte von A) U (Haufungspunkte von B),
ANU C ANV fiir U offen.

AUFGABE 36:

Essei R:=RU{oo} und B:= {Ja,b[ |a<b}U{R—[-R,R] | R> 0} . Zeigen Sie B
ist Basis einer kompakten Topologie auf R , deren Spurtopologie auf R die euklidische
Topologie ist.

Abgabetermin ist Freitag, 09.01.09.
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10.Ubung

AUFGABE 37:

Es seien X, topologische Riume, die das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfiillen. Zeigen
Sie, [[2, X, erfiillt auch das zweite Abzihlbarkeitsaxiom.

AUFGABE 38:

Zeigen Sie, sind zwei topologische Rdume X und Y homd&omorph, so existiert zu jedem
r€XeinyeY , sodaB X —{z} und Y — {y} homsomorph sind. SchlieBen Sie, daf}
R und R", n > 1, nicht homéomorph sind.

(Hinweis: R™ — {z},x € R™ , ist fiir n = 1 nicht zusammenhéngend, aber fir n > 1
zusammenhéngend. )

Abgabetermin ist Freitag, 23.01.09.
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11.Ubung

AUFGABE 39:
Es sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper K, V* der Dualraum der linearen Funk-
tionale, und V** = (V*)* . Zeigen Sie folgende Aussagen.

1. Fir Aq,...,A; € V* linear unabhingig und ag,...,a; € K existiert v € V mit
Av=a; Vi=1,... )k,
dh. A= (Aq,...,Ag): V — K* ist surjektiv.
2. Fir A,Aq,...,A; € V* mit
YweV:iAv=...=Apv=0=Av=0

gilt
A € span{Aq, ..., A}

3. Fir v* € V** und endlich-dimensionales W C V* existiert v € V' mit

(v Ay =Av VA eW.

AUFGABE 40:

Es sei X ein normierter Raum, und Y C X ein dichter Unterraum. Zeigen Sie, jede
beschriinkte lineare Abbildung 7 :Y — Z in einen Banachraum Z &8t sich eindeutig
zu einer beschrinkten linearen Abbildung X — Z fortsetzen.

(Hinweis: Betrachen Sie fir « € X eine Folge y; € Y mit y; — = und beachten Sie, da8§
(Tyj)jen eine Cauchyfolge in Z ist.)

AUFGABE 41:

Es seien f,, :[0,1] — R stetig und f, — f konvergiere punktweise auf [0,1] . Es sei

Em i = Ul llfn — fal > 1/E],

A=U2, N2, B

Zeigen Sie folgende Aussagen.
1. Fir E,, C[0,1] beliebig gilt



2. N¥_ By, =0 firalle ke N.
3. AC Uiil Um=1 (Emk - Emk) :

4. int(A) =0, alsoist [0,1] — A dicht in [0,1] .
(Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Baire.)

5. f ist stetig auf [0,1] — A , also stetig auf einer dichten Teilmenge von [0,1] .

AUFGABE 42:
Es sei y = (y;)jen, y; € C so, daB fiir alle = = (zj)jen € P,1 <p < oo die Summe

o0
Z T;Y; € C
j=1

konvergiert. Zeigen Sie y € 19 fir p™ '+ ¢ =1.
(Hinweis: Betrachten Sie y* := 2?21 yje; € 19 und verwenden Sie ¢ = (IP)* und das
Prinzip der gleichméfBigen Beschriankheit.)

Abgabetermin ist Freitag, 80.01.09.
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12.Ubung

AUFGABE 43:
Zeigen Sie CY(]0,1],R) ist mit

1
Hﬂhz/UﬁﬂM
0

ein normierter Vektorraum, aber kein Banachraum.

AUFGABE 44:

Es sei T : 1> — [? mit T(z;)jen = (x;/j)jen - Zeigen Sie T ist stetig linear mit
| T ||< 1, injektiv, aber nicht surjektiv.

AUFGABE 45:

Es sei g : [0,1] — R stetig und A : C°[0,1],R) — Rmit || f lcoo,1,r)=
maxe(o,1] | ()] und

1
Afi= [ rojgte) at
0

Zeigen Sie A ist ein stetiges, lineares Funktional mit

1
nsz/mmwn
0

(Hinweis: Betrachten Sie zuerst eine Treppenfunktion g .)

AUFGABE 46:

Es sei €; = (d;j)jen,e := (1)jen € I*° . Zeigen Sie es existiert ein stetiges, lineares
Funktional A € (I°°)* mit

Ae; =0,Ae # 0.

Zeigen Sie weiter, es gibt kein y = (y;);jen € I mit

o
Ax = ijyj fir alle = (2;)jen € ™.

j=1
Schlieflen Sie daraus, daf die Einbettung 1! < (I°°)* nicht surjektiv ist.
(Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Hahn-Banach.)
AUFGABE 47*:
Essei X ein Banachraum, =™ € X** mit || ** ||< 1 und W C X* endlich-dimensional.
Zeigen Sie folgende Aussagen.




1. Es existiert ein z € X mit
(™ Ay =Ax VA eW. (1)
(Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 39.)
2. Setzen wir Y := Naewker A , so gilt (1) fiir alle Elemente von z+7Y .
3. Angenommen B1(0) N (z+Y) =0, dann existieren A € X*,v € R mit
Vze B1(0),y €Y : Az <v < Az +y). (2)
(Hinweis: Verwenden Sie den Trennungssatz von Hahn-Banach.)

4. Fiir A wie in (2) gilt
A<y, Y Chker A

SchlieBen Sie daraus A € W und rechnen mit (1)
v < Ax] = (@A) <[ 2T [y <o,

also ein Widerspruch.
(Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 39.)

5. Es existiert = € B1(0) , das (1) erfiillt.

Bearbeiten Sie vier der finf Aufgaben.
Abgabetermin ist Freitag, 06.02.09.



Universitdt Tiibingen
Mathematisches Institut

Professor Dr. R. Schitzle 06.02.09

Analysis 111
WS 2008,/09
13.Ubung

AUFGABE 48:
Es sei e; := (0;j)jen € % . Zeigen Sie

e; — 0 schwach in 2,

aber nicht in der Norm.

(Hinweis: Verwenden Sie die Isomorphie [2 = (12)* .)
AUFGABE 49:

Es sei X en Hilbertraum, xzp,x € X . Zeigen Sie

xp — x in der Norm <=z, — = schwach in X, || =i ||—| = || .

AUFGABE 50:

Essei A, :[*® — C mit

1 n
An(ﬁﬂj)jEN = E Z;:c]
j:

Zeigen Sie keine Teilfolge von (Ay)nen konvergiert schwach* in (I1°°)* . Vergleichen Sie
dies mit Korollar 9.3 der Vorlesung.

(Hinweis: Betrachten Sie njgy1/ng — oo,z; = (—1)7 fiir nj_; < j < n; und zeigen Sie
(A ()58 — (1] < 2ng 1 /g —0.)

AUFGABE 51:

Es seien X,Y Banachrdume, T : X — Y linear mit

Tn — 0= Tz, — 0 schwach in Y.

Zeigen Sie T ist stetig.

(Hinweis: Verwenden Sie den Satz vom abgeschlossenen Graphen und den Satz von Hahn-
Banach.)

AUFGABE 52%*:

X sei ein normierter Raum. Zeigen Sie folgende Aussagen.

1. (Satz vom fast orthogonalen Element)
Fiir einen abgeschlossenen Unterraum Y C X,# X ;und 0 < 6 <1 existiert ein
r € X mit
|z]=1,0 <d(z,Y).

(Hinweis: Wihlen Sie 29 € X —Y und y € Y mit || 29 — y ||< 6 1d(x0,Y) und
setzen Sie x:= (zo—y)/ || zo—y || -)



2. Jeder endlich-dimensionales Unterraum Y C X ist abgeschlossen. (Hinweis: Beach-
ten Sie Y = R" firein n € N .)

3. Gilt
B1(0) C U By ja(i),

so gilt X = span{zy,...,zN} .
(Hinweis: Wenden Sie den Satz vom fast orthogonalen Element auf den endlich-
dimensionales Unterraum Y := span{zi,...,xx} an.

4. B;(0) C X ist kompakt genau dann, wenn X endlich-dimensional ist.

AUFGABE 53*:
X sei ein Banachraum iiber K = Rbzw. C , und i = ix : X — X* die natiirliche
Einbettung in den Bidualraum. Zeigen Sie folgende Aussagen.

1. Die natiirliche Einbettung ix : X — X™ ist ein Homdomorphismus beziiglich
der schwachen Topologie auf X wund die schwach*-Topologie auf X** auf einen
schwach*-dichten Unterraum.

(Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 39.)

2. ix(B1(0)) liegt schwach*-dicht in B;(0) C X** .
(Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 47*.)

3. X ist reflexiv genau dann, wenn B;(0) C X schwach-kompakt ist.
(Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Banach-Alaoglu.)

Keine Abgabe.



