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Teil I

Vorbereitungen

1 Die Fourier-Transformation

Definition 1.1 Ein komplexes Borel-Maß auf Rn ist eine Abbildung µ : Bn → C von
der Menge aller Borelmengen in Rn in die komplexen Zahlen, die folgende Eigenschaften
erfüllt:

µ(∅) = 0,

µ(∪∞i=1Ai) =
∞∑
i=1

µ(Ai),

wenn Ai paarweise disjunkte Borelmengen sind.
Wir bezeichnen die Menge aller komplexen Borel-Maße auf Rn mit M(Rn) . L1(Rn)

ist durch die Zuordnung
f 7→ fLn

in natürlicher Weise ein Unterraum von M(Rn) .

✷

Bemerkung:

In der Maßtheorie wird die Total-Variation |µ| von µ ∈ M(Rn) definiert durch

|µ|(A) := sup{
∞∑

i=1

|µ(Ai)| | Ai ∈ Bn sind paarweise disjunkt, Ai ⊆ A } für A ∈ Bn.

Es kann gezeigt werden, daß |µ| ein nicht-negatives, endliches Maß auf Rn ist. Mit der
Norm

‖ µ ‖:= |µ|(Rn) = sup{
∞∑

i=1

|µ(Ai)| | Ai ∈ Bn sind paarweise disjunkt } <∞

ist M(Rn) ein Banachraum.
M(Rn) ist der Dualraum des Raumes aller stetigen, im unendlichen verschwindenden

Funktionen
C0
∗ (R

n) := {ϕ ∈ C0
loc(R

n) | ∀ε > 0 : [|ϕ| > ε] ⊂⊂ Rn }.
Äquivalent dazu ist C0

∗ (R
n) der Abschluß von C0

0 (R
n) im Raum aller stetigen, be-

schränkten Funktionen auf Rn , den wir mit C0
b (R

n) bezeichnen.
Für ϕ ∈ L1(µ) := L1(|µ|) gilt die Dreicksungleichung

∣∣∣∣
∫
ϕ dµ

∣∣∣∣ ≤
∫
|ϕ| d|µ|. (1.1)

✷

Als nächstes definieren wir eine Multiplikation auf M(Rn) , genannt Faltung.
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Definition 1.2 Für µ, ν ∈ M(Rn) definieren wir die Faltung µ ∗ ν ∈ M(Rn) mit der
Dualität aus der Bemerkung durch

∫

Rn

ϕ d(µ ∗ ν) :=
∫

Rn

∫

Rn

ϕ(x+ y) dµ(x) dν(y) ∀ϕ ∈ C0
0 (R

n).

✷

Bemerkung:

Da µ und ν Borel-Maße sind, sind alle offenen Intervalle I, J ⊆ Rn meßbar bezüglich
µ und ν . Damit sind alle offenen Intervalle I × J ⊆ R2n meßbar bezüglich des Produkt-
maßes µ⊗ ν , und, da slle offenen Menge in R2n abzählbare Vereinigungen von offenen
Intervallen sind, ist das Produktmaß µ⊗ ν ein Borel-Maß auf R2n .

Die Abbildung (x, y) 7→ ϕ(x+ y) ist stetig, also borelmeßbar auf R2n , und mit dem
Satz von Fubini erhalten wir

∫

Rn

ϕ d(µ ∗ ν) :=
∫

R2n

ϕ(x+ y) d(µ ⊗ ν)(x, y) ∀ϕ ∈ C0
0 (R

n).

✷

Einfache Eigenschaften der Faltung stellen wir in der folgenden Proposition zusammen.

Proposition 1.1 M(Rn) ist mit der Faltung eine kommutative Banachalgebra mit Eins-
element δ0 , die Einpunktmasse bei 0 ∈ Rn , d.h. es gilt

µ ∗ ν = ν ∗ µ ∀µ, ν ∈ M(Rn),

(αµ) ∗ ν = α(µ ∗ ν) ∀µ, ν ∈ M(Rn), α ∈ C,

(µ ∗ ν) ∗ σ = µ ∗ (ν ∗ σ) ∀µ, ν, σ ∈ M(Rn),

µ ∗ (ν + σ) = (µ ∗ ν) + (µ ∗ σ) ∀µ, ν, σ ∈ M(Rn),

µ = µ ∗ δ0 = δ0 ∗ µ.

Weiter ist L1(Rn) eine Ideal, genauer gilt für f ∈ L1(Rn), µ ∈ M(Rn)

(f ∗ µ)(x) =
∫

Rn

f(x− y) dµ(y), (1.2)

bzw. für f, g ∈ L1(Rn)

(f ∗ g)(x) =
∫

Rn

f(x− y)g(y) dy. (1.3)

Beweis:
Die Kommutativität ergibt sich sofort mit dem Satz von Fubini, da ϕ(x+ y) = ϕ(y+x) .

Für ϕ ∈ C0
0 (R

n) rechnen wir

∫
ϕ d((αµ) ∗ ν)) =

∫ ∫
ϕ(x+ y) d(αµ)(x) dν(y) =
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= α

∫ ∫
ϕ(x+ y) dµ(x) dν(y) =

∫
ϕ d(α(µ ∗ ν))

und weiter ∫
ϕ d((µ ∗ ν) ∗ σ) =

∫ ∫
ϕ(w + z) d(µ ∗ ν)(w) dσ(z) =

=
∫ ∫ ∫

ϕ(x+ y + z) dµ(x) dν(y) dσ(z),

und die Assoziativität ergibt sich wieder mit dem Satz von Fubini. Ohne Verwendung des
Satzes von Fubini rechnen wir

∫
ϕ d(µ ∗ (ν + σ)) =

∫ ∫
ϕ(x+ y) dµ(x) d(ν + σ)(y) =

=
∫ ∫

ϕ(x+ y) dµ(x) dν(y) +
∫ ∫

ϕ(x+ y) dµ(x) dσ(y) =

=
∫
ϕ d(µ ∗ ν) +

∫
ϕ d(µ ∗ σ) =

∫
ϕ d

(
(µ ∗ ν) + (µ ∗ σ)

)
,

also folgt das Distributivgesetz. Weiter gilt

∫ ∫
ϕ(x+ y) dµ(x) dδ0(y) =

∫ ∫
ϕ(x+ y) dδ0(y) dµ(x) =

∫
ϕ dµ,

also µ ∗ δ0 = µ .
Weiter sehen wir

∣∣∣
∫
ϕ d(µ ∗ ν)

∣∣∣ ≤‖ ϕ ‖C0(Rn) ‖ µ ‖ ‖ ν ‖,

also ‖ µ ∗ ν ‖≤‖ µ ‖ ‖ ν ‖ , und ‖ . ‖M(Rn) ist eine Algebranorm.
Da Ln ein Radon-Maß ist, existiert eine borelmeßbare Funktion g : Rn →

[0,∞] bzw. C , die mit f fast überall bezüglich Ln übereinstimmt. Klarerweise ist
die Abbildung (x, y) 7→ g(x − y) als Verkettung einer stetigen Abbildung und einer bo-
relmeßbaren Abbildung borelmeßbar auf R2n . Da das Produktmaß Ln ⊗ |µ| , wie oben
bemerkt, ein Borelmaß ist, rechnen wir mit dem Satz von Fubini und der Translationsin-
varianz des Lebesguemaßes, da µ ein endliches Maß ist,

∫
|g(x − y)| d(Ln ⊗ |µ|)(x, y) =

∫ ∫
|g(x− y)| dLn(x) d|µ|(y) =

=

∫ ∫
|g(x)| dLn(x) d|µ|(y) =‖ g ‖L1(Rn) ‖ µ ‖<∞.

Wählen wir eine Borlmenge B ⊇ [f 6= g] mit Ln(B) = 0 , so ergibt obige Rechnung für
g = χB

(Ln ⊗ |µ|)({(x, y) ∈ R2n | f(x− y) 6= g(x − y) }) ≤
≤ (Ln ⊗ |µ|)({(x, y) ∈ R2n | x− y ∈ B }) =

=

∫
|χB(x− y)| d(Ln ⊗ |µ|)(x, y) ≤‖ χB ‖L1(Rn) ‖ µ ‖= 0.

Zusammen sehen wir
(
(x, y) 7→ f(x− y)

)
∈ L1(Ln ⊗ µ) und mit dem Satz von Fubini

(
y 7→ f(x− y)

)
∈ L1(µ) für Ln − fast alle x ∈ Rn,
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(
x 7→ (f ∗ µ)(x) :=

∫
f(x− y) dµ(y)

)
∈ L1(Rn).

Weiter folgt mit dem Satz von Fubini und der Translationsinvarianz des Lebesguesmaßes
für ϕ ∈ C0

0 (R
n)

∫
ϕ d(fLn ∗ µ) =

∫ ∫
ϕ(x+ y)f(x) dx dµ(y) =

∫
ϕ(x)

(∫
f(x− y) dµ(y)

)
dx,

also (fLn) ∗ µ = (f ∗ µ)Ln wie in (1.2).

///

Allgemeiner können auch Funktionen f ∈ Lp(Rn) und g ∈ Lq(Rn) gefaltet werden.

Proposition 1.2 Es sei 1 ≤ p, q, r ≤ ∞, f ∈ Lp(Rn), g ∈ Lq(Rn), µ ∈ M(Rn) und

1

p
+

1

q
= 1 +

1

r
,

und wir setzen

(f ∗ g)(x) :=
∫

Rn

f(x− y)g(y) dy

bzw.

(f ∗ µ)(x) :=
∫

Rn

f(x− y) dµ(y)

für x ∈ Rn , für die diese Integrale definiert sind.
Dann sind f ∗ g bzw. f ∗ µ Ln−fast überall definiert, f ∗ g ∈ Lr(Rn) bzw. f ∗ µ ∈

Lp(Rn) und
‖ f ∗ g ‖Lr(Rn)≤‖ f ‖Lp(Rn)‖ g ‖Lq(Rn) (1.4)

bzw.
‖ f ∗ µ ‖Lp(Rn)≤‖ f ‖Lp(Rn)‖ µ ‖ . (1.5)

Beweis:
Zuerst nehmen wir 1 < p, q, r <∞ an. Wir sehen p, q < r und

1

r
+
r − p
pr

+
r − q
qr

= 1.

Damit folgt aus der Hölder-Ungleichung

∫
|f(x− y)g(y)| dy =

=
∫
(|f(x− y)|p/r|g(y)|q/r) |f(x− y)|p(1/p−1/r) |g(y)|q(1/q−1/r) dy ≤

≤
( ∫
|f(x− y)|p|g(y)|q dy

)1/r
‖ f ‖(r−p)/r

Lp(Rn) ‖ g ‖
(r−q)/r
Lq(Rn)

und ∫ ∣∣∣∣
∫
|f(x− y)g(y)| dy

∣∣∣∣
r

dx ≤‖ f ‖rLp(Rn) ‖ g ‖rLq(Rn),

also (1.4).
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Ist r =∞ , so sind p und q konjugiert, und wir erhalten mit der Hölder-Ungleichung
∫
|f(x− y)g(y)| dy ≤‖ f ‖Lp(Rn)‖ g ‖Lq(Rn) ∀x ∈ Rn

bzw. ∫
|f(x− y)| d|µ|(y) ≤‖ f ‖L∞(Rn)‖ µ ‖ ∀x ∈ Rn,

also (1.4) bzw. (1.5).
Ist r < ∞ , so haben wir p, q ≤ r < ∞ , und für q = 1 erhalten wir mit der

Jensen-Ungleichung

∫ ( ∫
|f(x− y)| d|µ|(y)

)p

dx ≤

≤
∫ ∫
|f(x− y)|p d|µ(y)| dx ‖ µ ‖p−1=‖ f ‖pLp(Rn) ‖ µ ‖p,

also (1.5).
Ist r <∞ und p, q 6= 1 , so folgt 1+1/r = 1/p+1/q < 2 , also r > 1 , und zusammen

1 < p, q, r <∞ , was im ersten Fall bewiesen wurde.

///

Nun kommen wir zur Fourier-Transformation.

Definition 1.3 Die Fourier-Transformierte eines Maßes µ ∈ M(Rn) ist definiert durch

(Fµ)(y) := µ̂(y) :=

∫

Rn

exp(−2πi〈x, y〉) dµ(x) für y ∈ Rn

bzw. für f ∈ L1(Rn)

f̂(y) :=

∫

Rn

f(x) exp(−2πi〈x, y〉) dx für y ∈ Rn.

✷

Die Fourier-Transformation ist ein Banachalgebrahomomorphismus von M(Rn) nach
C0
b (R

n) , d.h. die Faltung wird in punktweise Multiplikation übertragen.

Proposition 1.3 Für µ ∈ M(Rn) ist µ̂ ∈ C0
b (R

n) , und es gilt

‖ µ̂ ‖C0
b (R

n)≤‖ µ ‖ . (1.6)

Für µ, ν ∈ M(Rn) gilt
µ̂ ∗ ν = µ̂ν̂. (1.7)

Beweis:
Da | exp(−2πi〈x, y〉)| = 1 für x, y ∈ Rn , folgt mit dem Satz von Lebesgue für yj → y ∈
Rn

µ̂(yj) =

∫
exp(−2πi〈x, yj〉) dµ(x)→

∫
exp(−2πi〈x, y〉) dµ(x) = µ̂(y),
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und µ̂ ist stetig.
Weiter gilt mit (1.1)

|µ̂(y)| =
∣∣∣∣
∫

Rn

exp(−2πi〈x, y〉) dµ(x)
∣∣∣∣ ≤‖ µ ‖,

also (1.6).
Wir wählen η ∈ C0

0 (B2(0)), 0 ≤ η ≤ 1, η ≡ 1 in B1(0) und setzen ηR(x) := η(x/R) .
Aus der Definition der Faltung erhalten wir

µ̂ ∗ ν(z) =
∫
exp(−2πi〈x, z〉) d(µ ∗ ν)(x)←

∫
exp(−2πi〈x, z〉)ηR(x) d(µ ∗ ν)(x) =

=
∫ ∫

exp(−2πi〈x+ y, z〉)ηR(x+ y) dµ(x) dν(y)→
→

∫ ∫
exp(−2πi〈x + y, z〉) dµ(x) dν(y) =

=
∫ ∫

exp(−2πi〈x, z〉) exp(−2πi〈y, z〉) dµ(x) dν(y) = µ̂(z)ν̂(z) für z ∈ Rn,

wobei wir den Satz von Lebesgue angewendet haben, da exp(−2πi〈., z〉) eine beschränkte,
stetige Funktion ist. Dies ergibt (1.7).

///

Weiter überträgt die Fourier-Transformation Translationen in Multiplikationen mit der
Exponentialfunktion und Homothetien. Wir fixieren folgende Notation.

Definition 1.4 Für µ ∈ M(Rn), f : Rn → C, x ∈ Rn, λ > 0 setzen wir

(τxµ)(A) := µ(A− x) für A ∈ Bn, (τxf)(y) := f(y − x) für y ∈ Rn,

(hλµ)(A) := λ−nµ(λA) für A ∈ Bn, (hλf)(y) := f(λy) für y ∈ Rn,

µ∗(A) := µ(−A) für A ∈ Bn, f∗(y) := f(−y) für y ∈ Rn,

ex(y) := exp(2πi〈x, y〉).
✷

Proposition 1.4 Für µ ∈ M(Rn), x ∈ Rn, λ > 0 gilt

(̂τxµ) = e−xµ̂,

(̂exµ) = τxµ̂,

̂(hλ−1µ) = λnhλµ̂,

µ̂∗ = (µ̂)∗,

µ̂∗ = µ̂.

Beweis:
Für y ∈ Rn rechnen wir

(̂τxµ)(y) =
∫
exp(−2πi〈z, y〉) d(τxµ)(z) =

=
∫
exp(−2πi〈z + x, y〉) dµ(y) = e−x(y)µ̂(y),
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(̂exµ)(z) =
∫
exp(−2πi〈z, y〉) d(exµ)(z) =

=
∫
exp(−2πi〈z, y − x〉) dµ(z) = µ̂(y − x) = (τxµ̂)(y),

̂(hλ−1µ)(y) =
∫
exp(−2πi〈z, y〉) d(hλ−1µ)(z) =

=
∫
exp(−2πi〈λz, y〉)λn dµ(z) = λn

∫
exp(−2πi〈z, λy〉) dµ(z) =

= λnµ̂(λy) = λn(hλµ̂)(y),

µ̂∗(y) =
∫
exp(−2πi〈x, y〉) dµ∗(x) =

=
∫
exp(−2πi〈x,−y〉) dµ(x) = µ̂(−y) = (µ̂)∗(y)

und

µ̂∗(y) =
∫
exp(−2πi〈x, y〉) dµ∗(x) =

∫
exp(2πi〈x, y〉) dµ∗(x) =

=
∫
exp(2πi〈−x, y〉) dµ(x) = µ̂(y).

///

Die große Bedeutung der Fourier-Transformation für Differentialgleichungen besteht darin,
daß sie Differentiation in Multiplikation mit Polynomen überträgt.

Definition 1.5 Für k = 1, . . . , n setzen wir

Dk := (2πi)−1 ∂k

für Multiindices γ = (γ1, . . . , γn) ∈ Nn
0

Dγ := Dγ1
1 · · ·Dγn

n

und für Polynome P (x, ξ) =
∑

|γ|≤m aγ(x)ξ
γ , aγ : Ω→ C,m ∈ N0,Ω ⊆ Rn ,

P (x,D) :=
∑

|γ|≤m

aγ(x)D
γ für x ∈ Ω.

Im folgenden schreiben wir ξk : Rn → R, ξk(x) := xk .

✷

Proposition 1.5 Für µ ∈ M(Rn), k ∈ {1, . . . , n} mit ξk ∈ L1(µ) gilt ν := ξkµ ∈
M(Rn) und

Dkµ̂ = −ν̂.
Ist umgekehrt f ∈ L1(Rn), ∂kf ∈M(Rn) im Sinne von einer schwachen Ableitung

∫
ϕ d(∂kf) := −

∫
f ∂kϕ dLn ∀ϕ ∈ C1

0(R
n),

so gilt
D̂kf = ξkf̂ .
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Beweis:
Für y ∈ Rn, h 6= 0 sehen wir mit dem Satz von Lebesgue, da ξk ∈ L1(µ) ,

h−1(µ̂(y + hek)− µ̂(y)) =
∫
h−1(exp(−2πi〈x, y + hek〉)− exp(−2πi〈x, y〉)) dµ(x) =

=
∫
exp(−2πi〈x, y〉)h−1(exp(−2πi〈x, hek〉)− 1) dµ(x)→
→

∫
exp(−2πi〈x, y〉) (−2πixk) dµ(x) = −2πi ν̂(y),

also
Dkµ̂ = −ν̂.

Umgekehrt rechnen wir mit η ∈ C1
0 (B2(0)), 0 ≤ η ≤ 1, η ≡ 1 in B1(0), ηR(x) := η(x/R)

und dem Satz von Lebesgue

∂̂kf(y) =
∫
exp(−2πi〈x, y〉) d(∂kf)(x)←

∫
exp(−2πi〈x, y〉)ηR(x) d(∂kf)(x) =

= −
∫
f(x)∂xk

(
exp(−2πi〈x, y〉)ηR(x)

)
dx =

= −
∫
f(x)(−2πiyk) exp(−2πi〈x, y〉)ηR(x) dx−

∫
f(x) exp(−2πi〈x, y〉)∂kηR(x) dx→

→ 2πiykf̂(y),

also
D̂kf = ξkf̂ .

///

Das Bild von L1(Rn) unter der Fourier-Transformation in C0
b (R

n) können wir weiter
einschränken.

Lemma 1.6 (Riemann-Lebesgue) Für f ∈ L1(Rn) gilt f̂ ∈ C0
∗ (R

n) .

Beweis:
Mit Proposition 1.3 wissen wir bereits, daß f̂ ∈ C0

b (R
n) , also stetig und beschränkt ist.

Für y 6= 0 gilt

f̂(y) =
∫
f(x) exp(−2πi〈x, y〉) dx = − exp(−πi)

∫
f(x) exp(−2πi〈x, y〉) dx =

= −
∫
f(x) exp(−2πi〈x+ y/(2|y|2), y〉) dx =

= −
∫
f(x− y/(2|y|2)) exp(−2πi〈x, y〉) dx,

und

2f̂(y) =

∫
(f(x)− f(x− y/(2|y|2))) exp(−2πi〈x, y〉) dx.

Also

|f̂(y)| ≤ 1

2

∫
|f(x)− f(x− y/(2|y|2))| dx→ 0 für y →∞,

und f̂ ∈ C0
∗ (R

n) .

///
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Unter den Dualitäten L∞(Rn) = L1(Rn)∗ undM(Rn) = C0
∗ (R

n)∗ ist die Fourier-
Transformation ihre eigene duale Abbildung.

Proposition 1.7 Für µ, ν ∈ M(Rn) gilt
∫
µ̂ dν =

∫
ν̂ dµ. (1.8)

Damit ist die Fourier-Transformation

F : L1(Rn)→ C0
∗ (R

n)

ihre eigene duale Abbildung

F∗ = F :M(Rn)→ L∞(Rn).

Beweis:
Mit dem Satz von Fubini gilt

∫
µ̂ dν =

∫ ∫
exp(−2πi〈x, y〉) dµ(x) dν(y) =

∫
ν̂ dµ,

also (1.8). Damit folgt

L∞〈F∗µ, f〉L1 = M〈µ,Ff〉C0∗ =

∫
f̂ dµ =

∫
µ̂f dLn = L∞〈Fµ, f〉L1 ∀f ∈ L1(Rn),

und damit F∗µ = Fµ .

///

Unser nächstes Ziel ist der Inversionssatz. Als einfache Folge ergibt sich daraus, daß die
Fourier-Transformation injektiv ist. Andererseits stellt der Inversionsatz zusätzliche An-
nahmen an das Bild, und tatsächlich sehen wir mit der Dualität aus Proposition 1.7
und der Injektivität, daß die Fourier-Transformationen F : M(Rn) → C0

b (R
n) bzw.

F : L1(Rn)→ C0
∗ (R

n) nicht surjektiv sind.
Wir beginnen mit einer einfachen Hilfsfunktion.

Proposition 1.8 Für die Funktion Φ(x) := exp(−π|x|2) gilt

Φ̂ = Φ.

Beweis:
Φ erfüllt die Differentialgleichung

DkΦ− iξkΦ = 0 in Rn.

Da ξkΦ ∈ L1(Rn) , erfüllt Φ̂ mit Proposition 1.5 dieselbe Differentialgleichung

DkΦ̂− iξkΦ̂ = 0 in Rn.

Da Φ 6= 0 in Rn , folgt Φ̂/Φ ≡ const . Schließlich rechnen wir

Φ̂(0) =

∫
Φ dLn =

(∫

R

exp(−πt2) dt
)n

= 1 = Φ(0),

und es folgt Φ̂ = Φ .
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///

Satz 1.1 (Inversionssatz) Für µ ∈ M(Rn) mit µ̂ ∈ L1(Rn) gilt

µ = fLn,

wobei

f(x) =

∫

Rn

f̂(y) exp(2πi〈x, y〉) dy für x ∈ Rn. (1.9)

Beweis:
Für Φ aus Proposition 1.8 setzen wir Φε(x) := ε−nΦ(x/ε) und ν := (hεΦ)Ln für ε > 0 .
Aus den Propositionen 1.4, 1.7 und 1.8 erhalten wir, da Φ(x) = Φ(−x) ,

(Φε ∗ µ)(x) =
∫

Φε(x− y) dµ(y) =
∫

Φε(y) d(τ−xµ)(y) =

∫
ε−nΦ̂(y/ε) d(τ−xµ)(y) =

=

∫
τ̂−xµ(y)Φ(εy) dy =

∫
µ̂(y) exp(2πi〈x, y〉)Φ(εy) dy.

Da µ̂ ∈ L1(Rn) und 0 ≤ Φ ≤ 1 , erhalten wir

‖ Φε ∗ µ ‖L∞(Rn)≤‖ µ̂ ‖L1(Rn)<∞. (1.10)

Setzen wir

f(x) :=

∫

Rn

µ̂(y) exp(2πi〈x, y〉) dy für x ∈ Rn,

so erhalten wir weiter mit dem Satz von Lebesgue, da µ̂ ∈ L1(Rn),Φ ∈ C0(Rn) ∩
L∞(Rn),Φ(0) = 1 ,

(Φε ∗ µ)(x)→ Φ(0)

∫

Rn

µ̂(y) exp(2πi〈x, y〉) dy = f(x).

Zusammen mit (1.10) folgt
Φε ∗ µ→ f in L1

loc(R
n).

Dies ergibt für ϕ ∈ C0
0 (R

n)
∫
ϕf dLn ←

∫
ϕ(Φε ∗ µ) dLn =

∫ ∫
ϕ(x)Φε(x− y) dµ(y) dx =

=

∫ ∫
Φε(y − x)ϕ(x) dx dµ(y) =

∫
(Φε ∗ ϕ) dµ.

Da
∫
Φε =

∫
Φ = Φ̂(0) = Φ(0) = 1 und ϕ gleichmäßig stetig und beschränkt ist,

erhalten wir
Φε ∗ ϕ→ ϕ gleichmäßig auf Rn.

Zusammen ergibt sich
∫
ϕf dLn ←

∫
(Φε ∗ ϕ) dµ→

∫
ϕ dµ,

und, da ϕ ∈ C0
0 (R

n) beliebig war, folgt µ = fLn , also die Behauptung.
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///

Als Korollar erhalten wir sofort den Eindeutigkeitssatz.

Korollar 1.2 (Eindeutigkeitssatz) Für µ, ν ∈M(Rn) mit µ̂ = ν̂ gilt µ = ν .

Beweis:
Es gilt µ− ν ∈ M(Rn) und µ̂− ν = 0 ∈ L1(Rn) . Mit dem Inversionssatz, Satz 1.1, folgt
µ = ν .

///

Damit ist die Fourier-Transformation injektiv, aber nicht surjektiv.

Korollar 1.3 Die Fourier-Transformationen

F : L1(Rn)→ C0
∗ (R

n), F :M(Rn)→ C0
b (R

n)

sind injektiv mit dichten Bildern, genauer

F(L1(Rn)) ist dicht in C0
∗(R

n),

F(M(Rn)) ist schwach∗dicht in L∞(Rn),

aber nicht surjektiv.

Beweis:
Die Injektivität folgt sofort aus dem Eindeutigkeitssatz, Korollar 1.2. Mit der Dualität
der Fourier-Transformation, Proposition 1.7, folgt mit Standard-Funktionalanalysis, siehe
[Ru] Korollar zu Theorem 4.12, daß die Bilder entsprechend dicht liegen.

Da F(M(Rn)) ⊆ C0
b (R

n) 6= L∞(Rn) , ist F(M(Rn)) nicht schwach∗-abgeschlossen.
Damit sind F(L1(Rn)) und F(M(Rn)) nicht norm-abgeschlossen, siehe [Ru] Theorem
4.14, insbesondere

F(L1(Rn)) 6= C0
∗ (R

n), F(M(Rn)) 6= C0
b (R

n),

und F ist nicht surjektiv.

///

Günstiger liegen die Dinge, wenn die Fourier-Transformation auf S , dem Raum der stark-
abfallenden Funktionen, oder auf den Räumen L2(Rn) , siehe Satz von Plancherel Satz
1.5, betrachtet wird.

Definition 1.6 f ∈ C∞
loc(R

n) heißt stark-abfallende Funktion oder Schwartz-Funktion,
falls

sup
|γ|≤N

sup
x∈Rn

(1 + |x|2)N |∂γf(x)| <∞ ∀N ∈ N.

Den Raum der stark-abfallenden Funktionen bezeichnen wir mit S .

Bemerkung:

Klarerweise gilt C∞
0 (Rn) ⊆ S und Φ ∈ S , für die Hilfsfunktion aus Proposition 1.8.
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✷

Satz 1.4 Die Fourier-Transformation bildet S in sich ab, und

F : S → S

ist bijektiv mit F2f = f∗ und F4 = idS .
Für f ∈ S und ein Polynom P ∈ C[ξ1, . . . , ξn] gilt

P̂ (D)f = P (ξ)f̂ , P̂ (ξ)f = P (−D)f̂ . (1.11)

Beweis:
Für f ∈ S, P ∈ C[ξ1, . . . , ξn] gilt P (D)f, P (ξ)f ∈ L1(Rn) , und (1.11) folgt aus Propo-
sition 1.5. Insbesondere folgt

(1 + |ξ|2)NDγ f̂ = (−1)|γ|(1 + |ξ|2)N ξ̂γf = (−1)|γ|F
(
(1 + |D|2)N (ξγf)

)
∈ L∞(Rn)

mit Proposition 1.2, also f̂ ∈ S ⊆ L1(Rn) . Mit dem Inversionssatz, Satz 1.1, folgt nun
F2f = f∗,F4f = f∗∗ = f , und F : S → S ist bijektiv.

///

Satz 1.5 (Satz von Plancherel) Für f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) gilt f̂ ∈ L2(Rn) und

‖ f ‖L2(Rn)=‖ f̂ ‖L2(Rn) . (1.12)

Die Erweiterung der Fourier-Transformation

F : L2(Rn)→ L2(Rn), f 7→ f̂ ,

ist eine bijektive Hilbertraum-Isometrie. Insbesondere erhält F innere Produkte, d.h. für
f, g ∈ L2(Rn) gilt ∫

f ḡ dLn =

∫
f̂ ĝ dLn.

Beweis:
Mit Satz 1.4 und den Propositionen 1.4 und 1.7 gilt für f, g ∈ S

∫
f ḡ dLn =

∫
f∗ḡ∗ dLn =

∫
F2f ḡ∗ dLn =

∫
Ff F(ḡ∗) dLn =

∫
f̂ ĝ dLn,

insbesondere für f = g
‖ f ‖L2(Rn)=‖ f̂ ‖L2(Rn),

also (1.12) für f ∈ S .
Da S dicht in L2(Rn) ist, kann F eindeutig zu einer Hilbertraum-Isometrie von

L2(Rn) erweitert werden, die wir zuerst mit

F̃ : L2(Rn)→ L2(Rn)

bezeichnen. Als Isometrie ist F̃ injektiv. Da mit Satz 1.4 S = F(S) dicht liegt in
L2(Rn) , ist F̃ auch surjektiv.
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Für f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) existiert fj ∈ S , so daß fj → f simultan in
L1(Rn) und L2(Rn) . Mit Proposition 1.2 folgt

‖ f̂j − f̂ ‖C0
b (R

n)≤‖ fj − f ‖L1(Rn)→ 0 für j →∞

und mit (1.12) für fj − fk ∈ S

‖ f̂j − f̂k ‖L2(Rn)=‖ fj − fk ‖L2(Rn)→ 0 für j, k →∞.

Daraus folgt f̂j → f̂ in L2(Rn) und damit (1.12). Weiter folgt

f̂ ← f̂j = F̃fj → F̃f in L2(Rn),

und F̃ ist eine Erweiterung von F|(L1(Rn) ∩ L2(Rn)) , die wir daher auch mit F
bezeichnen.

///

Bemerkung:
Die Abbildung F : L2(Rn)→ L2(Rn) wird auch Plancherel-Transformation genannt.

✷

Zum Schluß dieses Paragraphen untersuchen wir Operatoren, die mit Translationen kom-
mutieren.

Proposition 1.9 Eine stetige, lineare Abbildung T : Lp(Rn) → Lq(Rn), 1 ≤ p < ∞, 1 ≤
q ≤ ∞ kommutiert genau dann mit Translationen, d.h.

τxT = Tτx ∀x ∈ Rn,

wenn
T (f ∗ µ) = (Tf) ∗ µ ∀f ∈ Lp(Rn), µ ∈ M(Rn). (1.13)

Für q = 1, 2 existiert eine meßbare Funktion m : Rn → C , so daß

T̂ f = mf̂ ∀f ∈ S (1.14)

Beweis:
Wir wählen eine Partition Rn =

∑∞
i=1B

ε
i mit Borelmengen Bε

i , diam Bε
i < ε, xεi ∈ Bε

i

und setzen

µε :=

∞∑

i=1

µ(Bε
i )δxε

i
.

Klarerweise gilt
∑∞

i=1 |µ(Bε
i )| ≤

∑∞
i=1 |µ|(Bε

i ) =‖ µ ‖<∞ . Für g ∈ Lr(Rn), 1 ≤ r ≤ ∞
sehen wir

g ∗ µε =
∞∑

i=1

µ(Bε
i )τxig in Lr(Rn),

also mit der Stetigkeit von T

T (f ∗ µε) = T

∞∑

i=1

µ(Bε
i )τxif =

∞∑

i=1

µ(Bε
i )τxiTf = (Tf) ∗ µε. (1.15)
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Weiter rechnen wir

(f ∗ µ)(x)− (f ∗ µε)(x) =
∞∑

i=1

∫

Bε
i

(f(x− y)− f(x− xi)) dµ(y), (1.16)

also

‖ f ∗ (µ − µε) ‖Lp(Rn)=
∥∥∥

∞∑

i=1

∫

Bε
i

(f(.− y)− f(.− xi)) dµ(y)
∥∥∥
Lp(Rn)

≤

≤
∞∑

i=1

∥∥∥
∫

Bε
i

(f(.− y)− f(.− xi)) dµ(y)
∥∥∥
Lp(Rn)

≤

≤
∞∑

i=1

(
|µ|(Bε

i )
p−1

∫

Bε
i

∫
|f(x− y)− f(x− xi)|p dx d|µ|(y)

)1/p
≤

≤
∞∑

i=1

|µ|(Bε
i ) sup

|h|<ε
‖ f(.+ h)− f ‖Lp(Rn)=‖ µ ‖ sup

|h|<ε
‖ f(.+ h)− f ‖Lp(Rn),

also
f ∗ µε → f ∗ µ in Lp(Rn).

Für q <∞ erhalten wir mit (1.15)

T (f ∗ µ)← T (f ∗ µε) = (Tf) ∗ µε → (Tf) ∗ µ, (1.17)

also (1.13).
Für q =∞ sehen wir

‖ τhTf − Tf ‖L∞(Rn)=‖ T (τhf − f) ‖L∞(Rn)≤‖ T ‖ ‖ f(.− h)− f ‖Lp(Rn) .

Für ϕ ∈ C0
0 (B1(0)) mit ϕ ≥ 0,

∫
ϕ = 1, ϕε(x) := ε−nϕ(x/ε) sehen wir

|(ϕε ∗ (Tf))(x)− (ϕε ∗ (Tf))(y)| ≤
∫
ϕε(z)|(Tf)(x− z)− (Tf)(y − z)| dz ≤

≤‖ T ‖ sup
|h|≤|x−y|

‖ f(.− h)− f ‖Lp(Rn),

und, da ϕε ∗ (Tf) → (Tf) in L1
loc(R

n) , folgt Tf ∈ C0
b (R

n) ist gleichmäßig stetig. Wie
in (1.16) sehen wir

|((Tf) ∗ µ)(x)− ((Tf) ∗ µε)(x)| ≤
∞∑

i=1

∫

Bε
i

|(Tf)(x− y)− (Tf)(x− xi)| d|µ|(y) ≤

≤‖ µ ‖ ‖ T ‖ sup
|h|≤ε

‖ f(.− h)− f ‖Lp(Rn),

also
(Tf) ∗ µε → (Tf) ∗ µ in C0

b (R
n),

und (1.13) folgt wie in (1.17).
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Für q = 1, 2 folgt daraus für f, g ∈ S

T̂ f ĝ = ̂(Tf) ∗ g = ̂T (f ∗ g) = f̂ ∗ Tg = f̂ T̂ g.

Wählen wir g mit ĝ 6= 0 auf Rn , z.B. g = Φ aus Proposition 1.8, so folgt (1.14) für

m := ĝ−1T̂ g (1.18)

mit der Stetigkeit von T .
Gilt umgekehrt (1.13), so sehen wir

τxTf = (Tf) ∗ δx = T (f ∗ δx) = Tτxf,

und T kommutiert mit Translationen.

///

Für p = q = 1 bzw. = 2 können wir die Aussagen verschärfen.

Proposition 1.10 Die stetigen, linearen Abbildungen T : L1(Rn) → L1(Rn) , die mit
Translationen kommutieren, d.h.

τxT = Tτx ∀x ∈ Rn,

sind gegeben durch
Tf = f ∗ µ ∀f ∈ L1(Rn)

für ein µ ∈ M(Rn) . In diesem Fall gilt

‖ T ‖=‖ µ ‖ .

Beweis:
Mit Proposition 1.9 (1.14) existiert meßbares m : Rn → C mit

T̂ f = mf̂ ∀f ∈ L1(Rn).

Aus (1.18) erhalten wir mit Proposition 1.3, daß T̂ g ∈ C0
b (R

n) , also ist m stetig.
Wir wählen g ∈ S mit ĝ(0) = 1 und setzen gλ(x) := λ−ng(x/λ) für λ > 0 . Es gilt

‖ Tgλ ‖L1(Rn)≤‖ T ‖ ‖ gλ ‖L1(Rn)=‖ T ‖ ‖ g ‖L1(Rn)<∞,

also konvergiert für eine Teilfolge λj → 0

Tgλj
→ µ schwach∗ in C0

∗ (R
n)∗.

Daraus folgt für ϕ ∈ C0
0(R

n) mit Proposition 1.7,

∫
ϕµ̂ dLn =

∫
ϕ̂ dµ←

∫
ϕ̂ T gλj

dLn =
∫
ϕ T̂gλj

dLn =

=
∫
ϕmĝλj

dLn →
∫
ϕm dLn,
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da ϕ̂ ∈ C0
∗ (R

n) nach dem Lemma von Riemann-Lebesgue, Lemma 1.6, m stetig ist und
mit Proposition 1.4

ĝλ(y) = ĝ(λy)→ ĝ(0) = 1.

Daraus folgt µ̂ = m und mit Proposition 1.3

T̂ f = mf̂ = µ̂f̂ = f̂ ∗ µ,

also mit dem Eindeutigkeitssatz, Korollar 1.2,

Tf = f ∗ µ ∀f ∈ L1(Rn).

Proposition 1.2 ergibt
‖ T ‖≤‖ µ ‖ .

Für einen Faltungskern ψ ∈ C0
0 (B1(0)), ψ ≥ 0,

∫
Rn ψ = 1, ψε(x) := ε−nψ(x/ε) und

ϕ ∈ C0
0 (R

n) gilt

∫
ϕ dµ←

∫
ψ∗
ε ∗ ϕ dµ =

∫ ∫
ϕ(x)ψε(x− y) dµ(y) dx =

∫
ϕ(ψε ∗ µ) dLn =

=
∫
ϕ Tψε dLn ≤‖ T ‖ ‖ ϕ ‖L∞(Rn) .

Bilden wir das Supremum über alle ϕ ∈ C0
0(R

n) mit |ϕ| ≤ 1 , so folgt

‖ µ ‖≤‖ T ‖ .

Umgekehrt ist T : L1(Rn)→ L1(Rn) stetig, linear und erfüllt Tf := f ∗ µ , so gilt

τxTf = τx(f ∗ µ) = (τxf) ∗ µ = Tτxf,

also kommutiert T mit Translationen.

///

Proposition 1.11 Eine stetige, lineare Abbildung T : L2(Rn) → L2(Rn) kommutiert
genau dann mit Translationen, d.h.

τxT = Tτx ∀x ∈ Rn,

wenn m ∈ L∞(Rn) existiert mit

T̂ f = mf̂ ∀f ∈ L2(Rn).

In diesem Fall gilt
‖ T ‖=‖ m ‖L∞(Rn) .

Weiter kommutiert T genau dann mit Homothetien, d.h.

hλT = Thλ ∀λ > 0,

wenn m homogen vom Grad 0 ist.
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Beweis:
Mit Proposition 1.9 (1.14) existiert meßbares m : Rn → C mit

T̂ f = mf̂ ∀f ∈ L2(Rn).

Mit dem Satz von Plancherel, Satz 1.5, folgt

‖ T ‖= sup
‖f‖L2(Rn)=1

‖ mf ‖L2(Rn) .

Daraus folgt m ∈ L∞(Rn) , und

‖ T ‖=‖ m ‖L∞(Rn) .

Umgekehrt definiert jedes m ∈ L∞(Rn) mit dem Satz von Plancherel eine stetige, lineare
Abbildung T : L2(Rn)→ L2(Rn) durch

T̂ f = mf̂ ∀f ∈ L2(Rn).

Mit Proposition 1.4 folgt

T̂ τxf = mτ̂xf = me−xf̂ = e−xT̂ f = τ̂xTf ∀f ∈ L2(Rn),

und der Eindeutigkeit im Satz von Plancherel

Tτxf = τxTf,

also kommutiert T mit Translationen.
Schließlich sehen wir mit Proposition 1.4

̂hλ−1(Tf) = λnhλ(T̂ f) = λnhλ(mf̂) = hλ(m) ĥλ−1f

und
T̂ hλ−1f = mĥλ−1f.

Also kommutiert T genau dann mit Homothetien, wenn

hλm = m ∀λ > 0,

d.h. wenn m homogen vom Grad 0 ist.

///
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2 Überdeckungs-, Zerlegungs- und Interpolationssätze

Überdeckungsargumente haben in der Analysis bzw. Harmonischen Analysis eine große
Bedeutung. Für unsere Anwendungen wird folgender einfacher Überdeckungssatz von Vi-
tali ausreichen.

Satz 2.1 (Überdeckungssatz von Vitali) Es sei F eine Familie von abgeschlossenen,
nicht degenerierten Bällen in Rn mit

sup{diam B | B ∈ F} <∞.

Dann existiert eine paarweise disjunkte Unterfamilie G ⊆ F mit

⋃

B∈F
B ⊆

⋃

B′∈G
B̂′,

wobei B̂′ der offene Ball mit gleichem Zentrum und 5−fachem Radius wie B′ ist. Insbe-
sondere gilt

Ln(
⋃

B∈F
B) ≤ 5nLn(

⋃

B′∈G
B′). (2.1)

Genauer existiert zu jedem B ∈ F ein B′ ∈ G mit

B ∩B′ 6= ∅ und B ⊆ B̂′.

Beweis:
Es sei D := sup{diam B | B ∈ F}, und wir setzen

Fj := {B ∈ F | 2−jD < diam B ≤ 2−j+1D}

für j = 1, 2, . . . Klarerweiese gilt F =
∑∞

j=1Fj .
Nun wählen wir sukzessive Teilfamilien Gj ⊆ Fj wie folgt:

1. G1 ⊆ F1 ist eine maximale paarweise disjunkte Teilfamilie von F1.

2. Nun seien G1, . . . ,Gj−1, j ≥ 2, bereits gewählt und Gj ⊆ Fj sei eine maximale paar-
weise disjunkte Teilfamilie von

F ′
j := {B ∈ Fj | ∀ B′ ∈

j−1⋃

l=1

Gl : B ∩B′ = ∅}.

Nun setzen wir

G :=
∞⋃

j=1

Gj ⊆ F .

Trivialerweise ist G eine paarweise disjunkte Teilfamilie von F . Nun sei B ∈ F , also B ∈ Fj

für ein j ∈ N. Wegen der Maximalität der Gj existiert B′ ∈ ⋃j
l=1 Gl mit

B ∩B′ 6= ∅. (2.2)
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Insbesondere gilt diam B ≤ 2−j+1D und 2−jD < diam B′, also

diam B < 2 · diam B′. (2.3)

Schreiben wir B′ = B̺(x) mit x ∈ Rn, ̺ > 0, so gilt per Definition B̂′ = B5̺(x). Daraus
folgt diam B′ = 2̺ und mit (2.3)

diam B < 4̺. (2.4)

Nun sei z ∈ B ∩B′ gemäß (2.2). Es gilt

|x− z| ≤ ̺

und
∀ y ∈ B : |z − y| ≤ diam B < 4̺

mit (2.3). Daraus folgt für y ∈ B, dass

|x− y| ≤ |x− z|+ |z − y| < 5̺

also y ∈ B̂′ und
B ⊆ B̂′.

Dies ergibt ⋃

B∈F
B ⊆

⋃

B′∈G
B̂′.

Da Ln(B̂) = 5nLn(B) und G paarweise disjunkt ist, folgt (2.5), und der Satz ist bewiesen.

///

Die folgende Calderon-Zygmund-Zerlegung wird bei der Abschätzung singulärer Integrale
in den nächsten Paragraphen eine entscheidende Rolle spielen.

Satz 2.2 (Calderon-Zygmund-Zerlegung) Es sei f ∈ L1(Rn) und t > 0 . Dann exi-
stiert eine Zerlegung Rn = F +Ω mit

|f | ≤ t Ln − fast überall in F, (2.5)

und Ω = ∪∞k=1Qk ist eine Vereinigung von abgeschlossenen Würfeln mit paarweise dis-
junktem Inneren mit

t < −
∫

Qk

|f | dLn ≤ 2nt ∀k ∈ N. (2.6)

Insbesondere gilt
Ln(Ω) ≤ t−1 ‖ f ‖L1(Rn) . (2.7)

Beweis:
Wir schreiben Rn als Vereinigung abgeschlossener Würfel gleicher Seitenlänge und mit
paarweise disjunktem Inneren. Dabei wählen wir die Seitenlänge so groß, daß für jeden
dieser Würfel Q

−
∫

Q

|f | dLn ≤ t

19



gilt.
Nun führen wir eine Calderon-Zygmund-Zerlegung für diese Würfel durch, d.h. wir

halbieren die Seiten von Q und zerlegen Q in 2n kongruente Unterwürfel Q′ .
Diejenigen Q′ , die

−
∫

Q′

|f | dLn ≤ t

erfüllen, werden weiter unterteilt. Die restlichen Würfel, die

−
∫

Q′

|f | dLn > t

erfüllen, fassen wir sukzessiv in eine Familie {Qk}k∈N von Unterwürfeln zusammen, deren
Inneres paarweise disjunkt ist. Wir setzen Ω := ∪∞k=1Qk und F := Rn − Ω .

Jedes Qk ist in einem eindeutigen Vorgängerwürfel Q̃k doppelter Seitenlänge ent-
halten, der

−
∫

Q̃k

|f | dLn ≤ t

erfüllt. Da Ln(Q̃k) = 2nLn(Qk) folgt

t < −
∫

Qk

|f | dLn ≤ 2nt,

also (2.6), und (2.7) folgt daraus sofort.
Für jedes x ∈ F = Rn − ∪∞k=1Qk existiert eine Folge Qx,k von Unterwürfeln mit

beliebig kleiner Seitenlänge und

−
∫

Qx,k

|f | dLn ≤ t.

Da fast alle x Lebesguepunkte von f sind, folgt (2.5), und das Lemma ist bewiesen.

///

Korollar 2.3 Es sei f ∈ L1(Rn) und t > 0 . Dann existiert eine Zerlegung f = g + b
und eine Folge von abgeschlossenen Würfeln Qk mit paarweise disjunktem Inneren

|g| ≤ 2nt Ln − fast überall, (2.8)

b = 0 in Rn − ∪∞k=1Qk,

−
∫

Qk

|b| dLn ≤ 2n+1t,
∫
Qk

b = 0 ∀k ∈ N, (2.9)

‖ g ‖L1(Rn), ‖ b ‖L1(Rn)≤ 2 ‖ f ‖L1(Rn) (2.10)

∞∑

k=1

Ln(Qk) ≤ t−1 ‖ f ‖L1(Rn) . (2.11)
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Beweis:
Mit der Notation aus Satz 2.2 setzen wir

g(x) :=





f(x) für x ∈ F

−
∫

Qk

f für x ∈ Qk, k ∈ N,

und b := f − g .
Damit folgt sofort b = 0 in F und

∫
Qk
b = 0 . Mit (2.5) folgt

|g| ≤ t fast überall in F,

und mit (2.6)
|g| ≤ 2nt in ∪∞k=1 Qk,

also (2.8).
Weiter gilt ∫

Qk

|g| = |
∫

Qk

f | ≤
∫

Qk

|f |,

also

−
∫

Qk

|b| ≤ 2−
∫

Qk

|f | ≤ 2n+1t

und
‖ g ‖L1(Rn), ‖ b ‖L1(Rn)≤ 2 ‖ f ‖L1(Rn) .

Damit sind (2.9) und (2.10) bewiesen.
Schließlich folgt (2.11) aus (2.7), da Qk paarweise disjunktes Inneres haben.

///

Eine andere Art der Zerlegung gibt folgendes Lemma.

Lemma 2.1 (Whitney-Zerlegung) Jede offene Ω ⊆ Rn, 6= Rn, kann als Vereinigung
von abgeschlossenen Würfeln Qk mit paarweise disjunktem Inneren dargestellt werden,
deren Durchmesser proportional ihrem Abstand zum Komplement F := Rn − Ω ist,
genauer

diam Qk ≤ d(Qk, F ) ≤ 4 diam Qk ∀k ∈ N. (2.12)

Beweis:
Mit Q0 bezeichnen wir alle abgeschlossene Würfel der Seitenlänge 1 mit ganzzahligen
Eckpunkten, und Ql := 2−lQ0 sind die Würfel der Seitenlänge 2−l mit Eckpunkten in
(2−lZ)n . Der Durchmesser der Wüfrel in Ql beträgt

√
n2−l .

Wir zerlegen Ω = ∪∞l=−∞Ωl mit Ωl := {x ∈ Ω | √n2−l+1 < d(x, F ) ≤ √n2−l+2 }
und setzen

F0 :=
⋃

l∈Z
{Q ∈ Ql | Q ∩ Ωl 6= ∅ }.

Für Q ∈ F0 , z.B. Q ∈ Ql und x ∈ Q ∩ Ωl , gilt

d(Q,F ) ≤ d(x, F ) ≤ √n2−l+2 = 4 diam Q,
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und
d(Q,F ) ≥ d(x, F ) − diam Q ≥ √n2−l+1 −√n2−l = diam Q.

Damit gilt (2.12) für alle Q ∈ F0 , insbesondere Q ⊆ Ω . Dies ergibt

Ω =
⋃

Q∈F0

Q.

Schließlich sei F die Familie der maximalen Würfel von F0 , d.h. aller Q ∈ F0 mit
Q′ ∈ F0, Q ⊆ Q′ ⇒ Q = Q′ . Für x ∈ Q ∈ F0 sehen wir mit (2.12)

diam Q ≤ d(Q,F ) ≤ d(x, F ) <∞,

da F 6= ∅ , also liegt jedes x ∈ Ω in mindestens einem Würfel mit maximaler Seitenlänge.
Damit überdeckt F nach wie vor Ω .

Da andererseits zwei beliebige Würfel aus ∪lQl mit gemeinsamen Inneren in einander
enthalten sind, folgt, daß die maximalen Würfel paarweise disjunktes Inneres haben.

///

Es wird nützlich sein Funktionen zu betrachten, die nicht in L1 liegen, aber die Konklusion
der Tschebychef-Ungleichung erfüllen.

Definition 2.1 Eine meßbare Funktion f heißt schwach in L1(Rn) , falls für ein M <
∞

Ln(|f | > t) ≤Mt−1 ∀t > 0.

In diesem Fall setzen wir

|f |L1
w(Rn) := sup

t>0
t Ln(|f | > t).

Eine Abbildung T von Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞ , in den Raum der Ln−meßbaren Funktionen
heißt vom schwachen Typ (p, q) für 1 ≤ q <∞ , falls für ein M <∞

Ln(|Tf | > t) ≤
(
Mt−1 ‖ f ‖Lp(Rn)

)q
∀t > 0. (2.13)

T heißt vom schwachen Typ (p,∞) bzw. vom starken Typ (p, q), 1 ≤ q ≤ ∞ , falls für
ein M <∞

‖ Tf ‖Lq(Rn)≤M ‖ f ‖Lp(Rn),

insbesondere ist T : Lp(Rn)→ Lq(Rn) stetig bei 0 .

✷

Proposition 2.2 (Ungleichung von Kolmogorov) Für f schwach in L1(Rn) gilt
für alle 0 < p < 1 und meßbaren A ⊆ Rn

∫

A

|f |p dLn ≤ (1− p)−1|f |p
L1
w(Rn)

Ln(A)1−p. (2.14)
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Gilt umgekehrt für eine meßbare Funktion f, 0 < p < 1, 0 < Λ < ∞ und alle meßbaren
A ⊆ Rn ∫

A

|f |p dLn ≤ (1− p)−1ΛpLn(A)1−p,

so ist f schwach in L1(Rn) und

|f |L1
w(Rn) ≤ (1− p)−1/pΛ.

Beweis:
Es gilt

∫

A

|f |p dLn ≤ p
∞∫

0

tp−1Ln(A ∩ [|f | > t]) dt ≤

≤ p
∞∫

0

tp−1min(Ln(A), |f |L1
w(Rn)t

−1) dt ≤

≤ pLn(A)
M∫

0

tp−1 dt+ p|f |L1
w(Rn)

∞∫

M

tp−2 dt =

= Ln(A)Mp +
p

1− p |f |L1
w(Rn)M

p−1 ≤ (1− p)−1|f |p
L1
w(Rn)

Ln(A)1−p.

wenn M → |f |L1
w(Rn)/Ln(A) , also (2.14).

Umgekehrt sehen wir für A := [|f | > t] ∩BR(0)

Ln(A) ≤ t−p

∫

A

|f |p dLn ≤ t−p(1− p)−1ΛpLn(A)1−p,

und, da Ln(A) <∞ ,
Ln(A) ≤ (1− p)−1/pΛt−1,

also
|f |L1

w(Rn) ≤ (1− p)−1/pΛ.

///

Der folgende Interpolationssatz von Marcinkiewicz schließt vom schwachen Typ an den
Randpunkten des Intervals auf starken Typ im Inneren.

Satz 2.4 (Interpolationssatz von Marcinkiewicz) Es sei T eine Abbildung von
Lq(Rn) + Lp(Rn), 1 ≤ q < p ≤ ∞ , in den Raum der Ln−meßbaren Funktionen, die
subadditiv ist , d.h.

|T (f1 + f2)| ≤ |Tf1|+ |Tf2|,
und vom schwachen Typ (q, q) und (p, p) mit Konstanten Mq bzw. Mp in (2.13).

Dann ist T vom starken Typ (r, r) für q < r < p , und es gilt

‖ Tf ‖Lr(Rn)≤ C(p, q, r)M1−α
q Mα

p ‖ f ‖Lr(Rn) (2.15)

mit r−1 = (1− α)q−1 + αp−1 für alle f ∈ Lr(Rn) ⊆ Lq(Rn) + Lp(Rn) .
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Beweis:
Es sei o.B.d.A. Mq,Mp > 0 . Für f ∈ Lr(Rn) ⊆ Lq(Rn) + Lp(Rn) und s > 0 zerlegen
wir

f = f1 + f2,

wobei
f1 := f · χ[|f |>s], f2 := f · χ[|f |≤s].

Es gilt
|Tf | ≤ |Tf1|+ |Tf2|,

also für p <∞

Ln(|Tf | > t) ≤ Ln(|Tf1| >
t

2
) + Ln(|Tf2| >

t

2
) ≤

≤
(2Mq ‖ f1 ‖Lq(Rn)

t

)q
+

(2Mp ‖ f2 ‖Lp(Rn)

t

)p
.

Für s = t/A,A > 0 unten gewählt, folgt

∫

Rn

|Tf |r = r

∞∫

0

tr−1Ln(|Tf | > t) dt ≤

≤ r(2Mq)
q

∞∫

0

tr−1−q
( ∫

[|f |>t/A]

|f |q
)
dt+ r(2Mp)

p

∞∫

0

tr−1−p
( ∫

[|f |≤t/A]

|f |p
)
dt

= r(2Mq)
qAr−q

∞∫

0

τ r−1−q
( ∫

[|f |>τ ]

|f |q
)
dτ + r(2Mp)

pAr−p

∞∫

0

τ r−1−p
( ∫

[|f |≤τ ]

|f |p
)
dτ.

Da
∞∫

0

τ r−1−q
( ∫

[|f |>τ ]

|f |q
)
dτ =

∫

Rn

|f |q
|f |∫

0

τ r−1−q dτ =
1

r − q

∫

Rn

|f |r

und ∞∫

0

τ r−1−p
( ∫

[|f |≤τ ]

|f |p
)
dτ =

∫

Rn

|f |p
∞∫

|f |

τ r−1−p dτ =
1

p− r

∫

Rn

|f |r,

folgt ∫

Rn

|Tf |r ≤
[ r

r − q (2Mq)
qAr−q +

r

p− r (2Mp)
pAr−p

] ∫

Rn

|f |r. (2.16)

Ist p =∞ , so gilt |Tf2| ≤M∞s , und für s = t/(2M∞) erhalten wir

Ln(|Tf | > t) ≤
(2Mq ‖ f1 ‖Lq(Rn)

t

)q
.

Für p <∞ wählen wir

A = 2M
− q

p−q
q M

p
p−q
p ,
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während für p =∞ und A = 2M∞ der zweite Term in (2.16) wegfällt. In beiden Fällen
erhalten wir

‖ Tf ‖Lr(Rn)≤ 2(
r

r − q +
r

p− r )
1
rM1−α

q Mα
p ‖ f ‖Lr(Rn),

und (2.15) folgt mit

C(p, q, r) = 2(
r

r − q +
r

p− r )
1/r.

///

Kombinieren wir den Überdeckungssatz von Vitali und den Interpolationssatz von Mar-
cinkiewicz, so erhalten wir folgendes fundamentale Resultat über die Maximalfunktion,
die wie folgt definiert ist.

Definition 2.2 Für f ∈ L1
loc(R

n) ist die Maximalfunktion Mf definiert durch

Mf(x) := sup
̺>0
−
∫

B̺(x)

|f | dLn.

✷

Satz 2.5 M ist vom schwachen Typ (1, 1) und vom starken Typ (p, p) für 1 < p ≤ ∞ ,
genauer

Ln(Mf > t) ≤ Cnt
−1 ‖ f ‖L1(Rn) für f ∈ L1(Rn), t > 0,

und
‖Mf ‖Lp(Rn)≤ Cn,p ‖ f ‖Lp(Rn) für f ∈ Lp(Rn), 1 < p ≤ ∞.

Insbesondere ist die Maximalfunktion Mf fast überall endlich bezüglich Ln für f ∈
Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞ .

Beweis:
Die Maximalfunktion ist unterhalbstetig, also meßbar. Wir betrachten

F = {B̺(x) | t < −
∫

B̺(x)

|f | dLn }

und sehen [Mf > t] ⊆ ⋃F . Für B̺(x) ∈ F gilt

ωn̺
n = Ln(B̺(x)) ≤ t−1 ‖ f ‖L1(Rn)<∞.

Daher sind die Radien von F beschränkt, und mit dem Überdeckungssatz von Vitali,
Satz 2.1, gibt es eine paarweise disjunkte Teilfamilie G ⊆ F mit

t Ln(Mf > t) ≤ tLn(
⋃
F) ≤ 5n

∑

B∈G
t Ln(B) ≤

≤ 5n
∑

B∈G

∫

B
|f | dLn ≤ 5n ‖ f ‖L1(Rn),

da G paarweise disjunkt ist. Damit ist M vom schwachen Typ (1, 1) . Da trivialerweise

|Mf | ≤‖ f ‖L∞(Rn)

für f ∈ L∞(Rn) , ist M auch vom Typ (∞,∞) . Mit dem Interpolationssatz von
Marcinkiewicz ist M vom starken Typ (p, p) für 1 < p <∞ , und der Satz ist bewiesen.

25



///

Bemerkung:

Betrachten wir g := fχ[|f |>t/2] für f ∈ L1(Rn) , so sehen wir |f | ≤ t/2 + g und

[Mf > t] ⊆ [Mg > t/2].

Daraus folgt mit obigem Satz

Ln(Mf > t) ≤ Cnt
−1

∫

|f |>t/2

|f | dLn. (2.17)

✷

Abschließend beweisen wir ein nützliches Resultat zur Approximationen der Identität.

Lemma 2.3 Es sei ϕ ∈ L1(Rn), ϕε(x) := ε−nϕ(x/ε) , und die monoton nicht-wachsende,
radiale Majorante, definiert durch

ψ(x) := sup
|y|≥|x|

|ϕ(y)|,

sei integrierbar mit ∫

Rn

ψ dLn = Λ <∞.

Dann gilt für f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞ ,

sup
ε>0
|(f ∗ ϕε)(x)| ≤ Λ(Mf)(x) für Mf(x) <∞, (2.18)

insbesondere ist (f ∗ ϕε)(x) für (Mf)(x) <∞ wohldefiniert, und, falls
∫
ϕ dLn = 1 ,

f ∗ ϕε → f punktweise Ln − fast überall in Rn.

Ist f ∈ C0
b (R

n) , so ist diese Konvergenz gleichmäßig auf kompakten Teilmengen.

Beweis:
Die Urbilder unter ψ von Intervallen sind Differenzen von Bällen, und somit ist ψ
meßbar.

Zum Beweis von (2.18) genügt es

(f ∗ ψε)(x) ≤ Λ(Mf)(x) ∀x ∈ Rn

für f ≥ 0, f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞, ε > 0 zu zeigen. Da diese Abschätzung translations-
und homothetie-invariant ist, genügt es

(f ∗ ψ)(0) ≤ Λ(Mf)(0) (2.19)

für (Mf)(0) <∞ zu zeigen.
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Da ψ radial ist, schreiben wir im folgenden abkürzend ψ(r) = ψ(x) für r = |x| . Da
ψ monoton nicht-wachsend und integrierbar ist, gilt ψ(r) → inf ψ = 0 für r →∞ , und
weiter existiert für 0 < t < limrց0 ψ(r) =: Γ ein 0 < rt <∞ mit

[0, rt[⊆ {r ∈ [0,∞[ | ψ(r) > t } ⊆ [0, rt],

also
Brt(0) ⊆ [ψ > t] ⊆ Brt(0).

Dies ergibt

(f ∗ ψ)(0) =
∫

Rn

f(x)ψ(x) dx =

Γ∫

0

(fLn)(ψ > t) dt =

=

Γ∫

0

∫

Brt (0)

f dLn dt ≤
Γ∫

0

(Mf)(0)Ln(Brt(0)) dt =

= (Mf)(0)

Γ∫

0

Ln(ψ > t) dt = Λ(Mf)(0),

also (2.19).
Ist

∫
ϕ = 1 , so gilt

(f ∗ ϕε)(x) − f(x) =
∫

Rn

ϕε(y)(f(x− y)− f(x)) dy.

Für f stetig und beschränkt folgt

|(f ∗ ϕε)(x) − f(x)| ≤ Λ sup
|x−y|≤δ

|f(y)− f(x)|+ 2 sup
Rn
|f |

∫

|y|≥δ

|ϕε(y)| dy.

Für τ > 0, R <∞, wählen wir zuerst δ mit

Λ sup
x∈Bn

R(0)
sup

|x−y|≤δ
|f(y)− f(x)| < τ,

dann ε0 > 0 so, daß für 0 < ε ≤ ε0
∫

|y|≥δ

|ϕε(y)| dy =

∫

|y|≥δ/ε

|ϕ(y)| dy < τ.

Dies ergibt
‖ (f ∗ ϕε)− f ‖L∞(Bn

R(0))≤ (1 + 2 sup
Rn
|f |)τ,

und f ∗ ϕε → f gleichmäßig auf Bn
R(0) .

Für f ∈ Lp(Rn) setzen wir

(Nf)(x) := lim sup
ε→0

|(f ∗ ϕε)(x) − f(x)|.
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Nach dem eben Bewiesenen gilt Ng = 0 für g ∈ C0
0 (R

n) , also mit (2.18)

Nf ≤ N(f − g) ≤ (Λ + 1)M(f − g) fast überall bezüglich Ln.

Für 1 ≤ p < ∞ wählen wir gm ∈ C0
0 (R

n), gm → f in Lp(Rn) , und sehen mit Satz 2.5
Nf = 0 Ln−fast überall.

Für f ∈ L∞(Rn) ist fχBn
2̺(x0) ∈ L1(Rn) , also N(fχBn

2̺(x0)) = 0 Ln−fast überall

nach dem eben Bewiesenen. Weiter gilt für x ∈ Bn
̺ (x0)

∣∣∣
(
(f(1− χBn

2̺(x0))) ∗ ϕε

)
(x)

∣∣∣ ≤
∫

Rn−Bn
̺ (0)

|ϕε(y)f(x− y)| dy ≤

≤‖ f ‖L∞(Rn)

∫
|y|≥̺/ε

|ϕ| dLn → 0,

und Nf = 0 Ln−fast überall.

///
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Teil II

Singuläre Integrale

3 Singuläre Integrale mit allgemeinen Kernen

Mit Proposition 1.2 sind Faltungsoperatoren

(Kf)(x) :=

∫

Rn

K(x− y)f(y) dy

für Kerne K ∈ L1(Rn) stetige, translationsinvariante Endomorphismen auf Lp(Rn), 1 ≤
p ≤ ∞. In den Propositionen 1.10 und 1.11 wurden die stetigen, translationsinvarianten
Endomorphismen auf L1(Rn) und L2(Rn) in den Fourierdaten charakterisiert. Für
Lp(Rn), p 6= 1, 2, ist eine solche Charakterisierung bislang nicht vorhanden.

In diesem Paragraphen betrachten wir Faltungsoperatoren mit K 6∈ L1(Rn) und mit
einer Punktsingularität im Ursprung. Solche Integralkerne treten z.B. bei Integraldarstel-
lungen von Lösungen partieller Differtialgleichungen auf. In diesem Fall sind die Faltungs-
bzw. Lösungsoperatoren nicht nur translationsinvariant, sondern auch invariant gegenüber
Homothetien. Daher sind solche Kerne homogen von Grade −n. Wir betrachten diese
Kerne genauer im nächsten Paragraphen.

Das nächste Lemma gibt das Hauptargument unserer Abschätzungen singulärer Inte-
grale wieder. Die etwas technischen Bedingungen werden im Laufe des Paragraphen durch
einfacher zu verifizierende Bedingungen ersetzt.

Lemma 3.1 Es sei K ∈ L1(Rn) ∪ L2(Rn), 0 < Λ <∞, mit

‖ K̂ ‖L∞(Rn)≤ Λ, (3.1)∫
|x|≥2|y|

|K(x− y)−K(x)| dx ≤ Λ. (3.2)

Setzen wir für f ∈ L1(Rn)

(Kf)(x) :=

∫

Rn

K(x− y)f(y) dy,

so ist K vom schwachen Typ (1, 1) , genauer

Ln(|Kf | > t) ≤ CnΛ ‖ f ‖L1(Rn) t
−1 ∀ t > 0, (3.3)

und erweitert zum starken Typ (p, p) für 1 < p <∞, genauer

‖ Kf ‖Lp(Rn)≤ Cn,p Λ ‖ f ‖Lp(Rn) . (3.4)

Bemerkung:

(3.2) ist z.B. erfüllt, wenn K ∈ C1
loc(R

n − {0}) und

|∇K(x)| ≤ Λ|x|−n−1, (3.5)

wobei Λ durch CnΛ ersetzt werden muß.
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✷

Beweis:
Zuerst zeigen wir, daß K vom starken Typ (2, 2) mit der Abschätzung (3.4) für p = 2
ist. Für f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) gilt mit (1.7)

K̂f = K̂f̂ ,

und mit dem Satz von Plancherel, Satz 1.5, und (3.1) gilt

‖ Kf ‖L2(Rn)=‖ K̂f ‖L2(Rn)≤ Λ ‖ f̂ ‖L2(Rn)= Λ ‖ f ‖L2(Rn) . (3.6)

//

Nun zeigen wir, daß K vom schwachen Typ (1, 1) mit der Abschätzung (3.3) ist. Dazu
betrachten wir eine Calderon-Zygmund-Zerlegung f = g+b mit abgeschlossenen Würfeln
Qk mit paarweise disjunktem Inneren wie im Korollar 2.3. Da Kf = Kg +Kb, gilt

Ln(|Kf | > t) ≤ Ln(|Kg| > t/2) + Ln(|Kb| > t/2). (3.7)

Mit (2.8) und (2.10) ist g ∈ L1(Rn) ∩ L∞(Rn), insbesondere g ∈ L2(Rn), und es gilt

‖ g ‖2L2(Rn)≤‖ g ‖L1(Rn)‖ g ‖L∞(Rn)≤ Cnt ‖ f ‖L1(Rn) .

Mit der Tschebychef-Ungleichung und (3.6) folgt

Ln(|Kg| > t/2) ≤ 4t−2 ‖ Kg ‖2L2(Rn)≤ 4Λ2t−2 ‖ g ‖2L2(Rn)≤ CnΛ
2t−1 ‖ f ‖L1(Rn) . (3.8)

Zur Abschätzung von Kb setzen wir bk := b · χQk
, b =

∞∑
k=1

bk und schreiben

Qk = xk + [−̺k, ̺k]n k ∈ N.

Mit (2.9) gilt für x 6∈ Qk

Kbk(x) =

∫

Qk

K(x− y) b(y) dy =

∫

Qk

(
K(x− y)−K(x− xk)

)
b(y) dy.

Für y ∈ Qk = xk + [̺k, ̺k]
n und x 6∈ Bn

2
√
n̺k

(xk) gilt

|y − xk| ≤
√
n ̺k ≤

1

2
|x− xk|.

Daher folgt mit (3.2)

∫

Rn−Bn
2
√

n̺k
(xk)

|Kbk| dLn ≤
∫

Qk

( ∫

|x−xk|≥2|y−xk|

|K(x− y)−K(x− xk)| dx

)
|b(y)| dy ≤

≤ Λ

∫

Qk

|b| dLn ≤ CnΛtLn(Qk),
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wobei wir (2.9) verwendet haben. Setzen wir

Ω∗ := ∪∞k=1 B2
√
n̺k

(xk),

so sehen wir mit (2.11)

∫

Rn−Ω∗

|Kb| ≤
∞∑

k=1

∫

Rn−Bn
2
√

n̺k
(xk)

|Kbk| ≤ CnΛt
∞∑

k=1

Ln(Qk) ≤ CnΛ ‖ f ‖L1(Rn) . (3.9)

Wieder mit (2.11) sehen wir

Ln(Ω∗) ≤
∞∑

k=1

Ln(B2
√
n̺k

(xk)) ≤ Cn

∞∑

k=1

̺nk ≤ Cn

∞∑

k=1

Ln(Qk) ≤ Cnt
−1 ‖ f ‖L1(Rn) .

Zusammen mit (3.9) erhalten wir

Ln(|Kb| > t/2) ≤ Ln(Ω∗) + 2t−1 ‖ Kb ‖L1(Rn−Ω∗)≤ Cn(1 + Λ)t−1 ‖ f ‖L1(Rn) .

Zusammen mit (3.8) und (3.9) erhalten wir

Ln(|Kf | > t) ≤ Cn(1 + Λ2)t−1 ‖ f ‖L1(Rn) für t > 0.

Da K linear in K ist, folgt (3.3).
Aus (3.3) und (3.6) folgt mit dem Interpolationssatz von Marcinkiewicz, Satz 2.4, daß

K vom starken Typ (p, p) mit der Abschätzung (3.4) für 1 < p < 2 ist.
Für p > 2 beweisen wir dies mit Dualität. Für f, g ∈ C∞

0 (Rn), 2 < p < ∞, p′ =
p/(p − 1), gilt mit K∗(x) := K(−x)

∣∣∣
∫
Rn

Kf g dLn
∣∣∣ =

∣∣∣
∫
Rn

∫
Rn

K(x− y)f(x)g(y) dy dx
∣∣∣ =

=
∣∣∣
∫
Rn

fK∗g dLn
∣∣∣ ≤‖ f ‖Lp(Rn) ‖ K∗g ‖Lp′(Rn) .

Mit Proposition 1.4 erfüllt K∗ (3.1), (3.2) für gleiches Λ. Nach dem oben Bewiesenen
gilt

‖ K∗g ‖Lp′ (Rn)≤ Cn,p′Λ ‖ g ‖Lp′ (Rn),

also ∣∣∣∣
∫

Rn

Kf g dLn
∣∣∣∣ ≤ Cn,p′Λ ‖ f ‖Lp(Rn)‖ g ‖Lp′ (Rn)

und mit Dualität
‖ Kf ‖Lp(Rn)≤ Cn,pΛ ‖ f ‖Lp(Rn) .

///

Die Bedingung (3.1) aus Lemma 3.1 kann mit folgendem Lemma verifiziert werden.
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Lemma 3.2 Es sei K ∈ L1
loc(R

n − {0}), 0 < Λ <∞ , mit
∫

BR(0)

|x| |K(x)| dx ≤ ΛR ∀R > 0, (3.10)

∫
|x|≥2|y|

|K(x− y)−K(x)| dx ≤ Λ, (3.11)

∣∣∣∣
∫

BR(0)−B̺(0)

K dLn
∣∣∣∣ ≤ Λ ∀ 0 < ̺ < R <∞. (3.12)

Für f ∈ L1(Rn) ∪ L2(Rn) gilt

‖ K̂ ‖L∞(Rn)≤ CnΛ. (3.13)

Weiter erfüllen für K ∈ L1
loc(R

n − {0}) die abgeschnittenen Kerne Kε := KχRn−Bε(0)

∫

|x|≥2|y|

|Kε(x− y)−Kε(x)| dx ≤ CΛ. (3.14)

Bemerkung:

(3.10) ist z.B. erfüllt, wenn
|K(x)| ≤ Λ|x|−n, (3.15)

wobei Λ durch CnΛ ersetzt werden muß.

✷

Beweis:
Wir sehen für eine Teilfolge Rj →∞ und für Ln − fast alle y ∈ Rn

K̂(y) = lim
j→∞

∫

Bn
Rj

(0)

K(x) exp(−2πi〈x, y〉) dx =

=

∫

|x|≤2/|y|

K(x) exp(−2πi〈x, y〉) dx+ lim
j→∞

∫

2/|y|<|x|<Rj

K(x) exp(−2πi〈x, y〉) dx =

=: I1 + I2. (3.16)

Ist K ∈ L1(Rn) , so folgt |K̂(0)| ≤ Λ mit (3.12). Für Ln − fast alle y 6= 0 folgt
zusammen mit (3.10), (3.12),

|I1| ≤
∣∣∣

∫

|x|≤2/|y|

K(x)
(
exp(−2πi〈x, y〉) − 1

)
dx

∣∣∣+ Λ ≤

≤ C|y|
∫

|x|≤2/|y|

|x| |K(x)| dx+ Λ ≤ CΛ. (3.17)

Für z = y/(2|y|2), |z| = 1/(2|y|) , gilt exp(±2πi〈y, z〉) = −1 und
∫

2/|y|<|x|<R

K(x) exp(−2πi〈x, y〉) dx = −
∫

2/|y|<|x−z|<R

K(x−z) exp(−2πi〈x, y〉) dy. (3.18)
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Nun gilt für die Mengen

[2/|y| < |x− z| < R] +
(
[2/|y| < |x| < R]− [2/|y| < |x− z| < R]

)
=

= [2/|y| < |x| < R] +
(
[2/|y| < |x− z| < R]− [2/|y| < |x| < R]

)
=

=: [2/|y| < |x− z| < R] +B =

=: [2/|y| < |x| < R] + C.

Mit (3.18) erhalten wir

2|I2| ≤ lim sup
R→∞

∣∣∣∣
∫

2/|y|<|x|<R

(
K(x)−K(x− z)

)
exp(−2πi〈x, y〉) dx−

−
∫

C

K(x− z) exp(−2πi〈x, y〉) dx+

∫

B

K(x− z) exp(−2πi〈x, y〉) dx
∣∣∣∣ =

=: lim sup
R→∞

|J1 + J2 + J3|. (3.19)

Da |z| = 1/(2|y|) , gilt mit (3.11)

|J1| ≤
∫

|x|≥2/|y|

|K(x)−K(x− z)| dx =

∫

|x|≥4|z|

|K(x− z)−K(x)| dx ≤ Λ. (3.20)

Wir sehen
B = [2/|y| < |x− z| < R]− [2/|y| < |x| < R]

⊆ [R− |z| ≤ |x− z| ≤ R] ∪ [2/|y| ≤ |x− z| ≤ 2/|y|+ |z|]
und

C = [2/|y| < |x| < R]− [2/|y| < |x− z| < R]

⊆ [R ≤ |x− z| ≤ R+ |z|] ∪ [2/|y| − |z| ≤ |x− z| ≤ 2/|y|].
Da |z| = 1/(2|y|) , folgt

B + C ⊆ [R− 1/(2|y|) ≤ |x− z| ≤ R+ 1/(2|y|)] ∪ [3|z| ≤ |x− z| ≤ 5|z|]

Mit (3.10) sehen wir

|J2|+ |J3| ≤
∫

B+C

|K(x− z)| dx ≤

≤
∫

3R/4≤|w|≤5R/4

|K(w)| dw +

∫

3|z|≤|w|≤5|z|

|K(w)| dw ≤ CnΛ für R ≥ 2/|y| = 4|z|.

Zusammen mit (3.19) und (3.20) erhalten wir |I2| ≤ CnΛ , und mit (3.16) und (3.17)

|K̂(y)| ≤ CnΛ,

also (3.13).
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Zum Beweis von (3.14) bemerken wir

∫

|x|≥2|y|

|Kε(x− y)−Kε(x)| dx ≤
∫

|x|≥2|y|

|K(x− y)−K(x)| dx+

+

∫

|x|≥2|y|,|x−y|>ε,|x|≤ε

|K(x)| dx+

∫

|x|≥2|y|,|x−y|≤ε,|x|>ε

|K(x− y)| dx =

=: I1 + I2 + I3.

Mit (3.11) gilt I1 ≤ Λ . Für |x| ≥ 2|y|, |x − y| > ε folgt |x| ≥ 2ε/3 und mit (3.10)

I2 ≤
∫

Bn
ε (0)−Bn

2ε/3
(0)

|K(x)| dx ≤ (2ε/3)−1

∫

Bn
ε (0)−Bn

2ε/3
(0)

|x| |K(x)| dx ≤ 3Λ/2.

Für |x| ≥ 2|y|, |x| > ε folgt |x− y| ≥ ε/2 und mit (3.10)

I3 ≤
∫

Bn
ε (0)−Bn

ε/2
(0)

|K(z)| dz ≤ 2Λ.

Zusammen erfüllt Kε (3.14).

///

Dieses Lemma legt folgende Definition nahe.

Definition 3.1 K ∈ L1
loc(R

n − {0}) heißt ein Calderon-Zygmund-Kern, falls für ein
0 < Λ <∞

∫
BR(0)

|x| |K(x)| dx ≤ ΛR ∀R > 0, (3.21)

∫
|x|≥2|y|

|K(x− y)−K(x)| dx ≤ Λ, (3.22)

∣∣∣∣
∫

BR(0)−B̺(0)

K dLn
∣∣∣∣ ≤ Λ ∀ 0 < ̺ < R <∞,

lim
ε→0

∫
BR(0)−Bε(0)

K dLn existiert ∀R > 0.
(3.23)

✷

Aus den Lemmata 3.1 und 3.2 erhalten wir folgenden Satz.

Satz 3.1 K sei ein Calderon-Zygmund-Kern. Setzen wir für f ∈ L1(Rn) mit kompak-
tem Träger

(Kεf)(x) :=

∫

|y|≥ε

K(y)f(x− y) dy,
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so erweitert Kε zum schwachen Typ (1, 1) , genauer

Ln(|Kεf | > t) ≤ CnΛ ‖ f ‖L1(Rn) t
−1 ∀ t > 0, (3.24)

und zum starken Typ (p, p) für 1 < p <∞ , genauer

‖ Kεf ‖Lp(Rn)≤ Cn,pΛ ‖ f ‖Lp(Rn) . (3.25)

Weiter existiert
(Kf) = lim

ε→0
(Kεf)

in L1
w(R

n) , insbesondere im Maß, für f ∈ L1(Rn) , stark in Lp(Rn) für f ∈ Lp(Rn), 1 <
p <∞ , und K erfüllt (3.24) und (3.25).

Beweis:
Mit Lemma 3.2 (3.14) folgt, daß auch die abgeschnittenen Kerne Kε,R := KχBR(0)−Bε(0) ∈
L1(Rn) Calderon-Zygmund-Kerne mit Λ ersetzt durch CnΛ sind. Mit (3.13) folgen (3.24)
und (3.25) für Kε,R aus Lemma 3.1. Da Kεf = limR→∞Kε,Rf punktweise auf Rn für f ∈
L1(Rn) mit kompaktem Träger, folgen (3.24) und (3.25) für Kε mit dem Lemma von
Fatou für f ∈ L1(Rn) mit kompaktem Träger. Die Erweiterung von (3.25) auf Lp(Rn) ist
klar, da Kε eine stetige, lineare Abbildung auf einer dichten Teilmenge des Banachraumes
Lp(Rn) ist.

Zur Erweiterung zum schwachen Typ (1, 1) wählen wir für f ∈ L1(Rn) eine Folge
fm ∈ L1(Rn) mit kompakten Trägern und fm → f in L1(Rn) , genauer mit

‖ fm − fm+1 ‖L1(Rn)< 4−m.

Mit (3.24) gilt
Ln(|Kεfm −Kεfm+1| > t) ≤ CnΛ4

−mt−1 ∀ t > 0,

insbesondere
Ln(|Kεfm −Kεfm+1| > 2−m) ≤ CnΛ2

−m.

Setzen wir

Al :=

∞⋃

m=l

[|Kεfm −Kεfm+1| > 2−m],

so sehen wir
Ln(Al) ≤ CnΛ2

−l,

und
{(Kεfm)(x)}m konvergiert für x 6∈ Al.

Daher konvergiert Kεfm punktweise Ln−fast überall in Rn gegen eine meßbare Funktion,
die wir mit Kεf bezeichnen. (3.24) überträgt sich von Kεfm auf Kεf mit der
punktweisen Konvergenz.

Zur Konvergenz von Kε betrachten wir zuerst g ∈ C1
0 (R

n) . Es gilt

(Kεg)(x) =

∫

|y|≥ε

K(y)g(x − y) dy =
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=

∫

|y|≥1

K(y)g(x− y) dy +
∫

ε≤|y|<1

K(y)(g(x − y)− g(x)) dy + g(x)

∫

ε≤|y|<1

K dLn.

Da g ∈ Lp(Rn) , ist mit dem eben Bewiesenen das erste Integral K1g ∈ Lp(Rn), 1 < p <
∞ . Das zweite Integral konvergiert gleichmäßig, da |g(x− y)− g(x)| ≤ Cg|y| und (3.21).
Der dritte Term konvergiert gleichmäßig mit (3.23). Damit erhalten wir

Kg := lim
ε→0

Kεg gleichmäßig in Rn,∀g ∈ C1
0 (R

n). (3.26)

Da g kompakten Träger hat, sind die Träger des zweiten und dritten Terms für 0 < ε ≤ 1
in einer kompakten Menge enthalten, und Kεg → Kg konvergiert stark in Lp(Rn) für 1 <
p <∞ . (3.24) und (3.25) übertragen sich von Kεg auf Kg für g ∈ C1

0 (R
n) .

Da C1
0 (R

n) dicht in Lp(Rn) ist, folgt mit (3.25) für f ∈ Lp(Rn), 1 < p < ∞ , die
starke Konvergenz von Kεf in Lp(Rn) , und (3.25) übertragen sich von Kεf auf den
Limes Kf für f ∈ Lp(Rn) .

Wie oben erweitert K zum schwachen Typ (1, 1) , und wir erhalten für g ∈ C1
0 (R

n)

Ln(|Kεf −Kf | > t) ≤

≤ Ln(|Kε(f − g)| > t/3) + Ln(|Kεg −Kg| > t/3) + Ln(|Kg −Kf | > t/3),

also
|Kεf −Kf |L1

w(Rn) ≤
≤ 3|Kε(f − g)|L1

w(Rn) + 3|Kεg −Kg)|L1
w(Rn) + 3|K(f − g)|L1

w(Rn) ≤
≤ CnΛ ‖ f − g ‖L1(Rn) + ‖ Kεg −Kg ‖L1(Rn) .

Wie wir oben gesehen, sind die Träger von Kεg − Kg gleichmäßig in einer kompakten
Menge enthalten, und mit (3.26) ergibt sich Kεg−Kg → 0 stark in L1(Rn) . Daraus folgt

lim sup
ε→0

|Kεf −Kf |L1
w(Rn) ≤ CnΛ ‖ f − g ‖L1(Rn)

für alle g ∈ C1
0 (R

n) . Da C1
0 (R

n) dicht in L1(Rn) ist, folgt Kεf → Kf in L1
w(R

n)
und im Maß.

///

Bislang haben wir nur Konvergenz von Kεf → Kf in Lp(Rn) betrachtet. Im folgenden
Satz wenden wir uns der punktweisen Konvergenz zu. Dazu betrachen wir die Maximal-
funktion.

Satz 3.2 Es sei K ein Calderon-Zygmund-Kern, der zusätzlich eine Dini-Bedingung
erfüllt, genauer

|K(x− y)−K(x)| ≤ ω(2|y|/|x|) |x|−n für 2|y| < |x| (3.27)

mit ω monoton nicht-fallend und

1∫

0

ω(r)

r
dr ≤ Λ.
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Für f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p <∞ , definieren wir den Maximaloperator

(KMf)(x) := sup
0<ε≤R<∞

|(Kε,R ∗ f)(x)| = sup
0<ε≤R<∞

∣∣∣
∫

ε≤|y|≤R

K(y)f(x− y) dy
∣∣∣.

Dann ist KM vom schwachen Typ (1, 1) und vom starken Typ (p, p) für 1 < p <∞ ,
genauer

(KMf) ≤ Cn,µΛMf + 3M(|Kf |µ)1/µ ∀0 < µ < 1, f ∈ Lp(Rn), (3.28)

Ln(|KMf | > t) ≤ CnΛ ‖ f ‖L1(Rn) t
−1, (3.29)

‖ KMf ‖Lp(Rn)≤ Cn,pΛ ‖ f ‖Lp(Rn) für 1 < p <∞. (3.30)

Weiter konvergiert
Kεf → Kf

punktweise Ln−fast überall für f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p <∞ .

Bemerkung:

Mit der Dini-Bedingung ist K stetig in Rn − {0} , und somit existiert für f ∈ L1
loc(R

n)

(Kε,R ∗ f)(x) =
∫

ε≤|y|≤R

K(y)f(x− y) dy für x ∈ Rn, 0 < ε ≤ R <∞

und ist stetig in x, ε,R . Dies ergibt

(KMf)(x) = sup
0<ε≤R<∞,ε,R∈Q

|(Kε,R ∗ f)(x)|,

und KMf ist borelmeßbar.
Genauer folgt mit der Dini-Bedingung

oscB2R(0)−BR/2(0)K ≤ Cnω(1/2)R
−n ≤ CnΛR

−n.

da ω(1/2) ≤ 2
∫ 1
1/2 ω(r)/r dr ≤ 2Λ mit der Monotonie von ω . Dies ergibt mit (3.21)

inf
BR(0)−BR/2(0)

|K| ≤ −
∫

BR(0)−BR/2(0)

|K| dLn ≤ CnR
−n−1

∫

BR(0)

|x| |K(x)| dLn ≤ CnΛR
−n,

also
|K(x)| ≤ CnΛ|x|−n für x 6= 0. (3.31)

Damit ist Kε ∈ Lq(Rn) für 1 < q ≤ ∞ , und für f ∈ ∪1≤p<∞Lp(Rn) existiert Kεf =
Kε ∗ f auf ganz Rn und ist stetig.

✷
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Beweis von Satz 3.2:
Für f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p <∞, gilt

Kε,R ∗ f = Kε ∗ f −KR ∗ f = Kεf −KRf. (3.32)

Wir betrachten ε > 0, x ∈ Rn, z ∈ Bε/4(x), εj → 0 und sehen

(Kεf)(x) =

∫

|x−y|≥ε

(K(x− y)−K(z − y))f(y) dy+ (3.33)

+

( ∫

|x−y|≥ε

K(z − y)f(y) dy −
∫

|z−y|≥εj

K(z − y)f(y) dy
)
+

+

∫

|z−y|≥εj

K(z − y)f(y) dy =: I1 + I2 + I3.

Mit Satz 3.1 können wir εj → 0 so wählen, daß

Kεj (f, fχBε(x))→ K(f, fχBε(x)) punktweise Ln − fast überall auf Rn.

Dies ergibt
lim
j→∞

I3 = (Kf)(z) für Ln − fast alle z ∈ Bε/4(x).

Für εj < ε/4 , gilt Bεj (z) ⊆ Bε(x) und

I2 = −
∫

Bε(x)−Bεj (z)

K(z − y)f(y) dy =

= −(KεjfχBε(x))(z)→ −(KfχBε(x))(z) für Ln − fast alle z ∈ Bε/4(x).

Damit ergibt sich aus (3.33)

(Kεf)(x) = I1 − (KfχBε(x))(z) + (Kf)(z) für Ln − fast alle z ∈ Bε/4(x). (3.34)

Da 2|(x− y)− (z− y)| < ε/2 ≤ |x− y|/2 im Integrand von I1 , sehen wir mit (3.27), da
ω monoton nicht-fallend ist,

|I1| ≤
∫

|x−y|≥ε

ω(2|x− z|/|x − y|) |x− y|−n|f(y)| dy ≤

≤
∫

|x−y|≥ε

ω(ε/(2|x − y|)) |x− y|−n|f(y)| dy,

also für

ϕ(y) :=

{
ω(1/(2|y|)) |y|−n, wenn |y| ≥ 1,
ω(1/2), wenn |y| ≤ 1,

ϕε(y) := ε−nϕ(y/ε) , dass
|I1| ≤ (ϕε ∗ |f |)(x).
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Nun ist ϕ radialsymmetrisch in y und monoton nicht-wachsend in |y| , da ω monoton
nicht-fallend ist. Weiter gilt

∫

Rn

|ϕ| dLn ≤ Cn

(
ω(1/2) +

∞∫

1

ω(1/r)r−1 dr
)
= Cn

(
ω(1/2) +

1∫

0

ω(r)

r
dr

)
≤ CnΛ, (3.35)

da ω(1/2) ≤ 2
∫ 1
1/2 ω(r)/r dr ≤ 2Λ . Mit (3.34) erhalten wir

|(Kεf)(x)| ≤ (ϕε ∗ |f |)(x) + |(KfχBε(x))(z)| + |(Kf)(z)| für Ln − fast alle z ∈ Bε/4(x).

Mit (a+b)1/µ ≤ Cµa
1/µ+(3/2)b1/µ für a, b ≥ 0, 0 < µ < 1 und Integration über Bε/4(x)

erhalten wir
|(Kεf)(x)| ≤

≤ Cµ(ϕε ∗ |f |)(x) + Cµ

(
−
∫

Bε/4(x)

|K(fχBε(x))|µ dLn
)1/µ

+ (3/2)

(
−
∫

Bε/4(x)

|K(f)|µ dLn
)1/µ

≤

≤ Cµ(ϕε ∗ |f |)(x) +Cµ

(
−
∫

Bε/4(x)

|K(fχBε(x))|µ dLn
)1/µ

+ (3/2)M(|Kf |µ)(x)1/µ. (3.36)

Da K vom schwachen Typ (1, 1) mit Satz 3.1 ist, sehen wir für den zweiten Term mit
der Ungleichung von Kolmogorov (2.14), dass

−
∫

Bε/4(x)

|K(fχBε(x))|µ dLn ≤ Cn(1− µ)−1ε−nµ|K(fχBε(x))|
µ
L1
w(Rn)

≤

≤ Cn,µΛ
µε−nµ ‖ fχBε(x) ‖

µ
L1(Rn)

≤
(
Cn,µΛ(ε

−nχBε(0) ∗ |f |)(x)
)µ
.

Setzen wir ψ := ϕ+ Cn,µΛχB1(0), ψε(y) := ε−nψ(y/ε) , so ergibt sich mit (3.36)

|(Kεf)(x)| ≤ (ψε ∗ |f |)(x) + (3/2)M(|Kf |µ)(x)1/µ. (3.37)

Da ϕ und ψ radialsymmetrisch und monoton nicht-fallend sind und
∫
ψ dLn ≤ Cn,µΛ

mit (3.35), erhalten wir mit Lemma 2.3

ψε ∗ |f | ≤ Cn,µΛMf,

und mit (3.32)
sup

0<ε≤R<∞
|(Kε,Rf)| ≤ Cn,µΛMf + 3(M(Kf)µ)1/µ,

also (3.28).
Zum Beweis von (3.29) sehen wir für f ∈ L1(Rn) mit (2.17), der Ungleichung von

Kolmogorov (2.14) und Satz 3.1, dass

Ln(M(|Kf |µ) > tµ) ≤ Cnt
−µ

∫

[(Kf)µ>tµ/2]

|Kf |µ dLn ≤
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≤ Cn(1− µ)−1t−µ|Kf |µ
L1
w(Rn)

Ln((Kf)µ > tµ/2)1−µ ≤

≤ Cn,µ|Kf |L1
w(Rn)t

−1 ≤ CnΛ ‖ f ‖L1(Rn) t
−1,

und (3.29) folgt mit (3.28) und Satz 2.5. (3.30) folgt für f ∈ Lp(Rn), 1 < p < ∞, sofort
mit (3.28) aus den Sätzen 2.5 und 3.1.

Zum Beweis der punktweisen Ln−fast überall Konvergenz setzen wir für f ∈
Lp(Rn), 1 ≤ p <∞ , setzen wir

(Nf)(x) = lim sup
ε→0

|(Kεf)(x)− (Kf)(x)|,

und beachten mit der Bemerkung vor diesem Beweis, daß Kεf wohldefiniert und stetig
ist. Klarerweise gilt |Kεf−Kεjf | → |Kεf−Kf | , also Nf ≤ 2KMf fast überall bezüglich
Ln . Für g ∈ C1

0(R
n) sehen wir mit (3.26), dass

Ng = 0 ∀g ∈ C1
0 (R

n).

Damit erhalten wir

Nf ≤ N(f − g) +Ng ≤ 2KM (f − g) ∀g ∈ C1
0 (R

n)

und mit dem oben Bewiesenen

Ln(|Nf | > t) ≤ CnΛ
p ‖ f − g ‖pLp(Rn) t

−p,

also Nf = 0 fast überall bezüglich Ln , und wir erhalten die punktweise fast-überall
Konvergenz Kεf → Kf .

///

Schliesslich können wir für f ∈ L1(Rn) mit Kf ∈ L1(Rn) , die Konvergenz Kεf → Kf
optimieren.

Proposition 3.3 Für jeden ein Calderon-Zygmund-Kern K , der eine Dini-Bedingung
wie in (3.27) erfüllt, gilt für f ∈ L1(Rn) mit Kf ∈ L1(Rn) , dass

Kεf ∈ L1(Rn) ∀ε > 0, (3.38)

Kεf → Kf stark in L1(Rn) für ε→ 0 (3.39)

und
K̂f = lim

ε→0,R→∞
K̂ε,R · f̂ im Maß. (3.40)

Beweis:
Im vorigen Beweis haben wir in (3.37) die Abschätzung

|Kεf | ≤ (ψε ∗ |f |) +M(|Kf |µ)1/µ

mit ψ ∈ L1(Rn) und 0 < µ < 1 hergeleitet. Da nun Kf ∈ L1(Rn) , sehen wir
M(|Kf |µ)1/µ ∈ L1(Rn) mit Satz 2.5. Da andererseits klarerweise ψε ∗ |f | ∈ L1(Rn)
mit Proposition 1.2, erhalten wir Kεf ∈ L1(Rn) , also (3.38).
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Aus Satz 3.1 haben wir Kεf → Kf im Maß, und, da die Faltung ψε ∗ |f | →
|f |

∫
ψ in L1(Rn) , folgt mit dem Satz von Lebesgue Kεf → Kf in L1(Rn) , also (3.39).

Mit Proposition 1.3 und (3.32) sehen wir

K̂ε,R · f̂ = K̂ε,R ∗ f = K̂εf − K̂R ∗ f. (3.41)

Aus (3.39) folgt wieder mit Proposition 1.3, daß K̂εf → K̂f gleichmäßig auf Rn . Anderer-
seits gilt klarerweise KR = χRn−Bn

R(0)K → 0 auf Rn und |KR| ≤ |K1| ∈ Lq(Rn) für R ≥
1, 1 < q ≤ ∞ mit (3.31), also mit dem Satz von Lebesgue KR → 0 in L2(Rn) und mit
Proposition 1.2 und dem Satz von Plancherel, Satz 1.5,

K̂R ∗ f → 0 in L2(Rn),

insbesondere im Maß. Dann folgt (3.40) aus (3.41).

///
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4 Singuläre Integrale mit homogenen Kernen

Singuläre Integrale treten z.B. in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen als
Lösungsdarstellungen auf. Diese Integraldarstellungen von Lösungen sind neben der Trans-
lationsinvarianz auch invariant gegenüber Homothetien. Das Integral

(Kf)(x) = lim
ε→0

∫

|y|≥ε

K(y)f(x− y) dy

ist genau dann invariant gegenüber Homothetien, d.h. Khλ = hλK , wenn der Kern K
homogen vom Grad −n ist. In diesem Fall schreiben wir

K(x) =
Ω(x)

|x|n x ∈ Rn − {0} (4.1)

wobei Ω : Rn − {0} → C homogen vom Grad 0 ist.
Falls Ω ∈ L1(area∂Bn

1 (0)
) , gilt (3.23) genau dann, wenn Ω die Auslöschungsbedingung

∫

∂Bn
1 (0)

Ω darea∂Bn
1 (0)

= 0 (4.2)

erfüllt.
Mit Proposition 1.11 sind die stetigen, translations- und homothetie-invarianten En-

dormorphismen T auf L2(Rn) durch Multiplikation der Fourier-Transformierten

T̂ f = mf̂ ∀f ∈ L2(Rn)

mit einer beschränkten, meßbaren Funktion m homogen vom Grad 0 gegeben. Im
folgenden rechnen wir diesen Faktor m für K unter geeigneten Bedingungen an Ω aus.

Lemma 4.1 Es sei K ∈ L1
loc(R

n − {0}) wie in (4.1), (4.2). Für Ω = Ωg +Ωu zerlegt
in geraden und ungeraden Anteil gelte für ein 0 < Λ <∞

∫

∂Bn
1 (0)

|Ωu(ω)| darea∂Bn
1 (0)

(ω) ≤ Λ,

sup
ν∈∂Bn

1 (0)

∫

∂Bn
1 (0)

|Ωg(ω)| log
1

|〈ν, ω〉| darea∂Bn
1 (0)

(ω) ≤ Λ. (4.3)

Dann gilt für Kε,R := XBn
R(0)−Bn

ε (0)
K ∈ L1(Rn), 0 < ε < R <∞, x 6= 0 ,

‖ K̂ε,R ‖L∞(Rn)≤ CnΛ, (4.4)

m(x) := lim
ε→0,R→∞

K̂ε,R(x) =

=

∫

∂Bn
1 (0)

Ωg(ω) log
|x|
|〈x, ω〉| darea∂Bn

1 (0)
(ω)− iπ

2

∫

∂Bn
1 (0)

Ωu(ω)sgn〈x, ω〉 darea∂Bn
1 (0)

(ω).

(4.5)
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Insbesondere sind Kε,R und K = limε→0,R→∞Kε,R stetige Endomorphismen auf
L2(Rn) mit durch CnΛ beschränkter Norm.

K ist translations- und homothetieinvariant, und seine Aktion auf der Fourier-
Transformierten ist gegeben durch

K̂f = mf̂ für f ∈ L2(Rn).

Beweis:
Mit dem Satz von Plancherel, genügt es (4.4) und (4.5) zu zeigen. Wir rechnen mit (4.2)

K̂ε,R(x) =

∫

Bn
R(0)−Bn

ε (0)

K(y) exp(−2πi〈x, y〉) dy =

=

∫

∂Bn
1 (0)

R∫

ε

Ω(ω)
exp(−2πi〈x, rω〉)

r
dr darea∂Bn

1 (0)
(ω) =

=

∫

∂Bn
1 (0)

Ω(ω)

R∫

ε

exp(−2πir〈x, ω〉) − cos(2πr|x|)
r

dr darea∂Bn
1 (0)

(ω) = (4.6)

=:

∫

∂Bn
1 (0)

Ω(ω)Iε,R(x, ω) darea∂Bn
1 (0)

(ω).

Für den Imaginäranteil gilt

Im(Iε,R(x, ω)) = −
R∫

ε

sin 2πr〈x, ω〉
r

dr = −sgn〈x, ω〉
2π|〈x,ω〉|R∫

2π|〈x,ω〉|ε

sin r

r
dr.

Insbesondere ist der Imaginärteil ungerade in x und ω und

lim
ε→0, R→∞

Im(Iε,R(x, ω)) = −
π

2
sgn〈x, ω〉. (4.7)

Da für 0 < a < b <∞

∣∣∣
b∫

a

sin r

r
dr

∣∣∣ =
∣∣∣
[1− cos r

r

]b
a
+

b∫

a

1− cos r

r2
dr

∣∣∣ ≤

≤ sup
b∈R

∣∣∣1− cos b

b

∣∣∣+
∞∫

0

∣∣∣1− cos r

r2

∣∣∣ dr <∞,

folgt
|Im(Iε,R(x, ω))| ≤ C. (4.8)

Für den Realteil gilt, wenn 〈x, ω〉 6= 0 ,

Re(Iε,R(x, ω)) =

R∫

ε

cos(2πr|〈x, ω〉|) − cos 2πr|x|
r

dr =
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=

( 2π|〈x,ω〉|R∫

2π|〈x,ω〉|ε

−
2π|x|R∫

2π|x|ε

)
cos r

r
dr =

( 2π|x|ε∫

2π|〈x,ω〉|ε

−
2π|x|R∫

2π|〈x,ω〉|R

)
cos r

r
dr =: I1 − I2.

Der Realteil ist gerade in x, ω , und wir sehen

|Re(Iε,R(x, ω))| ≤ 2 log
|x|
|〈x, ω〉| . (4.9)

Weiter gilt

∣∣∣I1 − log
|x|
|〈x, ω〉|

∣∣∣ ≤
2π|x|ε∫

2π|〈x,ω〉|ε

∣∣∣1− cos r

r

∣∣∣ dr → 0 für ε→ 0.

und

I2 =
[sin r
r

]2π|x|R
2π|〈x,ω〉|R

+

2π|x|R∫

2π|〈x,ω〉|R

sin r

r2
dr → 0 für R→∞.

Damit erhalten wir

lim
ε→0, R→∞

Re(Iε,R(x, ω)) = log
|x|
|〈x, ω〉| . (4.10)

Mit der Zerlegung Ω = Ωg +Ωu in geraden und ungeraden Anteil erhalten wir mit (4.6)

K̂ε,R(x) =

∫

∂Bn
1 (0)

Ωg(ω)Re(Iε,R(x, ω)) darea∂Bn
1 (0)

(ω)+

+i

∫

∂Bn
1 (0)

Ωu(ω)Im(Iε,R(x, ω)) darea∂Bn
1 (0)

(ω)

und mit (4.3), (4.8), (4.9) folgt (4.4).
Mit (4.3), (4.7) - (4.10) und dem Satz von Lebesgue folgt für x 6= 0

lim
ε→0,R→∞

K̂ε,R(x) =

=

∫

∂Bn
1 (0)

Ωg(ω) log
|x|
|〈x, ω〉| darea∂Bn

1 (0)
(ω)− iπ

2

∫

∂Bn
1 (0)

Ωu(ω)sgn〈x, ω〉 darea∂Bn
1 (0)

(ω),

also (4.5).

///

Damit kommen wir zu unserem Hauptsatz über singuläre Integrale mit homogenen Kernen.

Satz 4.1 Es sei K homogen vom Grad −n

K(x) =
Ω(x)

|x|n für x ∈ Rn − {0}
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mit Ω : Rn − {0} → C homogen vom Grad 0 . Es gelte für ein 0 < Λ <∞ ,

|Ω| ≤ Λ, (4.11)∫
∂Bn

1 (0)

Ω dHn−1 = 0, (4.12)

und die Dini-Bedingung

ω(δ) := sup
|µ−ν|<δ,|µ|,|ν|=1

|Ω(µ)− Ω(ν)|

mit
1∫

0

ω(r)

r
dr ≤ Λ. (4.13)

Setzen wir für f ∈ L1(Rn) mit kompaktem Träger

(Kεf)(x) :=

∫

|y|≥ε

K(y)f(x− y) dy,

Kf := limε→0Kεf im Mass, so erweitern K,Kε zum schwachen Typ (1, 1) und zum
starken Typ (p, p) für 1 < p <∞ , genauer gilt für den Maximaloperator

(KMf)(x) := sup
0<ε≤R<∞

|(Kε,R ∗ f)(x)| = sup
0<ε≤R<∞

∣∣∣
∫

ε≤|y|≤R

K(y)f(x− y) dy
∣∣∣,

daß
Ln(|KMf | > t) ≤ CnΛ ‖ f ‖L1(Rn) t

−1 ∀t > 0, (4.14)

‖ KMf ‖Lp(Rn)≤ Cn,pΛ ‖ f ‖Lp(Rn) . (4.15)

Die Aktion auf der Fourier-Transformierten ist gegeben durch

K̂f = mf̂





für f ∈ L2(Rn),

für f ∈ L1(Rn) mit Kf ∈ L1(Rn),
(4.16)

mit

m(y) :=

∫

∂Bn
1 (0)

Ω(ω)
(
− iπ

2
sgn〈y, ω〉+ log

|y|
|〈y, ω〉|

)
dHn−1(ω) für y 6= 0.

Weiter gilt
Kf = lim

ε→0
Kεf (4.17)

punktweise Ln−fast überall auf Rn für f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p < ∞ und stark in
Lp(Rn) für f ∈ Lp(Rn), 1 < p <∞ .

✷

(4.14), (4.15) und (4.17) folgen sofort aus dem Satz 3.2 und dem folgenden Lemma.
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Lemma 4.2 Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1 ist K ein Calderon-Zygmund-Kern
mit Dini-Bedingung, genauer erfüllt K (3.21) - (3.23) aus Definition 3.1 und (3.27) mit
Λ ersetzt durch CnΛ .

Beweis:
(3.21) folgt aus (4.11) mit (3.15). (3.23) folgt sofort aus der Auslöschungsbedingung (4.12).
Zum Beweis von (3.27) schreiben wir

K(x− y)−K(x) =
Ω(x− y)− Ω(x)

|x− y|n +Ω(x)

(
1

|x− y|n −
1

|x|n
)
.

Für den ersten Term sehen wir mit
∣∣∣∣
x− y
|x− y| −

x

|x|

∣∣∣∣ ≤
|y|

min(|x− y|, |x|) ≤
2|y|
|x|

für |x| ≥ 2|y| und der Dini-Bedingung

|Ω(x− y)− Ω(x)| ≤ ω(2|y|/|x|),

also
|Ω(x− y)−Ω(x)|

|x− y|n ≤ Cnω(2|y|/|x|)|x|−n.

Für |x| ≥ 2|y| gilt weiter

|Ω(x)|
∣∣∣ 1

|x− y|n −
1

|x|n
∣∣∣ ≤ CnΛ(|y|/|x|)|x|−n.

Setzen wir
ω̃(r) := Cn(ω(r) + Λr),

so erhalten wir
|K(x− y)−K(x)| ≤ ω̃(2|y|/|x|)|x|−n.

Klarerweise ist ω̃ monoton nicht-fallend, und es gilt (4.13)

1∫

0

ω̃(r)

r
dr ≤ CnΛ.

Dies ergibt (3.27) mit Λ ersetzt durch CnΛ . Schließlich folgt (3.22) allgemein aus (3.27),
denn ∫

|x|≥2|y|

|K(x− y)−K(x)| dx ≤
∫

|y|≥2|x|

ω̃(2|y|/|x|)|x|−n dx ≤

≤ Cn

∞∫

2|y|

ω̃(2|y|/r)r−1 dr = Cn

1∫

0

ω̃(r)

r
dr ≤ CnΛ.

///
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Abschluß des Beweises von Satz 4.1:
Es verbleibt (4.16) zu zeigen. Zuerst folgt (4.3) aus (4.11). Für f ∈ L2(Rn) gilt mit
Lemma 4.1 und dem Satz von Lebesgue

lim
ε→0,R→∞

K̂ε,Rf̂ = mf̂ stark in L2(Rn).

Andererseits konvergieren Kεf → Kf,KRf = KR ∗ f → 0 in L2(Rn) mit (4.17) und, da
KR → 0 gleichmäßig mit (3.31). Dann folgt (4.16) für f ∈ L2(Rn) mit (3.32) und dem
Satz von Plancherel.

Für f ∈ L1(Rn) mit Kf ∈ L1(Rn) haben wir mit Proposition 3.3 (3.40) und (4.5)

K̂f = lim
ε→0,R→∞

K̂ε,R · f̂ = mf̂ im Maß bzw. punktweise fast überall,

insbesondere K̂f = mf̂ fast überall auf Rn . Mit der Dini-Bedingung ist Ω stetig, insbe-
sondere Ω ∈ L∞(∂B1(0)) , und mit dem Satz von Lebesgue ist auch m stetig auf Rn−{0} .
Da f̂ , K̂f mit Proposition 1.3 stetig auf Rn sind, folgt K̂f = mf̂ auf Rn − {0} .

Ist f̂(0) 6= 0 , so lässt sich m = K̂f/f̂ stetig in 0 fortsetzen, und, da m homogen

vom Grad 0 ist, ist m konstant. Dann überträgt sich K̂f = mf̂ von Rn − {0}
mit der Stetigkeit auf ganz Rn . Ist f̂(0) = 0 , so folgt mit der Stetigkeit, also auch der

Beschränktheit von m , daß auch K̂f(0) = 0 . Damit gilt wieder K̂f = mf̂ auch in 0 ,
und (4.16) ist bewiesen.

///

Bemerkung:

Existiert umgekehrt in (4.16) für ein f ∈ L1(Rn) ein g ∈ L1(Rn) mit ĝ = mf̂ , so sehen
wir für ϕ ∈ L1(Rn) ∩ L∞(Rn) mit

∫
ϕ dLn = 1, ϕε(x) := ε−nϕ(x/ε) , daß

ϕ̂ε ∗ g = ϕ̂εĝ = mϕ̂εf̂ = m · ϕ̂ε ∗ f = F(K(ϕε ∗ f)),

mit (4.16), da ϕε ∗ f ∈ L2(Rn) mit Proposition 1.2. Dies ergibt ϕε ∗ g = K(ϕε ∗ f) und
für ε→ 0 mit Satz (3.1) oder Satz (4.1)

g ← ϕε ∗ g = K(ϕε ∗ f)→ Kf in L1(Rn) bzw. im Maß,

also ist Kf = g ∈ L1(Rn) .

✷

Für n = 1 ist ein Kern homogen vom Grad −1 , der die Auslöschungsbedingung (4.2)
erfüllt, bis auf einen konstanten Faktor gegeben durch

H(x) =
1

πx
x ∈ R− {0}.

Mit (3.5) erfüllt K (3.2) bzw. (3.22) und damit alle Voraussetzungen von Satz 3.1. Der
zugehörige Integraloperator

Hf(x) = lim
ε→0

Hεf(x) = lim
ε→0

1

π

∫

|y|≥ε

f(x− y)
y

dy (4.18)

heißt Hilbert-Transformation. Mit Satz 4.1 und Standardresultaten zur Fourier-
Transformation erhalten wir sofort folgenden Satz.
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Satz 4.2 (Hilbert-Transformation) Die Hilbert-Transformation H und Hε sind
vom schwachen Typ (1, 1) und vom starken Typ (p, p) für 1 < p <∞ , genauer

L1(|H(ε)f | > t) ≤ C ‖ f ‖L1(R) t
−1, (4.19)

‖ H(ε)f ‖Lp(R)≤ Cp ‖ f ‖Lp(R) für 1 < p <∞. (4.20)

Die Aktion der Hilbert-Transformation auf der Fourier-Transformation ist

Ĥf = mf̂ für f ∈ L2(R)

m(y) = −i sgn(y).
(4.21)

Insbesondere
H2 = −id (4.22)

und
H kommutiert mit Translationen, (4.23)

H kommutiert mit Homothetien, (4.24)

H anti-kommutiert mit Reflexion. (4.25)

Umgekehrt charakterisieren (4.23) - (4.25) die stetigen Endomorphismen auf L2(R) als
die Hilbert-Transformation bis auf einen konstanten Faktor.

Beweis:
(4.19) und (4.20) folgen sofort aus Satz 4.1. Weiter gilt Hε = χR−]−ε,ε[H ∈ L2(R) ,

Ĥεf = Ĥεf̂ ∀f ∈ L2(R)

und m = lim
ε→0

Ĥε . Wir setzen HR
ε := Hχ]−R,R[−]ε,ε[ ∈ L1(R) und rechnen

ĤR
ε (y) =

∫

ε<|x|<R

1

πx
exp(−2πi yx) dx =

= −2i
R∫

ε

1

πx
sin (2πyx) dx = −2i

π
sgn(y)

2π|y|R∫

2π|y|ε

sinx

x
dx.

Beachten wir
∞∫

0

sin x

x
dx = lim

R→∞

R∫

0

sin x

x
dx =

π

2
,

so erhalten wir für y 6= 0

m(y) = −2i

π
sgn(y)

∞∫

0

sinx

x
dx = −i sgn(y),

also (4.21).
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Aus (4.21) folgt (4.22) - (4.25) mit Proposition 1.4 z.B. für f ∈ L2(R)

Ĥ(f∗) = mf̂∗ = m(f̂)∗ = −m∗(f̂)∗ = −(mf̂)∗ = −(Ĥf)∗ = −(̂Hf)∗,

also
H(f∗) = −(Hf)∗

und damit (4.25).
Nun sei T ein stetiger Endomorphismus, der (4.23) - (4.25) erfüllt. Mit Proposition

1.11 ist die Aktion von T auf der Fourier-Transformierten gegeben durch

T̂ f = mT f̂ für f ∈ L2(R)

für ein mT ∈ L∞(R) homogen vom Grad 0 . Mit Proposition 1.4 folgt aus (4.25) für T

m∗
T (f̂)

∗ = (mT f̂)
∗ =

(
T̂ f

)∗
= (̂Tf)∗ = −T̂ (f∗) = −mT f̂∗ = −mT (f̂)

∗,

also m∗
T = −mT und

mT (y) = −iσ sgn(y) y ∈ R− {0}
für ein σ ∈ C . Dies ergibt

T = σH,

also die Behauptung.

///

Nun wenden wir uns der M. Riesz-Transformation als höher dimensionalen Verallgemei-
nerung der Hilbert-Transformation zu. Dazu definieren wir die singulären, homogenen
Integral-Kerne

Rj(x) =
1

πωn−1

xj
|x|n+1

x ∈ Rn − {0}. (4.26)

Satz 4.3 (Riesz-Transformation) Die Riesz-Transformation

(Rjf)(x) = lim
ε→0

∫

|y|≥ε

1

πωn−1

yj
|y|n+1

f(x− y) dy

ist vom schwachen Typ (1, 1) und vom starken Typ (p, p) für 1 < p <∞ .
Die Aktion von Rj auf der Fourier-Transformation ist gegeben durch den Multiplikator

mRj (y) = −i
yj
|y| . (4.27)

Insbesondere gilt
n∑

j=1

R2
j = −id (4.28)

und
n∑

j=1

‖ Rjf ‖2L2(Rn)=‖ f ‖2L2(Rn) für f ∈ L2(Rn). (4.29)
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Beweis:
Die Rj sind ungerade und glatt auf ∂Bn

1 (0) . Mit Satz 4.1 ist die Riesz-Transformation
vom starken Typ (p, p) für 1 < p < ∞ und vom schwachen Typ (1, 1) . Mit Lemma
4.1 (4.5) rechnen wir den Multiplikator von Rj aus. Da Rj ungerade ist, gilt

mRj (y) = −
π

2
i

∫

∂Bn
1 (0)

Rj(ν)sgn〈y, ν〉 darea∂Bn
1 (0)

(ν) =

= − i

2ωn−1

∫

∂Bn
1 (0)

νj sgn〈y, ν〉 darea∂Bn
1 (0)

(ν).

Wir setzen für x, y ∈ Rn

m(x, y) = − i

2ωn−1

∫

∂Bn
1 (0)

〈x, ν〉 sgn〈y, ν〉 darea∂Bn
1 (0)

(ν).

Für x ⊥ y 6= 0 sehen wir für die Spiegelung ν̄ := ν − 2〈ν, y〉y/|y|2 von ν an y , daß

〈x, ν̄〉 sgn〈y, ν̄〉 = −〈x, ν〉 sgn〈y, ν〉,

also
m(x, y) = 0 für x ⊥ y.

Weiter gilt

m(y, y) = − i

2ωn−1

∫

∂Bn
1 (0)

|〈y, ν〉| darea∂Bn
1 (0)

(ν) = − i|y|
2ωn−1

∫

∂Bn
1 (0)

|ν1| darea∂Bn
1 (0)

(ν).

Wir rechnen

∫

∂Bn
1 (0)

|ν1| darea∂Bn
1 (0)

(ν) = 2

1∫

0

∫

∂Bn−1√
1−t2

(0)

t(1− t2)−1/2 darea∂Bn−1√
1−t2

(0) dt =

= 2

1∫

0

t(1− t2)(n−3)/2(n− 1)ωn−1 dt = (n− 1)ωn−1

[
− 2

n− 1
(1− t2)(n−1)/2

]1
0
= 2ωn−1,

also
m(y, y) = −i|y| für y ∈ Rn.

Da m in der ersten Variablen linear ist, erhalten wir für y 6= 0 mit der Zerlegung
x = 〈x, y〉y/|y|2 + x⊥, x⊥ ⊥ y

m(x, y) = 〈x, y/|y|2〉m(y, y) +m(x⊥, y) = −i〈x, y〉|y| .

Dies ergibt

mRj (y) = m(ej , y) = −i
yj
|y| ,
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also (4.27).
Damit sehen wir

n∑

j=1

mRj (y)
2 =

n∑

j=1

(−i)2y2j
|y|2 = −1,

und (4.28) folgt aus dem Satz von Plancherel. Weiter erhalten wir mit (4.27) und dem
Satz von Plancherel

‖ f ‖2L2(Rn)=

∫

Rn

|f̂ |2 dLn =
n∑

j=1

∫

Rn

∣∣∣− i yj|y| f̂(y)
∣∣∣
2
dy =

=
n∑

j=1

∫

Rn

|R̂jf |2 dLn =
n∑

j=1

‖ Rjf ‖2L2(Rn),

also (4.29).

///

Als Anwendung auf partielle Differentialgleichungen erhalten wir Calderon-Zygmund- bzw.
Lp−Abschätzungen für den Laplace-Operator.

Korollar 4.4 Für u ∈ C2
0 (R

n) gilt

‖ D2u ‖Lp(Rn)≤ Cn,p ‖ ∆u ‖Lp(Rn) .

Beweis:
Mit Proposition 1.5 sehen wir

∂̂jku = −4π2D̂jDku = −4π2ξjξkû

und genauso
∆̂u = −4π2|ξ|2 û.

Dies ergibt

∂̂jku =
ξjξk
|ξ|2 ∆̂u

und mit (4.27)
∂jku = −RjRk∆u.

Aus Satz 4.3 folgt

‖ ∂jku ‖Lp(Rn)≤‖ Rj ‖Lp‖ Rk ‖Lp‖ ∆u ‖Lp(Rn)≤ Cn,p ‖ ∆u ‖Lp(Rn),

und die Behauptung folgt.

///
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5 Poisson-Integrale

In diesem Paragraphen wollen wir harmonische Funktionen auf dem Halbraum Rn+1
+ mit

vorgegebenen Randwerten, d.h.

∆u = 0 in Rn+1
+ ,

u = f auf Rn × {0},

für geeignetes f erhalten. Für f ∈ L2(Rn) setzen wir

u(x, t) :=

∫

Rn

f̂(y) exp(2πi〈y, x〉) exp(−2π|y|t) dy x ∈ Rn, t > 0 (5.1)

Da f̂ ∈ L2(Rn) und exp(−2π|y|t) für t > 0 stark abfällt, ist u wohldefiniert. Darüber-
hinaus können wir unter dem Integral differenzieren, und, da

(( ∂
∂t

)2
+∆x

)
exp(2πi〈y, x〉) exp(−2π|y|t) = 0 für x, y ∈ Rn, t > 0,

sehen wir u ∈ C∞
loc(R

n+1
+ ) und

∆x,tu = 0 in Rn+1
+ .

Mit dem Satz von Plancherel folgt weiter

u(., t)→ f in L2(Rn) für t→ 0.

Mit Proposition 1.4 sehen wir f̂ ex = τ̂−xf . Definieren wir den Poisson-Kern

Pt(x) :=

∫

Rn

exp(2πi〈x, y〉) exp(−2π|y|t) dy, (5.2)

so sehen wir mit Proposition 1.7 und Approximation, da exp(−2π|.|t) ∈ L1(Rn)∩L2(Rn) ,
also auch Pt = F(exp(−2π|.|t)) ∈ L2(Rn) , dass

u(x, t) =

∫

Rn

(f̂ ex)(y) exp(−2π|y|t) dy =

∫

Rn

(τ−xf)(y)Pt(−y) dy =

∫

Rn

Pt(y)f(x− y) dy,

(5.3)
und wir erhalten u als Faltung von f mit dem Poisson-Kern. Eine explizite Darstellung
des Poisson-Kerns gibt folgende Propositon.

Proposition 5.1 Es gilt

Pt(x) =
1

πωn−1

t

|(x, t)|n+1
x ∈ Rn, t > 0 (5.4)

mit ω0 = 1 .
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Beweis:
Mit dem Cauchy-Integralsatz folgt für γ ≥ 0 , dass

e−γ =
1

π

∞∫

−∞

eiγx

1 + x2
dx =

1

π

∞∫

0

e−s

∞∫

−∞

eiγxe−sx2
dx ds.

Mit Φ(x) = exp(−πx2) aus Proposition 1.8 rechnen wir für das innere Integral

∞∫

−∞

eiγxe−sx2
dx =

√
π

s

∞∫

−∞

exp(iγπ1/2s−1/2x)Φ(x) dx =

=

√
π

s
· Φ̂(−γπ1/2s−1/2/(2π)) =

√
π

s
exp(−γ2/(4s)),

und damit

e−γ =
1√
π

∞∫

0

e−s

√
s
exp(−γ2/(4s)) ds.

Nun setzen wir dies in (5.2) ein und erhalten wieder mit Proposition 1.8, dass

Pt(x) =
1√
π

∫

Rn

∞∫

0

e−s

√
s
exp(−π2|y|2t2/s) ds exp(2πi〈x, y〉) dy =

=
1√
π

∞∫

0

e−s

√
s
(πt2s−1)−n/2 exp(−|x|2s/t2) ds =

= π−(n+1)/2t−n

∞∫

0

s(n−1)/2 exp
(
−

(
1 +
|x|2
t2

)
s
)
ds =

=
t

|(x, t)|n+1
π−(n+1)/2

∞∫

0

s(n−1)/2e−s ds =

=
Γ((n+ 1)/2)

π(n+1)/2

t

|(x, t)|n+1
=

1

πωn−1

t

|(x, t)|n+1
.

///

Folgende Eigenschaften können wir nun leicht verifizieren. Es gilt

Pt(x) > 0 (5.5)

und
Pt ∈ Lq(Rn) ∩ C0

∗ (R
n) ∀1 ≤ q ≤ ∞, t > 0. (5.6)
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Aus (5.1) folgt, daß P harmonisch in Rn+1
+ . Dies können wir auch an der Darstellung (5.4)

ablesen. Dazu betrachten wir die Fundamentallösung des Laplace-Operators auf Rn+1 ,
siehe [GT] Paragraph 2.4,

Γ(x, t) =





1

(n+ 1)(1− n)ωn+1
|(x, t)|1−n n ≥ 2,

1

2π
log |(x, t)| n = 1.

(5.7)

Γ ist harmonisch in Rn+1 − {0} , und wir rechnen

∇Γ(x, t) = 1

(n+ 1)ωn+1

(x, t)

|(x, t)|n+1

und, da πωn−1 = (n+ 1)ωn+1/2 , folgt aus (5.4)

Pt(x) = 2∂tΓ(x, t), (5.8)

insbesondere ist P harmonisch.
Aus (5.2) folgt mit dem Fourier-Inversionssatz, Satz 1.1,

P̂t(y) = exp(−2π|y|t), (5.9)

insbesondere ∫

Rn

Pt(x) dx = 1. (5.10)

Weiter folgt aus (5.9)
Pt+s = Pt ∗ Ps. (5.11)

P (., .) ist homogen vom Grad −n , insbesondere

Pε(x) = ε−nP1(x/ε). (5.12)

Schließlich ist P radialsymmetrisch in x und monoton nicht-wachsend in |x| , insbe-
sondere ist Pt seine eigene monoton nicht-wachsende, radiale Maximalfunktion.

Zusammen mit den vorigen Bemerkungen und Lemma 2.3 erhalten wir folgenden Satz.

Satz 5.1 (Poisson-Integral) Das Poisson-Integral einer Funktion f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤
∞ ,

u(x, t) :=

∫

Rn

Pt(y)f(x− y) dy = (Pt ∗ f)(x) = (Ptf)(x)

ist harmonisch, in Rn+1
+ und erfüllt weiter

sup
t>0
‖ ut ‖Lp(Rn)≤‖ f ‖Lp(Rn), (5.13)

sup
t>0
|ut| ≤Mf, (5.14)

lim
t↓0

ut = f Ln − fast überall, (5.15)

ut → f in Lp(Rn) für 1 ≤ p <∞. (5.16)

Ist f stetig und beschränkt, so

ut → f gleichmäßig auf kompakten Mengen. (5.17)
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Beweis:
Mit (5.6) ist u wohldefiniert, und mit (5.8) kann u unter dem Integral differenziert
werden, und u ist harmonisch. (5.13) folgt aus (5.5), (5.10) und Proposition 1.2. (5.14)
und (5.17) folgen aus (5.5), (5.10), (5.12) und der Bemerkung vor diesem Satz und Lemma
2.3. (5.16) folgt aus (5.10), (5.12) und Standardresultaten für Faltungen.

///

Da Pt ∈ C0
∗ (R

n) kann Pt auch mit Maßen gefaltet werden.

Satz 5.2 Das Poisson-Integral eines endlichen Maßes µ ∈ M(Rn)

u(x, t) :=

∫

Rn

Pt(x− y) dµ(y) =

=

∫

Rn

µ̂(y) exp(2πi〈y, x〉) exp(−2π|y|t) dy = (Pt ∗ µ)(x) (5.18)

ist harmonisch in Rn+1
+ und erfüllt weiter

sup
t>0
‖ ut ‖L1(Rn)≤‖ µ ‖, (5.19)

ut → µ schwach∗ in C0
∗ (R

n)∗, (5.20)

d.h.

lim
t→0

∫

Rn

ut(x)ϕ(x) dx→
∫

Rn

ϕ dµ ∀ϕ ∈ C0
∗(R

n).

Beweis:
Die Identität (5.18) folgt aus Proposition 1.7 und (5.9). u ist harmonisch mit (5.8). (5.19)
folgt aus (5.5), (5.10) und Proposition 1.2. Für ϕ ∈ C0

b (R
n) gilt

∫

Rn

ut(x)ϕ(x) dx =

∫

Rn

∫

Rn

Pt(x− y)ϕ(x) dµ(y) dx =

=

∫

Rn

∫

Rn

Pt(y − x)ϕ(x) dx dµ(y) =

∫

Rn

Pt ∗ ϕ dy →
∫
ϕ dµ,

da Pt ∗ ϕ→ ϕ gleichmäßig auf Rn .

///

Die Sätze 5.1 und 5.2 haben folgende Umkehrung.

Satz 5.3 u sei harmonisch in Rn+1
+ und erfülle für ein 1 ≤ p ≤ ∞

sup
t>0
‖ ut ‖Lp(Rn)<∞. (5.21)

Dann ist u das Poisson-Integral einer Funktion f ∈ Lp(Rn) , falls 1 < p ≤ ∞ .
Für p = 1 ist u das Poisson-Integral eines endlichen Maßes µ ∈ M(Rn) . Kon-

vergiert ut in L1(Rn) für eine Teilfolge t → 0 , so ist u das Poisson-Integral einer
Funktion f ∈ L1(Rn) .
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✷

Zum Beweis zeigen wir zuerst einige Propositionen.

Proposition 5.2 Für u harmonisch in Rn+1
+ mit

sup
t>0
‖ ut ‖Lp(Rn)<∞

für ein 1 ≤ p <∞ gilt

‖ ut ‖L∞(Rn)≤ Cn sup
s>0
‖ us ‖Lp(Rn) t

−n/p ∀t > 0. (5.22)

Beweis:
Da u harmonisch ist, gilt mit dem Mittelwertsatz

u(x, t) = −
∫

Bn+1
t (x,t)

u dLn+1.

Daraus folgt

|u(x, t)| ≤
(
−
∫

Bn+1
t (x,t)

|u|p dLn+1
)1/p

≤ Cnt
−(n+1)/p

( 2t∫

0

∫

Rn

|us|p dLn ds

)1/p

≤

≤ Cnt
−(n+1)/p

(
t sup
s>0
‖ us ‖pLp(Rn)

)1/p
= Cn sup

s>0
‖ us ‖Lp(Rn) t

−n/p,

also (5.22).

///

Proposition 5.3 Für u harmonisch in Rn+1
+ mit

sup
t>0
‖ ut ‖Lp(Rn)<∞

für ein 1 ≤ p ≤ ∞ gilt
ut+s = Pt ∗ us für t, s > 0. (5.23)

Beweis:
Mit Proposition 5.2 ist u ∈ C0

b (xn+1 ≥ s) für s > 0 , und mit Satz 5.1 (5.17) ist Pt ∗us ∈
C0
b (R

n+1
+ ) . Damit ist

v(x, t) := u(x, t+ s)− (Pt ∗ us)(x)

stetig, beschränkt auf Rn+1
+ und

v(x, 0) = 0.

Aus der folgenden Proposition folgt v ≡ 0 und ut+s = Pt ∗ us , also (5.23).

///
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Proposition 5.4 Es sei v ∈ C0
b (R

n+1
+ ) harmonisch in Rn+1

+ und

v(x, 0) = 0 für x ∈ Rn.

Dann gilt v = 0 .

Beweis:
Wir setzen

v(x,−t) := −v(x, t) für t ≥ 0.

Damit ist v ∈ C0
b (R

n+1) ⊆ L1
loc(R

n+1) und für ϕ ∈ C∞
0 (Rn+1) gilt

∫

Rn+1

v∆ϕ dLn+1 ←
∫

|xn+1|≥ε

v∆ϕ dLn+1 =

=

∫

Rn

∞∫

ε

(
v(x, t)∆ϕ(x, t) + v(x,−t)∆ϕ(x,−t)

)
dt dx =

=

∫

Rn

∞∫

ε

v(x, t)
(
∆ϕ(x, t)−∆ϕ(x,−t)

)
dt dx.

Setzen wir ψ(x, t) := ϕ(x, t) − ϕ(x,−t) , so ist ψ ∈ C∞
0 (Rn+1), ψ(x, 0) = 0 , und

∫

Rn+1

v∆ϕ dLn+1 ←
∫

Rn

∞∫

ε

v(x, t)∆ψ(x, t) dt dx =

= −
∫

Rn

∞∫

ε

∇v(x, t)∇ψ(x, t) dt dx−
∫

Rn

v(x, ε)∂tψ(x, ε) dx =

=

∫

R

(∂tv(x, ε)ψ(x, ε) − v(x, ε)∂tψ(x, ε)) dx. (5.24)

Da v = 0 auf Rn × {0} und ∇ψ ∈ L∞(Rn+1
+ ) konvergiert der zweite Term gegen 0 .

Mit den Cauchy-Abschätzungen für harmonische Funktionen, siehe [GT] Theorem 2.10,
folgt

|∂tv(x, ε)| ≤
1

ε
sup

Bn+1
ε (x,ε)

|v|.

Da ψ(x, 0) = 0 , erhalten wir

|∂tv(., ε)ψ(., ε)| ≤ sup
Bn

R(0)×]0,2ε[
|v| ‖ ∇ψ ‖L∞(Rn+1

+ )→ 0

für großes R , da ψ kompakten Träger hat.
Mit (5.24) folgt

∫
v∆ϕ dLn+1 = 0 , also ist v mit dem Lemma von Weyl, siehe

[GT] Problem 2.8, harmonisch. Da v auf Rn+1 beschränkt ist, folgt mit dem Satz von
Liouville, daß v konstant ist, [GT] Problem 2.14, also v ≡ 0 , da v(x, 0) = 0 .
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///

Beweis von Satz 5.3:
Mit (5.21) konvergiert usk → f ∈ Lp(Rn) schwach in Lp(Rn) für 1 < p < ∞ ,
schwach∗ in L∞(Rn) für p = ∞ , und usk → µ ∈ M(Rn) schwach∗ inM(Rn) =
C0
∗ (R

n)∗ für p = 1 für eine Teilfolge sk → 0 .
Mit (5.6) und (5.23) folgt

ut ← ut+sk = Pt ∗ usk → Pt ∗ f punktweise

bzw.
ut ← ut−sk = Pt ∗ usk → Pt ∗ µ

punktweise.
Konvergiert usk → f in L1(Rn) , so folgt genauso

ut = Pt ∗ f.

///

Da Rn+1
+ einfach zumsammenhängend ist, existiert im Fall n = 1 eine zu u konjugiert

harmonische Funktion v , so daß F = u+iv holomorph ist bzw. die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen

∂1v + ∂2u = 0,

∂2v = ∂1u,
(5.25)

erfüllt sind. v ist bis auf eine additive Konstante eindeutig erfüllt.
Nun stellt sich die Frage, ob (5.21), d.h.

sup
t>0
‖ u(., t) ‖Lp(R)<∞

für ein 1 ≤ p ≤ ∞ auch
sup
t>0
‖ v(., t) ‖Lp(R)<∞

für geeignetes v . Für 1 < p < ∞ wird dies durch den Satz von M. Riesz positiv
beantwortet, siehe unten Korollar 5.5.

Mit (5.25) sehen wir, daß v zu u genau dann konjugiert harmonisch ist, falls (v, u) der
Gradient einer harmonischen Funktion ist. Für n ≥ 1 führt dies zu den verallgemeinerten
Cauchy-Riemann-Gleichungen

n+1∑

j=1

∂juj = 0,

∂juk = ∂kuj j, k = 1, . . . , n+ 1.

Die zweite Gleichung besagt, daß (u1, . . . un+1) lokal bzw. auf einfach zusammenhängenden
Gebieten der Gradient eine Funktion uk = ∂kH ist, und mit der ersten Gleichung folgt,
daß H harmonisch ist. Dabei entspricht u = un+1 = ∂n+1H .

Nach (5.8) ist der Poisson-Kern P = 2∂n+1Γ Ableitung der harmonischen Funktion
2Γ . Daher kommen wir zu folgender Definition.
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Definition 5.1 Die konjugierten Poisson-Kerne sind definiert durch

Qj
t (x) :=

1

πωn−1

xj
|(x, t)|n+1

= 2∂jΓ(x, t) x ∈ Rn, t ≥ 0, (x, t) 6= (0, 0). (5.26)

✷

Wir sehen
Qj

ε(x) = ε−n Qj
1(x/ε), (5.27)

und
Qj

t ∈ Lq(Rn) ∩ C0
∗ (R

n) ∀1 < q ≤ ∞. (5.28)

Mit (4.26) sehen wir, daß die konjugierten Poisson-Kerne die Kerne der Riesz-
Transformation fortsetzen, genauer

Qj
0(x) = Rj(x) =

1

πωn−1

xj
|x|n+1

x ∈ Rn − {0}. (5.29)

In der folgenden Proposition sehen wir, daß die konjugierten Poisson-Kerne die Riesz-
Transformation des Poisson-Kerns ist.

Proposition 5.5 Es gilt
Qj

t = RjPt, (5.30)

Q̂j
t (y) = −i

yj
|y| exp(−2π|y|t). (5.31)

Für f ∈ Lp(Rn), 1 < p <∞ , gilt

Qj
t ∗ f = Rj(Pt ∗ f) = Pt ∗ (Rjf), (5.32)

und für µ ∈ M(Rn) gilt
Qj

t ∗ µ = Rj(Pt ∗ µ). (5.33)

Beweis:
Für ε > 0 ist

(
(x, t) 7→ Qj

t+ε(x)
)

stetig, beschränkt und harmonisch auf Rn+1
+ . Mit

Satz 5.3 folgt

Qj
t+ε = Pt ∗Qj

ε in Rn+1
+ . (5.34)

Setzen wir
ϕ := Qj

1 −Rj,1,

wobei Rj,ε = χRn−Bn
ε (0)

Rj , und ϕε(x) = ε−nϕ(x/ε) , so sehen wir mit der Homogenität
von Rj und (5.27)

ϕε = Qj
ε −Rj,ε.

Mit (5.34) gilt

Qj
t −RjPt ← Qj

t+ε −Rj,εPt = Pt ∗Qj
ε − Pt ∗Rj,ε = Pt ∗ ϕε (5.35)

mit Konvergenz in Lp(Rn) für 1 < p <∞ , bzw. punktweise fast überall mit Satz 3.2.

59



Für |y| > 1 gilt

|πωn−1ϕ(y)| =
∣∣∣ yj
|(y, 1)|n+1

− yj
|y|n+1

∣∣∣ ≤
∣∣∣ |(y, 1)|

n+1 − |y|n+1

|(y, 1)|n+1|y|n
∣∣∣ ≤

≤ (1 + |y|)n+1 − |y|n+1

|(y, 1)|n+1|y|n ≤ Cn|(1, y)|−n−1

und für |y| ≤ 1 ist ϕ beschränkt. Daraus folgt ϕ ∈ L1(Rn) . Mit Standardfaltungs-
abschätzung bzw. Lemma 2.3 folgt

Pt ∗ ϕε → Pt

∫

Rn

ϕ = 0 in Lp(Rn)

für 1 ≤ p <∞ , da ϕ(y) = −ϕ(−y) , und aus (5.35) folgt (5.30). Mit Satz 4.3 (4.27) und
(5.9) erhalten wir, da Pt ∈ L2(Rn) ,

Q̂j
t(y) = R̂jPt(y) = mRj (y)P̂t(y) = −i

yj
|y| exp(−2π|y|t),

also (5.31).
Für f ∈ C∞

0 (Rn) gilt Pt ∗ f,Qj
t ∈ L2(Rn) mit (5.6), (5.28), und wir erhalten mit

Proposition 1.3, (4.27) und (5.31)

Q̂j
t ∗ f = Q̂j

t f̂ = mRj P̂tf̂ = mRj P̂t ∗ f = F(Rj(Pt ∗ f))

und

Q̂j
t ∗ f = mRj P̂tf̂ = P̂tR̂jf = F(Pt ∗ (Rjf)),

also (5.32) für f ∈ C∞
0 (Rn) .

Für f ∈ Lp(Rn), 1 < p < ∞ , folgt (5.32) durch Approximation mit
C∞
0 (Rn)−Funktionen und der Stetigkeit von Rj auf Lp(Rn) , siehe Satz 4.3, da

Qj
t , Pt ∈ Lq(Rn) für 1 < q ≤ ∞ mit (5.6) und (5.28).
Für µ ∈ M(Rn) gilt Pt ∗ µ,Qj

t ∈ L2(Rn) mit (5.6), (5.28), und wir erhalten wie
oben aus Proposition 1.3, (4.27) und (5.31)

Q̂j
t ∗ µ = Q̂j

rµ̂ = mRj P̂tµ̂ = mRj P̂t ∗ µ = F(Rj(Pt ∗ µ)),

also (5.33).

///

Kombinieren wir dies mit Lemma 3.1, so erhalten wir

Proposition 5.6 Qj
t ist vom schwachen Typ (1, 1) und vom starken Typ (p, p) für

1 < p <∞ , genauer

Ln(|Qj
t ∗ f | > α) ≤ Cn ‖ f ‖L1(Rn) α

−1 ∀α > 0, t > 0, (5.36)

‖ Qj
t ∗ f ‖Lp(Rn)≤ Cn,p ‖ f ‖Lp(Rn) ∀t > 0, 1 < p <∞. (5.37)
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Beweis:
Es folgt aus der vorigen Proposition 5.5 mit Satz 4.3, Proposition 1.2 und (5.5), (5.10)

Ln(|Qj
t ∗ f | > α) = Ln(|Rj(Pt ∗ f)| > α) ≤ Cn ‖ Pt ∗ f ‖L1(Rn) α

−1 ≤

≤ Cn ‖ Pt ‖L1(Rn) ‖ f ‖L1(Rn) α
−1 = Cn ‖ f ‖L1(Rn) α

−1

und
‖ Qj

t ∗ f ‖Lp(Rn)=‖ Rj(Pt ∗ f) ‖Lp(Rn)≤ Cn,p ‖ Pt ∗ f ‖Lp(Rn)≤
≤ Cn,p ‖ Pt ‖L1(Rn) ‖ f ‖Lp(Rn)= Cn,p ‖ f ‖Lp(Rn) .

///

Nun können wir die verallgemeinerten Cauchy-Riemann-Gleichungen lösen.

Satz 5.4 u sei harmonisch auf Rn+1
+ und erfülle für ein 1 ≤ p <∞

sup
t>0
‖ u(., t) ‖Lp(Rn)<∞. (5.38)

Dann existiert eine eindeutige Lösung der verallgemeinerten Cauchy-Riemann-
Gleichungen

n+1∑
j=1

∂juj = 0 in Rn+1
+ ,

∂juk = ∂kuj in Rn+1
+ , j, k = 1, . . . , n+ 1,

(5.39)

mit un+1 = u , und für ein p ≤ q <∞, q 6= 1 , tatsächlich für alle p ≤ q ≤ ∞, q 6= 1 ,

uj(., t) ∈ Lq(Rn) ∀t > 0, j = 1, . . . , n, (5.40)

und diese ist gegeben durch
uj(., t) = Rju(., t). (5.41)

Mit Satz 5.3 ist u das Poisson-Integral

u(., t) = Pt ∗ f

einer Funktion f ∈ Lp(Rn) für 1 < p <∞ bzw.

u(., t) = Pt ∗ µ

eines endlichen Borel-Maßes µ ∈ M(Rn) für p = 1 .
Dann gilt

uj(., t) = Qj
t ∗ f für 1 < p <∞, (5.42)

bzw.
uj(., t) = Qj

t ∗ µ für p = 1. (5.43)

Für 1 < p <∞ gilt weiter

sup
t>0
‖ uj(., t) ‖Lp(Rn)<∞ j = 1, . . . , n (5.44)

u(., t), uj(.., t)→ f,Rjf in Lp(Rn) für t→ 0, j = 1, . . . n. (5.45)
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Für p = 1 gilt
sup
t>0
‖ uj(., t) ‖L1(Rn)<∞, (5.46)

genau dann, wenn µj ∈ M(Rn) existiert mit

µ̂j = mRj µ̂. (5.47)

Gilt dies für alle j = 1, . . . , n , so existiert f ∈ L1(Rn) mit Rjf ∈ L1(Rn) und

µ = fLn, µj = (Rjf)Ln,
u(., t)→ f in L1(Rn) für t→ 0,

uj(., t)→ Rjf in L1(Rn) für t→ 0,

uj(., t) = Pt ∗Rjf,

(5.48)

und ∫

Rn

sup
t>0

n+1
sup
j=1
|uj(., t)| dLn ≤

≤ Cn sup
t>0

n+1
sup
j=1
‖ uj(., t) ‖L1(Rn)≤ Cn

n
sup
j=1
‖ f,Rjf ‖L1(Rn)<∞. (5.49)

Beweis:
Zur Existenz erhalten wir f ∈ Lp(Rn) bzw. µ ∈ M(Rn) mit u(., t) = Pt∗f bzw. u(., t) =
Pt∗µ mit Satz 5.3 und definieren uj in (5.41) oder mit (5.32), (5.33) äquivalent in (5.42),
(5.43). Mit (5.28) ist uj wohldefiniert und

uj(., t) ∈ Lq(Rn) ∀t > 0, p < q ≤ ∞, j = 1, . . . , n.

Mit Proposition 5.5 erhalten wir außerdem uj(., t) ∈ Lp(Rn) für 1 < p < ∞ . Damit
erfüllt uj (5.40) für alle angegebenen q .

Mit (5.26) kann uj unter dem Integral differenziert werden, und wir erhalten

∂kuj(x, t) =

∫

Rn

2∂jkΓ(x− y, t)f(y) dy

bzw.

∂kuj(x, t) =

∫

Rn

2∂jkΓ(x− y, t) dµ(y).

Da Γ harmonisch ist, folgt (5.39).
Nun sei umgekehrt uj eine Lösung von (5.39) mit (5.40) und un+1 = u . Subtrahieren

wir unsere bereits konstruierte Lösung, so können wir un+1 = 0 annehmen und müssen

uj = 0 j = 1, . . . , n

zeigen. Aus (5.39) existiert eine harmonische Funktion H ∈ C∞
loc(R

n+1
+ ) mit ∇x,tH =

(u1, . . . , un+1) . Da un+1 = 0 , ist H unabhängig von t . Somit ist H ∈ C∞
loc(R

n) mit
∇H = (u1, . . . , un) ∈ Lq(Rn) für ein p ≤ q <∞, q 6= 1 .
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Insbesondere sind uj ∈ Lq(Rn) harmonisch. Mit dem Mittelwertsatz erhalten wir

|uj(x)| ≤ −
∫

Bn
R(x)

|uj | dLn ≤
(
−
∫

Bn
R(x)

|uj |q dLn
)1/q

≤ CnR
−n/q ‖ uj ‖Lq(Rn)→ 0 für R→∞,

da q <∞ . Dies ergibt uj = 0 , und die Eindeutigkeit ist bewiesen.
Für 1 < p <∞ folgt (5.44) aus (5.37) und (5.42). Weiter folgt (5.45) aus (5.41), der

Stetigkeit von Rj auf Lp(Rn) und Satz 5.1.
Gilt (5.46) im Fall p = 1 , so sehen wir mit Satz 5.3

uj(., t) = Pt ∗ µj

für µj ∈ M(Rn+1), µn+1 = µ . Mit (5.41) und u(., t) ∈ L2(Rn) für t > 0 folgt

P̂tµ̂j = P̂t ∗ µj = ûj(., t) = R̂ju(., t) = mRj û(., t) = mRj P̂t ∗ µ = mRj P̂tµ̂,

also
µ̂j = mRj µ̂,

da P̂t 6= 0 mit (5.9).
Gilt umgekehrt (5.47), so sehen wir mit (5.41) und u(., t) ∈ L2(Rn) für t > 0

ûj(., t) = R̂ju(., t) = mRj û(., t) = mRj P̂t ∗ µ = P̂tmRj µ̂ = P̂tµ̂j = P̂t ∗ µj,

also
uj(., t) = Pt ∗ µj,

und (5.46) folgt aus Satz 5.1 (5.13).
Die Konklusionen (5.48), (5.49) brauchen mehr Vorbereitung und werden unten be-

wiesen.

//

Zuerst geben wir für n = 1 den folgenden Satz von M. Riesz als Korollar.

Korollar 5.5 (M. Riesz) Es sei u harmonisch in R2
+ und erfülle

sup
y>0
‖ u(., y) ‖Lp(R)<∞

für ein 1 < p <∞ , also u(., y) = Py ∗ f für ein f ∈ Lp(R) mit Satz 5.3.
Dann ist

vy = Qy ∗ f = Py ∗Hf = H(Py ∗ f),
d.h.

v(x, y) :=
1

π

∫

R

τ

τ2 + y2
f(x− τ) dτ

zu u konjugiert harmonisch und

‖ v(., y) ‖Lp(R)≤ Cp ‖ f ‖Lp(R) .
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Beweis:
Mit Satz 5.4 ist v konjugiert harmonisch zu u , und die Abschätzung folgt aus Proposition
5.6

///

Zum Beweis von (5.48), (5.49) in Satz 5.4 für p = 1 unter der Annahme (5.46) brauchen
wir folgende Propositionen.

Proposition 5.7 Es sei F = (u1, . . . , un+1) : U ⊆ Rn+1 → R(n+1)×m eine vektorwertige
Lösung der verallgemeinerten Cauchy-Riemann-Gleichungen (5.39) in einer offenen Men-
ge U ⊆ Rn+1 .

Dann ist |F |q für q ≥ (n− 1)/n subharmonisch. Genauer gilt

cq|F |q−2|∇F |2 ≤ ∆|F |q ≤ Cq|F |q−2|∇F |2 in [F 6= 0] (5.50)

mit 0 ≤ cq ≤ Cq <∞, cq > 0 für q > (n− 1)/n .
Für q ≥ 2 können wir

Cq = q(q − 1), cq = q,

und für (n− 1)/n ≤ q ≤ 2

Cq = q, cq = q
(
1 + (q − 2)

n

n+ 1

)

wählen.

Beweis:
Im Beweis von Satz 5.4 haben wir bereits gesehen, daß lokal eine harmonische Funktion H
mit ∇H = F existiert. Damit sind die uj harmonisch und F, uj ∈ C∞

loc(U) . Ist F (x0) =

0 für ein x0 ∈ U , so betrachten wir o.B.d.A. x0 ∈ Rn
+ und Fε := F + ε(Qj

t , Pt)e1 .
Fε löst (5.39) in U ∩ Rn

+ und Fε(x0) 6= 0 . Da Fε → F und die Behauptung lokal ist,
können wir F 6= 0 auf U annehmen. Insbesondere folgt |F |q ∈ C∞

loc(U) .
Wir rechnen

∂k|F |q = q|F |q−2
n+1∑

j=1

〈uj , ∂kuj〉 = q|F |q−2〈F, ∂kF 〉,

∂kk|F |q = q|F |q−2
n+1∑

j=1

〈uj , ∂kkuj〉+ q|F |q−2
n+1∑

j=1

〈∂kuj, ∂kuj〉+ q(q − 2)|F |q−4|〈F, ∂kF 〉|2.

Da uj harmonisch sind, folgt

∆|F |q = q|F |q−4
(
|F |2|∇F |2 + (q − 2)|〈F,∇F 〉|2

)
. (5.51)

Für q ≥ 2 folgt sofort
∆|F |q ≥ q|F |q−2|∇F |2

und |F |q ist subharmonisch. Weiter folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

|〈F,∇F 〉|2 ≤ |F |2|∇F |2,
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also
∆|F |q ≤ q(q − 1)|F |q−2|∇F |2.

Für q ≤ 2 folgt sofort
∆|F |q ≤ q|F |q−2|∇F |2.

Weiter zeigen wir die verbesserte Cauchy-Schwarz-Ungleichung

n+1∑

k=1

∣∣∣∣
n+1∑

j=1

〈uj , ∂kuj〉
∣∣∣∣
2

≤ n

n+ 1

n+1∑

j=1

|uj |2
n+1∑

j,k=1

|∂kuj |2. (5.52)

Ist diese Ungleichung bewiesen, so ergibt dies

|〈F,∇F 〉|2 =
n+1∑

k=1

∣∣∣∣
n+1∑

j=1

〈uj , ∂kuj〉
∣∣∣∣
2

≤ n

n+ 1

n+1∑

j=1

|uj |2
n+1∑

j,k=1

|∂kuj|2 =
n

n+ 1
|F |2 |∇F |2,

und mit (5.51) folgt

∆|F |q = q|F |q−4
(
|F |2|∇F |2 + (q − 2)|〈F,∇F 〉|2

)
≥

≥ q
(
1 + (q − 2)

n

n + 1

)
|F |q−2|∇F |2 ≥ 0,

falls q ≥ (n − 1)/n wie angenommen.
Mit der verallgemeinerten Cauchy-Riemann-Gleichung sehen wir, daß die Matrizen

(∂ku
i
j)k,j=1,...,n+1 symmetrisch und spurfrei sind. Damit folgt (5.52) aus der nächsten

elementaren Proposition und der darauffolgenden Bemerkung.

///

Proposition 5.8 Für A ∈ R(n+1)×(n+1) symmetrisch und spurfrei gilt

λ(A) = sup |spec(A)| = sup
|x|≤1

|Ax| ≤
√

n

n+ 1
‖ A ‖2,

wobei |x|2 = ∑n+1
j=1 |xj |2 und ‖ A ‖22=

∑n+1
j,k=1 |ajk|2 mit A = (ajk) .

Beweis:
Da λ(A) und ‖ A ‖2 invariant unter orthogonalen Transformationen sind, können wir
A = diag(λ1, . . . λn+1) als diagonal mit Eigenwerten λ1, . . . λn+1 , entsprechend ihrer
Vielfachheit gezählt, annehmen.

Nach Voraussetzung gilt 0 = tr(A) =
∑n+1

j=1 λj . Für 1 ≤ k ≤ n + 1 folgt λk =
−∑

j 6=k λj , und mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung

λ2k ≤ n ·
∑

j 6=k

λ2j

und

λ2k ≤
n

n+ 1

n+1∑

j=1

λ2j , k = 1, . . . , n+ 1,

also die Behauptung.
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///

Bemerkung:

Für symmetrische und spurfreie A1, . . . , Am ∈ R(n+1)×(n+1) und x1, . . . , xm ∈ Rn+1 sehen
wir ∣∣∣

m∑

i=1

Aixi

∣∣∣ ≤
m∑

i=1

|Aixi| ≤
m∑

i=1

√
n

n+ 1
‖ Ai ‖2 |xi| ≤

≤
(

n

n+ 1

m∑

i=1

‖ Ai ‖22 ·
m∑

i=1

|xi|2
)1/2

.

✷

Proposition 5.9 F = (u1, . . . , un+1) seien eine Lösung von (5.39) in Rn+1
+ mit

sup
t>0
‖ F (., t) ‖L1(Rn)<∞. (5.53)

Dann gilt ∫

Rn

sup
t>0
|F (x, t)| dx ≤ Cn sup

t>0
‖ F (., t) ‖L1(Rn)<∞. (5.54)

Beweis:
Für (n− 1)/n ≤ q < 1, ε > 0 , setzen wir

gε(x) := |F (x, ε)|q für x ∈ Rn

und
vε(x, t) := (Pt ∗ gε)(x) ≥ 0 für x ∈ Rn, t > 0.

Für p = 1/q > 1 gilt

∫

Rn

|gε|p dLn =

∫

Rn

|F (x, ε)| dx ≤ sup
t>0
‖ F (., t) ‖L1(Rn)<∞,

und wir erhalten für eine Teilfolge εm → 0

gεm → g schwach in Lp(Rn),

mit
‖ g ‖pLp(Rn)≤ sup

t>0
‖ F (., t) ‖L1(Rn)<∞. (5.55)

Setzen wir v(x, t) = (Pt ∗ g)(x) für x ∈ Rn, t > 0 , so sehen wir mit den Cauchy-
Abschätzungen, da vε harmonisch sind, dass

vεm → v gleichmäßig auf kompakten Teilmengen von Rn+1
+ . (5.56)

Mit Satz 5.3 und (5.53) sind uj Poisson-Integrale

uj(., t) = Pt ∗ µj
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von endlichen Maßen µj ∈ M(Rn) . Für |x| ≥ 2R ≥ 1, t > 0 , folgt

|uj(x, t+ ε)| ≤ Cn

∫

Bn
R(0)

1

|x− y|n d|µj |(y) + Cn

∫

Rn−Bn
R(0)

ε−n d|µj | ≤

≤ CnR
−n ‖ µj ‖ +Cnε

−n|µj |(Rn −Bn
R(0)),

also
lim

|x|→∞
sup
t>0
|uj(x, t+ ε)| = 0. (5.57)

Mit Proposition 5.2 gilt
‖ uj(., t) ‖L∞(Rn)≤ Ct−n.

Zusammen folgt
lim

|(x,t)|→∞
|F (x, t+ ε)|q = 0. (5.58)

Da |F |q mit Proposition 5.7 subharmonisch ist, vε ≥ 0 harmonisch ist und vε(x, 0) ≥
|F (x, ε)|q folgt mit (5.58) zuerst vε + δ ≥ |F (.,+ε)|q ∀δ > 0 und mit (5.56) für
δ → 0, εm → 0

v ≥ |F |q in Rn+1
+ .

Mit Satz 5.1 (5.14) erhalten wir

∫

Rn

sup
t>0
|F (x, t)| dx ≤

∫

Rn

sup
t>0
|v(x, t)|p dx ≤

∫

Rn

|Mg|p dLn ≤

≤ Cp

∫

Rn

|g|p dLn ≤ Cp sup
t>0
‖ F (., t) ‖L1(Rn),

wobei wir (5.55) und Satz 2.5 verwendet haben. Dies ist (5.54), und die Proposition ist
bewiesen.

///

Abschluß des Beweises von Satz 5.4:
Aus (5.46) folgt mit Proposition 5.9 sofort die erste Abschätzung in (5.49). Wir setzen
g(x) := supt>0 sup

n+1
j=1 |uj(x, t)| und sehen g ∈ L1(Rn) . Wie schon bemerkt, folgt aus

(5.46) mit Satz 5.3
uj(., t) = Pt ∗ µj (5.59)

für ein µj ∈ M(Rn+1), µn+1 = µ . Mit Satz 5.2 folgt

uj(., t)→ µj schwach∗ in C0
∗ (R

n)∗.

Da |uj(., t)| ≤ g ∈ L1(Rn) , folgt

|µj |(U) ≤
∫

U

g dLn ∀U ⊆ Rn offen.
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Damit ist µj absolutstetig bezüglich Ln , also µj = fjLn, fj ∈ L1(Rn), f := fn+1 . Dies
ergibt uj(., t) = Pt ∗ fj und mit Satz 5.1 (5.16) folgt uj(., t)→ fj in L1(Rn) für t→ 0 .
Da die Riesz-Transformation mit Satz 4.3 vom schwachen Typ (1, 1) ist, folgt mit (5.41)

uj(., t) = Rju(., t)→ Rjf

im Maß, also Rjf = fj ∈ L1(Rn) , und (5.48) ist vollständig bewiesen.
Schließlich folgt aus (5.59) und Satz 5.2 (5.19) zusammmen mit (5.48)

sup
t>0
‖ uj(., t) ‖L1(Rn)≤‖ µj ‖=‖ Rjf ‖L1(Rn),

also die zweite Ungleichung in (5.49).

///

Aus Satz 5.4 folgt aus der Beschränktheit der L1−Normen der uj(, .t) , daß die Maxi-
malfunktion supt>0 supj |uj(., t)| in L1(Rn) liegt.

Satz 5.6 Für f ∈ L1(Rn) sind folgende Aussagen äquivalent:

Rjf ∈ L1(Rn) für j = 1, . . . , n, (5.60)

sup
t>0

n
sup
j=1
‖ Qj

t ∗ f ‖L1(Rn)<∞, (5.61)

sup
t>0
|Pt ∗ f | ∈ L1(Rn). (5.62)

In diesem Fall gilt

‖ sup
t>0

n
sup
j=1
|Pt ∗ f,Qj

t ∗ f | ‖L1(Rn)≈‖ sup
t>0
|Pt ∗ f | ‖L1(Rn)≈ (5.63)

≈ sup
t>0

n
sup
j=1
‖ Pt ∗ f,Qj

t ∗ f ‖L1(Rn)≈
n

sup
j=1
‖ f,Rjf ‖L1(Rn)

mit Konstanten, die nur von n abhängen.

Beweis:
Aus Satz 5.4 folgt sofort (5.61) ⇒ (5.60). Umgekehrt erhalten wir aus (5.60) mit Satz 4.1

(4.16) für K = Rj , daß R̂jf = mRj f̂ und wieder folgt mit Satz 5.4

‖ sup
t>0

n
sup
j=1
|Pt ∗ f,Qj

t ∗ f | ‖L1(Rn)≤ Cn sup
t>0

n
sup
j=1
‖ Pt ∗ f,Qj

t ∗ f ‖L1(Rn)≤

≤ Cn
n

sup
j=1
‖ f,Rjf ‖L1(Rn)<∞,

also (5.61). Insbesondere folgt (5.62) aus (5.60) bzw. (5.61). Weiter gilt klarerweise

sup
t>0

n
sup
j=1
‖ Pt ∗ f,Qj

t ∗ f ‖L1(Rn)≤‖ sup
t>0

n
sup
j=1
|Pt ∗ f,Qj

t ∗ f | ‖L1(Rn),

und, da Qj
t ∗ f = Pt ∗Rjf , folgt aus Satz 5.1 (5.16)

n
sup
j=1
‖ f,Rjf ‖L1(Rn)≤ sup

t>0

n
sup
j=1
‖ Pt ∗ f,Qj

t ∗ f ‖L1(Rn) .
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Daher verbleibt es zu zeigen, daß

sup
t>0

n
sup
j=1
‖ Qj

t ∗ f ‖L1(Rn)≤ Cn ‖ sup
t>0
|Pt ∗ f | ‖L1(Rn) . (5.64)

Zum Beweis von (5.64) benötigen wir einige Propositionen.

//

Zuerst führen wir die nicht-tangentialen Maximalfunktionen ein.

Definition 5.2 Für eine Funktion u auf Rn+1
+ definieren wir die nicht-tangentialen

Maximalfunktionen durch
M0u(x) := sup

t>0
|u(x, t)|

und für a > 0

Mau(x) := sup
|y−x|<at

|u(y, t)| = sup
Γa(x)

|u(y, t)| für x ∈ Rn,

wobei Γa(x) der Kegel

Γa(x) := {(y, t) ∈ Rn+1
+ | |x− y| < at}

ist.

✷

Proposition 5.10 Für u harmonisch in Rn+1
+ gilt

‖ Mau ‖Lp(Rn)≤ Cn,p,a ‖ M0u ‖Lp(Rn) ∀a ≥ 0, 0 < p ≤ ∞.

Beweis:
Mit lokalen Maximumabschätzungen für elliptische Differentialoperatoren in Nicht-
Divergenzform, siehe [GT] Theorem 9.20 oder Satz A.1, erhalten wir

|u(y, t)|q ≤ Cn,q −
∫

Bn+1
t (y,t)

|u|q dLn+1 ≤

≤ Cn,q −
∫

Bn
t (y)

|M0u|q dLn ∀q > 0, y ∈ Rn, t > 0.

Für |x− y| < at folgt

|u(y, t)|q ≤ Cn,q,a−
∫

Bn
t(a+1)

(x)

|M0u|q dLn,

also
(Mau)(x)

q ≤ Cn,q,aM((M0u)
q)(x),
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wobei M die Maximalfunktion in Rn bezeichnet. Für 0 < q = p/2 < p <∞ erhalten
wir mit Satz 2.5

‖ Mau ‖Lp(Rn)≤ Cn,q,a

∥∥∥M
(
(M0u)

q
)∥∥∥

1/q

Lp/q(Rn)
≤

≤ Cn,p,a ‖ (M0u)
q ‖1/q

Lp/q(Rn)
= Cn,p,a ‖ M0u ‖Lp(Rn) .

Für p =∞ wählen wir q = 1 und erhalten mit Satz 2.5

‖ Mau ‖L∞(Rn)≤ Cn,a ‖M(M0u) ‖L∞(Rn)≤ Cn,a ‖ M0u ‖L∞(Rn) .

///

Als nächstes führen wir das sogenannte Flächenintegral ein.

Definition 5.3 Für u ∈ C1
loc(R

n+1
+ ), a > 0, definieren wir das Flächenintegral von u

durch

(Sau)(x) :=

( ∫

Γa(x)

t1−n|∇u(y, t)|2 d(y, t)

)1/2

.

✷

Die folgende Proposition stellt einfache Eigenschaften des Flächenintegrals zusammen.

Proposition 5.11 Für u harmonisch in Γb(x), x ∈ Rn, 0 < a < b gilt

tk|Dku(y, t)| ≤ Cn,k,a,bMbu(x) ∀(y, t) ∈ Γa(x), k ∈ N0, (5.65)

tk|Dku(y, t)| ≤ Cn,k,a,b Sbu(x) ∀(y, t) ∈ Γa(x), k ∈ N, (5.66)
∫

Γa(x)

t2k−n−1|Dku(y, t)|2 d(y, t) ≤ Cn,k,a,b Sbu(x)
2 ∀k ∈ N, (5.67)

und, falls

∇u(., t)→ 0 punktweise in Rn für t→∞, k = 1,

sup |∇u(., t)| → 0 für t→∞, k ≥ 2,
(5.68)

so gilt

sup
ω∈Γa(0)∩Bn+1

1 (0)

∞∫

0

r|∇u(x+ rω)|2 dr ≤ Cn,k,a,b

∫

Γb(x)

t2k−n−1|∂kt u(y, t)|2 d(y, t) ∀k ∈ N

(5.69)
und

Sau(x)
2 ≤ Cn,k,a,b

∫

Γb(x)

t2k−n−1|∂kt u(y, t)|2 d(y, t) ∀k ∈ N. (5.70)
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Beweis:
Wir wählen 0 < δ = δ(a, b) < 1/2 mit

a+ δ

1− δ < b.

Dann gilt für (y, t) ∈ Γa(x), (z, s) ∈ Bδt(y, t)

t/2 < (1− δ)t < s < (1 + δ)t < (3/2)t,

|x− z| ≤ |x− y|+ |y − z| < (a+ δ)t ≤ a+ δ

1− δ s < bs,

also
Bδt(y, t) ⊆ Γb(x) ∩ {(1 − δ)t < xn+1 < (1 + δ)t}. (5.71)

Mit den Cauchy-Ungleichungen gilt

tk|Dku(y, t)| ≤ Cn,k,δ sup
Bδt(y,t)

|u| ≤ Cn,k,a,bMbu(x) für k ∈ N0,

also (5.65).
Genauso folgt mit den Cauchy-Ungleichungen und dem Mittelwertsatz

tk−1|Dku(y, t)| ≤ Cn,k,δ sup
Bδt/2(y,t)

|∇u| ≤ Cn,k,a,b−
∫

Bδt(y,t)

|∇u| dLn+1 ≤ (5.72)

≤ Cn,k,a,b

(
t−2

∫

Bδt(y,t)

s1−n|∇u(z, s)|2 d(z, s)

)1/2

≤ Cn,k,a,bt
−1Sbu(x) für k ∈ N,

also (5.66).
Andererseits folgt mit (5.72)
∫

Γa(x)

t2k−n−1|Dku(y, t)|2 d(y, t) ≤ Cn,k,a,b

∫

Γa(x)

∫

Bδt(y,t)

s−2n|∇u(z, s)|2 d(z, s) d(y, t) ≤

≤ Cn,k,a,b

∫

Γb(x)

∫

B2δs(z,s)∩Γa(x)

s−2n|∇u(z, s)|2 d(y, t) d(z, s) ≤

≤ Cn,k,a,b

∫

Γb(x)

s1−n|∇u(z, s)|2 d(z, s) = Cn,k,a,b Sbu(x)
2,

also (5.67).
Zum Beweis von (5.69) nehmen wir x = 0 an. Aus (5.68) folgt mit (5.72)

lim
t→∞

tj−1Dju(y, t) = 0 ∀y ∈ Rn, j = 1, . . . , k.

Partielle Integration ergibt

∇u(y, s) = lim
σ→∞

(−1)k
(k − 1)!

σ∫

s

(t− s)k−1 ∇∂kt u(y, t) dt ∀(y, s) ∈ Γa(0). (5.73)
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Mit den Cauchy-Ungleichungen und dem Mittelwertsatz erhalten wir wie in (5.72)

|∇∂kt u(y, t)| ≤ Cn,k,δ

(
t−3−n

∫

Bδt(y,t)

|∂kt u|2 dLn+1

)1/2

.

Setzen wir
Mt := Γb(0) ∩ {(1 − δ)t < xn+1 < (1 + δ)t}, (5.74)

so ergibt sich mit (5.71)

|∇∂kt u(y, t)| ≤ Cn,k,a,b t
−(n+3)/2

( ∫

Mt

|∂kt u|2 dLn+1

)1/2

=

=: Cn,k,a,b t
−(n+3)/2I

1/2
t ∀(y, t) ∈ Γa(0). (5.75)

Für ω ∈ Γa(0) ∩ ∂Bn+1
1 (0), r > 0 folgt (y, s) := rω ∈ Γa(0) ,

(1 + a2)−1/2r ≤ s = rωen+1 ≤ r,

und mit (5.73) und (5.75)

|∇u(rω)| ≤ Cn,k,a,b

∞∫

(1+a2)−1/2r

tk−(n+5)/2I
1/2
t dt ∀ω ∈ Γa(0) ∩ ∂Bn+1

1 (0), r > 0.

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

r|∇u(rω)|2 ≤ Cn,k,a,b r

∞∫

(1+a2)−1/2r

t2k−n−3It dt

∞∫

(1+a2)−1/2r

t−2 dt ≤

≤ Cn,k,a,b

∞∫

(1+a2)−1/2r

t2k−n−3It dt ∀ω ∈ Γa(0) ∩ ∂Bn+1
1 (0), r > 0.

Dies ergibt
∞∫

0

r|∇u(rω)|2 dr ≤ Cn,k,a,b

∞∫

0

(1+a2)1/2t∫

0

t2k−n−3It dr dt ≤ (5.76)

≤ Cn,k,a,b

∞∫

0

t2k−n−2It dt ∀ω ∈ Γa(0) ∩ ∂Bn+1
1 (0).

Für die rechte Seite erhalten wir mit (5.74) und (5.75)

∞∫

0

t2k−n−2It dt =

∞∫

0

∫

Rn

(1+δ)t∫

max(|y|/b,(1−δ)t)

t2k−n−2|∂kn+1u(y, s)|2 ds dy dt =
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=

∫

Γb(0)

(1−δ)−1s∫

(1+δ)−1s

t2k−n−2|∂kn+1u(y, s)|2 dt d(y, s) ≤

≤ Ck,n,δ

∫

Γb(0)

s2k−n−1|∂kn+1u(y, s)|2 d(y, s),

und (5.69) folgt mit (5.76).
Integrieren wir die linke Seite von (5.76) über Γa(0) ∩ ∂Bn+1

1 (0) , so ergibt sich

∫

Γa(0)∩∂Bn+1
1 (0)

∞∫

0

r|∇u(rω)|2 dr darea∂Bn+1
1 (0)(ω) =

∫

Γa(0)

|(y, t)|1−n |∇u(y, t)|2 d(y, t) ≥

≥ c0(n, a)
∫

Γa(0)

t1−n|∇u(y, t)|2 d(y, t) = c0(n, a)Sau(0)
2,

da
|(y, t)| ≤ (1 + a2)1/2t ∀(y, t) ∈ Γa(0).

Damit folgt (5.70) aus (5.69).

///

Proposition 5.12 Für u harmonisch in Γa(x), x ∈ Rn, 0 < a, uε(y, t) := u(y, t + ε)
gilt

Sau(x) ≤ lim inf
ε→0

Sauε(x) (5.77)

und
Sauε(x) ≤ Cn,aSau(x). (5.78)

Beweis:
Mit der Definition 5.3 von Sau(x) sehen wir mit dem Lemma von Fatou

lim inf
ε→0

Sauε(x)
2 ≥

∫

|y−x|<at

lim inf
ε→0

t1−n|∇u(y, t+ ε)|2 d(y, t) =

=

∫

|y−x|<at

t1−n|∇u(y, t)|2 d(y, t) = Sau(x)
2,

also (5.77).
Umgekehrt rechnen wir

Sauε(x)
2 =

∫

|y−x|<at

t1−n|∇u(y, t+ ε)|2 d(y, t) =

=

∫

|y−x|<at,t≥ε

t1−n|∇u(y, t+ ε)|2 d(y, t) +

∫

|y−x|<at,t<ε

t1−n|∇u(y, t+ ε)|2 d(y, t).
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Für |y − x| < at, t < ε sehen wir |y − x| < (a/2)(t + ε) , also (y, t + ε) ∈ Γa/2(x) und
mit (5.66) erhalten wir

|∇u(y, t+ ε)| ≤ Cn,aSau(x)/(t + ε) ≤ Cn,aSau(x)/ε für |y − x| < at, t < ε.

Dies ergibt
Sauε(x)

2 ≤

≤ 2n−1

∫

|y−x|<at

(t+ ε)1−n|∇u(y, t+ ε)|2 d(y, t) +

ε∫

0

∫

Bat(x)

t1−nCn,aSau(x)
2ε−2 dy dt ≤

≤ 2n−1Sau(x)
2 +Cn,aSau(x)

2ε−2

ε∫

0

t dt ≤ Cn,aSau(x)
2,

also (5.78), und die Proposition ist bewiesen.

///

Für harmonische Funktionen sind die Integrale der p−ten Potenz der Maximalfunktionen
und des Flächenintegrals vergleichbar.

Proposition 5.13 Für u harmonisch in Rn+1
+ , 0 < p < 2, a > 0, gilt

M0u ∈ Lp(Rn)⇐⇒





Sau ∈ Lp(Rn),

u(0, t)→ 0 für t→∞,
(5.79)

und in diesem Fall gilt weiter

‖ M0u ‖Lp(Rn)≈‖ Sau ‖Lp(Rn) (5.80)

mit Konstanten, die nur von n, p, a abhängen.

Bemerkung:

Die Proposition gilt für 0 < p <∞ ; wir benötigen sie aber nur für p = 1 .

✷

Beweis:
Zuerst betrachten wir u ∈ C∞

loc(R
n+1
+ ), λ ∈ Lp(Rn) ∩ L∞(Rn), δ > 0 mit

|Dku(x, t)| ≤ Ck(u)(1 + t)−n/2−k−δ ∀(x, t) ∈ Rn+1
+ , k ∈ N0, (5.81)

|Dku(x, t)| ≤ Ck(u)(1 + t)−kλ(x) ∀(x, t) ∈ Rn+1
+ , k ∈ N0, (5.82)

lim
|(x,t)|→∞

|u(x, t)| = 0. (5.83)

(5.82) ergibt M0u ∈ Lp(Rn) , also Mau ∈ Lp(Rn) für alle a > 0 mit Proposition 5.10.
(5.81) und (5.83) ergeben

lim
|x|→∞

Mau(x) = 0 ∀a > 0. (5.84)
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Für 0 < α < ∞ betrachten wir A := [M2au ≤ α] ⊆ Rn abgeschlossen, U := Rn −
A offen mit Ln(U) <∞ und Ω := ∪x∈AΓa(x) . Wir rechnen

∫

A

|Sau|2 dLn =

∫

A

∫

Γa(x)

t1−n|∇u(y, t)|2 d(y, t) dx =

=

∫

Ω

t1−n|∇u(y, t)|2Ln(A ∩Bat(y)) d(y, t) ≤ Cn,a

∫

Ω

t|∇u(y, t)|2 d(y, t). (5.85)

Setzen wir ϕ(y) := a−1d(y,A) , so sehen wir Lip ϕ ≤ a−1 und

Ω = ∪x∈AΓa(x) = {(y, t) | t > ϕ(y)}.

Da u harmonisch ist, gilt ∆(|u|2) = 2|∇u|2 und

∫

Ω

t|∇u(y, t)|2 d(y, t) =

∫

Rn

∞∫

ϕ(y)

t∆(|u|2)(y, t) dt dy

Dabei beachten wir für 0 ≤ σ ≤ 1 mit (5.81) und (5.82)

t|∇u(y, t)|2 + t|D2(|u|2)(y, t)| ≤ C
(
t|∇u(y, t)|2 + t|u(y, t)||D2u(y, t)|

)
≤

≤ C(u)t(1 + t)−2−(1−σ)(n/2+δ)λ(y)1+σ , (5.86)

also für p ≤ 1 + σ < 2

∫

Rn

∞∫

0

(
t|∇u(y, t)|2 + t|D2(|u|2)(y, t)|

)
dt <∞,

und alle auftretenden Integrale sind integrierbar. Weiter sehen wir mit (5.81)

∣∣∣t∂i|u|2(y, t)
∣∣∣ ≤ C(u)(1 + t)−n−2δ,

∣∣∣∂i
(
t∂i|u|2(y, t)

)∣∣∣ ≤ C(u)(1 + t)−n−2δ−1,

|t∂t|u|2(y, t)|+ |u(y, t)|2 ≤ C(u)(1 + t)−n−2δ → 0 für t→∞.

Daher können wir unter dem Integral differenzieren und erhalten

∞∫

ϕ(y)

t∆(|u|2)(y, t) dt =

=
n∑

i=1

(
∂i

( ∞∫

ϕ(y)

t∂i|u|2(y, t) dt
)
+ ϕ(y)∂i|u|2(y, ϕ(y))∂iϕ(y)

)
+

+[t∂t|u|2(y, t)]∞ϕ(y) −
∞∫

ϕ(y)

∂t|u|2(y, t) dt =
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=

n∑

i=1

(
∂i

( ∞∫

ϕ(y)

t∂i|u|2(y, t) dt
)
+ ϕ(y)∂i|u|2(y, ϕ(y))∂iϕ(y)

)
+

+|u(y, ϕ(y))|2 − ϕ(y)∂t|u|2(y, ϕ(y)).
Da mit (5.82)

∣∣∣ϕ(y)∂iϕ(y)∂i|u|2(y, ϕ(y))
∣∣∣ + |u(y, ϕ(y)|2 +

∣∣∣ϕ(y)∂t|u|2(y, ϕ(y))
∣∣∣ ≤ Cn,a(u)λ(y)

2,

sehen wir, daß die Summanden des zweiten Terms und die letzten beiden Terme über
y ∈ Rn integrierbar sind. Mit den Summanden des zweiten Terms und (5.86) sind auch
die Summanden des ersten Terms über y ∈ Rn integrierbar.

Mit (5.81) und (5.84) gilt für

0 < σ < 1 < (1 + σ)(n/2 + δ),

daß

∞∫

0

∣∣∣t∂i|u|2(y, t)
∣∣∣ dt ≤

∞∫

0

C(u)(1 + t)−(1+σ)(n/2+δ) dtM0u(y)
1−σ → 0 für y →∞,

und wir sehen ∫

Rn

∂i

( ∞∫

ϕ(y)

t∂i|u|2(y, t) dt
)
dy = 0.

Zusammen erhalten wir

2

∫

Ω

t|∇u(y, t)|2 d(y, t) = 2

∫

Rn

∞∫

ϕ(y)

t|∇u(y, t)|2 dt dy =

=

∫

Rn

(
|u(y, ϕ(y)|2 + ϕ(y)∂iϕ(y)∂i|u|2(y, ϕ(y)) − ϕ(y)∂t|u|2(y, ϕ(y))

)
dy. (5.87)

Für y ∈ [M2au > α] = U existiert ein x ∈ A mit

0 < |x− y| = d(y,A) = aϕ(y).

Daraus folgt (y, ϕ(y)) ∈ Γa(x) und mit (5.65), dass

∣∣∣|u(y, ϕ(y)|2 + ϕ(y)∂iϕ(y)∂i|u|2(y, ϕ(y)) − ϕ(y)∂t|u|2(y, ϕ(y))
∣∣∣ ≤

≤ Cn,aM2au(x)
2 ≤ Cn,aα

2, (5.88)

da A = [M2au ≤ α] . Da offensichtlich (y, ϕ(y)) ∈ Γa(y) , gilt mit (5.65) genauso

∣∣∣|u(y, ϕ(y)|2 + ϕ(y)∂iϕ(y)∂i|u|2(y, ϕ(y)) − ϕ(y)∂t|u|2(y, ϕ(y))
∣∣∣ ≤ Cn,aM2au(y)

2.
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Zusammen mit (5.85) und (5.87) ergibt dies
∫

[M2au≤α]

|Sau|2 dLn ≤ Cn,a

∫

[M2au≤α]

|M2au|2 dLn + Cn,aα
2Ln(M2au > α)

und

Ln(Sau > α) ≤ α−2

∫

[M2au≤α]

|Sau|2 dLn + Ln(M2au > α) ≤

≤ Cn,aα
−2

∫

[M2au≤α]

|M2au|2 dLn + Cn,aLn(M2au > α).

Daraus folgt
∫

Rn

|Sau|p dLn = p

∞∫

0

αp−1Ln(Sau > α) dα ≤

≤ Cn,ap

∫

Rn

∞∫

M2au

αp−3 dα |M2au|2 dLn + Cn,a

∫

Rn

|M2au|p dLn ≤ Cn,p,a

∫

Rn

|M2au|p dLn,

da p < 2 , und mit Proposition 5.10

‖ Sau ‖Lp(Rn)≤ Cn,p,a ‖ M0u ‖Lp(Rn) . (5.89)

Nun betrachten wir A := [S2au ≤ α] ⊆ Rn abgeschlossen, U := Rn−A offen mit Ln(U) <
∞ , da S2au mit dem Lemma von Fatou unterhalbstetig ist und M0u ∈ Lp(Rn) mit
(5.82), also S2au ∈ Lp(Rn) mit (5.89). Wie in (5.85) rechnen wir

∫

A

|Sau|2 dLn =

∫

A

∫

Γa(x)

t1−n|∇u(y, t)|2 d(y, t) dx =

=

∫

Ω

t1−n|∇u(y, t)|2Ln(A ∩Bat(y)) d(y, t). (5.90)

Weiter betrachen wir die Menge mit nach unten beschränkten Dichtequotienten, genauer

A0 := { x ∈ Rn | ∀̺ > 0 : Ln(A ∩B̺(x)) ≥
1

2
Ln(B̺(x)) }.

A0 ist abgeschlossen, und weiter ist A0 ⊆ A , da A abgeschlossen ist. Damit ist
U0 := Rn −A0 ⊇ U offen und weiter U0 = [MχU > 1/2] , also mit Proposition 2.5

Ln(U0) = Ln(MχU > 1/2) ≤ Cn ‖ χU ‖L1(Rn)= CnLn(S2au > α) <∞. (5.91)

Wie oben sei ϕ(y) := a−1d(y,A0) mit Lip ϕ ≤ a−1 und

Ω0 = ∪x∈A0Γa(x) = {(y, t) | t > ϕ(y)}.

Wie in (5.85) erhalten wir mit (5.90), dass
∫

A

|Sau|2 dLn ≥ c0,n,a
∫

Ω0

t|∇u(y, t)|2 d(y, t)
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mit c0,n,a > 0 , und wie in (5.87), dass

Cn,a

∫

A

|S2au|2 dLn ≥

≥
∫

Rn

(
|u(y, ϕ(y)|2 + ϕ(y)∂iϕ(y)∂i|u|2(y, ϕ(y)) − ϕ(y)∂t|u|2(y, ϕ(y))

)
dy. (5.92)

Der erste Term ist nicht-negativ. Für den zweiten und dritten Term folgt mit der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung

∫

Rn

∣∣∣ϕ(y)∂iϕ(y)∂i|u|2(y, ϕ(y)) − ϕ(y)∂t|u|2(y, ϕ(y))
∣∣∣ dy ≤

≤ 1

2

∫

Rn

|u(y, ϕ(y)|2 dy + Cn,a

∫

Rn

∣∣∣ϕ(y)∇ϕ(y)|2 dy, (5.93)

da ϕ lipschitz ist.
Wie in (5.88) existiert für y ∈ U0 ein x ∈ A0 mit

0 < |x− y| = d(y,A0) = aϕ(y).

Daraus folgt (y, ϕ(y)) ∈ Γa(x) und mit (5.66), dass

|ϕ(y)∇u(y, ϕ(y))| ≤ Cn,aS2au(x) ≤ Cn,aα,

da A0 ⊆ A = [S2au ≤ α] . Da offensichtlich (y, ϕ(y)) ∈ Γa(y) , gilt mit (5.66) genauso

|ϕ(y)∇u(y, ϕ(y))| ≤ Cn,aS2au(y).

Zusammen mit (5.92), (5.93), (5.91) und A0 ⊆ A ergibt dies

∫

Rn

|u(y, ϕ(y)|2 dy ≤ Cn,a

∫

A

|S2au|2 dLn +Cn,aα
2Ln(U0) ≤

≤ Cn,a

∫

A

|S2au|2 dLn + Cn,aα
2Ln(S2a > α) ∀α > 0.

Setzen wir
g(y) := |u(y, ϕ(y))| + αχU0(y), g0(y) := |u(y, ϕ(y))|,

so sehen wir, da A = [S2au ≤ α] ,

‖ g ‖2L2(Rn)≤ 2 ‖ y 7→ u(y, ϕ(y)) ‖2L2(Rn) +2α2Ln(U0) ≤

≤ Cn,a

∫

[S2au≤α]

|S2au|2 dLn + Cn,aα
2Ln(S2au > α). (5.94)

Weiter setzen wir v(., t) := Pt ∗ g, v0(., t) = Pt ∗ g0 und sehen v0 ∈ C0
loc(R

n+1
+ ) .
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Für y ∈ A0 gilt ϕ(y) = 0 und

lim inf
(z,s)→(y,ϕ(y))

v(z, s) ≥ lim
(z,s)→(y,ϕ(y))

v0(z, s) = v0(y, ϕ(y)) = |u(y, ϕ(y))| ∀y ∈ A0. (5.95)

Wie oben existiert für y ∈ U0 ein x ∈ A0 mit

0 < |x− y| = d(y,A0) = aϕ(y),

insbesondere (y, ϕ(y)) ∈ Γa(x) . Wie in (5.71) sehen wir für 0 < δ = δ(a) < 1/2 mit (a+
δ)/(1 − δ) < 2a , dass

Bδϕ(y)(y, ϕ(y)) ⊆ Γ2a(x) ∩ {(1 − δ)ϕ(y) < xn+1 < (1 + δ)ϕ(y)}. (5.96)

Mit (5.66) folgt

|ϕ(y)∇u(z, s)| ≤ 2|s∇u(z, s)| ≤ Cn,aS2au(x) ≤ Cn,aα ∀(z, s) ∈ Bδϕ(y)(y, ϕ(y)),

da A0 ⊆ A = [S2au ≤ α] , und mit dem Mittelwertsatz

|u(y, ϕ(y)) − u(z, s)| ≤ Cn,aα ∀(z, s) ∈ Bδϕ(y)(y, ϕ(y)).

Nun sehen wir für z ∈ Bτϕ(y)(y), τ > 0 , dass

|(y, ϕ(y)) − (z, ϕ(z))| ≤ (1 + a−1)|y − z| ≤ τ(1 + a−1)ϕ(y),

also (z, ϕ(z)) ∈ Bδϕ(y)(y, ϕ(y)) für τ = τ(a) < (1 + a−1)−1δ(a) , und

|u(y, ϕ(y)) − u(z, ϕ(z))| ≤ Cn,aα ∀z ∈ Bτϕ(y)(y).

Dies ergibt

|u(y, ϕ(y))| ≤ −
∫

Bτϕ(y)(y)

|u(z, ϕ(z))| dz +Cn,aα ≤

≤ Cn,aϕ(y)
−n

∫

Bτϕ(y)(y)

|u(z, ϕ(z))| dz +Cn,aα ∀y ∈ U0. (5.97)

Für y ∈ U0 gilt d(y,A0) = aϕ(y) > 0 , also Baϕ(y)(y) ⊆ U0 und

Pϕ(y)(y − z) =
1

πωn−1

ϕ(y)

|(y − z, ϕ(y))|n+1
≥ c0,n,aϕ(y)−n ∀z ∈ Baϕ(y)(y) ∪Bτϕ(y)(y)

mit (5.4) und c0,n,a > 0 . Daraus folgt

v(y, ϕ(y)) ≥
∫

Bτϕ(y)(y)

Pϕ(y)(y − z)|u(z, ϕ(z))| dz + α

∫

Baϕ(y)(y)

Pϕ(y)(y − z) dz ≥

≥ c0,n,aϕ(y)−n

∫

Bτϕ(y)(y)

|u(z, ϕ(z))| dz + c0,n,aαϕ(y)
−nLn(Baϕ(y)(y)) ≥
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≥ c0,n,aϕ(y)−n

∫

Bτϕ(y)(y)

|u(z, ϕ(z))| dz + c0,n,aα ∀y ∈ U0.

Mit (5.95) und (5.97) ergibt sich

|u(y, ϕ(y))| ≤ Cn,a lim inf
(z,s)→(y,ϕ(y))

v(z, s) ∀y ∈ Rn.

Da v ≥ 0 , folgt mit (5.83) mit dem Maximumprinzip wie in Proposition 5.9

|u| ≤ Cn,av in Ω0.

Da ϕ = 0 in A0 , gilt M0u ≤ Cn,aM0v in A0 , und mit (5.14) und Satz 2.5 folgt

( ∫

A0

|M0u|2 dLn
)1/2

≤ Cn,a ‖ M0v ‖L2(Rn)≤ Cn,a ‖Mg ‖L2(Rn)≤ Cn,a ‖ g ‖L2(Rn) .

Zusammen mit (5.94) ergibt dies

∫

A0

|M0u|2 dLn ≤ Cn,a

∫

[S2au≤α]

|S2au|2 dLn + Cn,aα
2Ln(S2au > α)

und mit (5.91), dass

Ln(M0u > α) ≤ α−2

∫

A0

|M0u|2 dLn + Ln(U0) ≤

≤ Cn,aα
−2

∫

[S2au≤α]

|S2au|2 dLn + Cn,aLn(S2au > α).

Daraus folgt wie oben

‖ M0u ‖Lp(Rn)≤ Cn,p,a ‖ S2au ‖Lp(Rn) . (5.98)

Für allgemeines u setzen wir uε := u(., . + ε) ∈ C∞
loc(R

n+1
+ ) . Zuerst sei M0u ∈

Lp(Rn) . Mit lokalen Maximumabschätzungen für elliptische Differentialoperatoren in
Nicht-Divergenzform, siehe [GT] Theorem 9.20 oder Satz A.1, sehen wir wie in Propo-
sition 5.2

‖ u(., t) ‖L∞(Rn)≤ Cn,pt
−n/p ‖ M0u ‖Lp(Rn), (5.99)

insbesondere uε ∈ L∞(Rn+1
+ ) und u(0, t) → 0 für t → ∞ . Da 0 < p < 2 , folgt (5.81)

für uε mit den Cauchy-Abschätzungen. Mit (5.65) folgt

(1 + t)k|Dkuε(x, t)| ≤ Ck,ε(ε/2 + t)k|Dkuε/2(x, ε/2 + t)| ≤ Cn,k,a,εMauε/2(x)

für a > 0 , also (5.82) für uε mit λ :=Mauε/2 ∈ Lp(Rn) ∩ L∞(Rn) und Proposition
5.10. Mit Proposition 5.3 gilt uε(., t) = uε/2(., t+ ε/2) = Pt+ε/2 ∗ uε/2(., 0) , also

|uε| ≤ τ + τ−1Pt+ε/2 ∗ |uε/2(., 0)|2.
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Da |uε/2(., 0)|2 ≤M0u
2
ε/2 ∈ Lp/2(Rn) ∩ L∞(Rn) ⊆ L1(Rn) , folgt

lim sup
|x|→∞

sup
t>0
|uε(x, t)| ≤ τ ∀τ > 0

wie in (5.57). Zusammen mit (5.99) folgt (5.83). Aus (5.89) und (5.98) folgt damit

‖ Sauε ‖Lp(Rn)≤ Cn,p,a ‖ M0uε ‖Lp(Rn),

‖ M0uε ‖Lp(Rn)≤ Cn,p,a ‖ Sauε ‖Lp(Rn) .

Mit Proposition 5.12 und, da klarerweise gilt M0uε ր M0u , folgt nun (5.80) mit dem
Lemma von Fatou und dem Satz von Beppo-Levi. Damit ist die Proposition ist bewiesen,
falls M0u ∈ Lp(Rn) .

Nun gelte umgekehrt Sau ∈ Lp(Rn) und u(0, t)→ 0 für t→∞ . Insbesondere existiert
mindestens ein x0 ∈ Rn mit Sau(x0) <∞ . Dann folgt aus Proposition 5.11 (5.66)

Du(., t)→ 0 gleichmäßig auf kompakten Teilmengen von Rn, t→∞, (5.100)

insbesondere

u(., t)→ 0 gleichmäßig auf kompakten Teilmengen von Rn, t→∞, (5.101)

da u(0, t) → 0 . Für 0 < ε < R < ∞ setzen wir uε,R := uε − uR und erhalten mit
Proposition 5.11 (5.69) für ω = en+1, k = 1 , da (5.68) für u und k = 1 aus (5.100) folgt,

|uε,R(x, t)| ≤
t+R∫

t+ε

|∂n+1u(x, s)| ds ≤

≤
( ∞∫

0

s|∂n+1u(x, s)|2 ds

)1/2( R∫

ε

s−1 ds

)1/2

≤ Cn,a,ε,R Sau(x).

Da Sau ∈ Lp(Rn) , folgt M0uε,R ∈ Lp(Rn) , und aus dem eben Bewiesenen und (5.78)

‖ M0uε,R ‖Lp(Rn)≤ Cn,p,a ‖ Sauε,R ‖Lp(Rn)≤

≤ Cn,p,a

(
‖ Sauε ‖Lp(Rn) + ‖ SauR ‖Lp(Rn)

)
≤ Cn,p,a ‖ Sau ‖Lp(Rn) .

Aus (5.101) folgt für Teilfolgen εj → 0, Rj →∞ , daß uεj ,Rj → u punktweise auf Rn+1
+

und
M0u ≤ lim inf

j→∞
M0uεj ,Rj .

Mit dem Lemma von Fatou folgt

‖ M0u ‖Lp(Rn)≤ lim inf
j→∞

‖ M0uεj ,Rj ‖Lp(Rn)≤ Cn,p,a ‖ Sau ‖Lp(Rn)<∞,

und die Proposition ist vollständig bewiesen.

///
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Abschluß des Beweises von Satz 5.6:
Wir müssen (5.64), d.h.

sup
t>0

n
sup
j=1
‖ Qj

t ∗ f ‖L1(Rn)≤ Cn ‖ sup
t>0
|Pt ∗ f | ‖L1(Rn) für f ∈ L1(Rn),

verifizieren.
Mit den Sätzen 5.1 und Satz 5.4 sind u(., t) := un+1(., t) := Pt ∗ f, uj := Qj

t ∗
f harmonisch auf Rn+1

+ und lösen die verallgemeinerten Cauchy-Riemann Gleichungen
(5.39), insbesondere gilt

∂n+1uj = ∂ju auf Rn+1
+ , j = 1, . . . , n. (5.102)

Mit |Pt|, |Qj
t | ≤ Cnt

−n aus Proposition 5.1, Definition 5.1 und mit den Cauchy-
Abschätzungen erhalten wir

|uj(y, t)|, t|∇uj(y, t)| ≤ Cn ‖ f ‖L1(Rn) t
−n ∀(y, t) ∈ Rn+1

+ . (5.103)

Daraus folgt mit Proposition 5.11 (5.70) und (5.102)

S1uj(x)
2 ≤ Cn

∫

Γ2(x)

t1−n|∂tuj(y, t)|2 d(y, t) =

= Cn

∫

Γ2(x)

t1−n|∂ju(y, t)|2 d(y, t) ≤ CnS2u(x)
2 ∀x ∈ Rn

und mit Proposition 5.13

‖ M0uj ‖L1(Rn)≤ Cn ‖ S1uj ‖L1(Rn)≤ Cn ‖ S2u ‖L1(Rn)≤ Cn ‖ M0u ‖L1(Rn) .

Dies ergibt (5.64), und der Satz ist vollständig bewiesen.

///

Folgende Paarung werden wir im Beweis der H1 − BMO−Dualität verwenden. Wir be-
ginnen mit einer Definition.

Definition 5.4 Für eine offene Menge U ⊆ Rn definieren wir das Zelt über U durch

T (U) := Rn+1
+ −∪x∈Rn−UΓ1(x) = {(y, t) ∈ Rn+1

+ | d(y,Rn − U) ≥ t}.

Für ein endliches Borel-Maß µ ∈ M(Rn+1
+ ) definieren wir die Carleson Funktion Cµ

(Cµ)(x) := sup
̺>0

|µ|(T (Bn
̺ (x)))

ωn̺n
für x ∈ Rn.

µ heißt Carleson-Maß, falls Cµ ∈ L∞(Rn) , und

‖ µ ‖C :=‖ Cµ ‖L∞(Rn)

heißt die Carleson-Norm von µ .

82



✷

Bemerkungen:

1. Das Zelt eines Balles B̺(x) ist gegeben durch

T (Bn
̺ (x)) = {(y, t) ∈ Rn+1

+ | |y − x| ≤ ̺− t} ⊆ Bn
̺ (x)×]0, ̺].

2. Ist Bn
2̺(x) ⊆ U , so ist

Bn
̺ (x)×]0, ̺[⊆ T (U).

3. Die Carleson-Funktion kann auch mit Zylindern definiert werden

(C∗µ)(x) := sup
̺>0

|µ|(Bn
̺ (x)×]0, ̺[)
ωn̺n

.

Klarerweise gilt
Cµ ≤ C∗µ ≤ 2nCµ.

4. Die Carleson-Funktion ist unterhalbstetig, insbesondere borelmessbar.

✷

Proposition 5.14 Für U ⊆ Rn offen gilt

|µ|(T (U)) ≤ Cn

∫

U

Cµ dLn.

Beweis:
Für U 6= Rn betrachten wir mit Lemma 2.1 eine Whitney-Zerlegung von U =
∪∞k=1Qk, F = Rn − U , in Würfel mit paarweise disjunktem Inneren und

diam Qk ≤ d(Qk, F ) ≤ 4 diam Qk ∀k ∈ N. (5.104)

Es sei Bk der Ball mit gleichem Zentrum wie Qk und diam Bk = 11 diam Qk . Dann
gilt für x ∈ Qk mit (5.104)

d(x,Rn −Bk) ≥
1

2
(diamBk − diam Qk) ≥ 5 diam Qk ≥

≥ d(Qk, F ) + diam Qk ≥ d(x, F ) (5.105)

und
|µ|(T (Bk)) ≤ Cn (Cµ)(x) Ln(Bk),

also

|µ|(T (Bk)) ≤ Cn

∫

Qk

Cµ dLn. (5.106)

Für (x, t) ∈ T (U) gilt
d(x, F ) ≥ t, (5.107)
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und x ∈ Qk für ein k ∈ N . Dann folgt aus (5.105) und (5.107)

d(x,Rn −Bk) ≥ d(x, F ) ≥ t,

also (x, t) ∈ T (Bk) und
T (U) ⊆ ∪∞k=1T (Bk). (5.108)

Aus (5.106) und (5.108) folgt

|µ|(T (U)) ≤
∞∑

k=1

|µ|(T (Bk)) ≤ Cn

∞∑

k=1

∫

Qk

Cµ dLn = Cn

∫

U

Cµ dLn.

///

Nun kommen wir zur angekündigten Paarung.

Proposition 5.15 Es sei F borelmeßbar auf Rn+1
+ und µ ∈ M(Rn+1

+ ) . Dann gilt

∫

Rn+1
+

|F | d|µ| ≤ Cn

∫

Rn

(M1F )(Cµ) dLn.

Ist insbesondere M1F ∈ L1(Rn) und µ ein Carleson-Maß, so ist F ∈ L1(µ) und

∣∣∣
∫

Rn+1
+

F dµ
∣∣∣ ≤ Cn ‖ (M1F ) ‖L1(Rn) ‖ µ ‖C .

Beweis:
Es seien F, µ ≥ 0 . Wir betrachten α > 0 , und setzen U := {M1F > α} . Aus der
Definition der nicht-tangentialen Maximalfunktion folgt, daß U offen ist, und M1F ist
insbesondere borelmeßbar. Für (y, t) 6∈ T (U) gilt d(y,Rn − U) < t , also existiert ein
x ∈ Rn − U mit |x− y| < t und (M1F )(x) ≤ α . Daraus folgt

α ≥M1F (x) = sup
|x−z|<τ

F (z, τ) ≥ F (y, t).

Daraus folgt Rn+1
+ − T (U) ⊆ [F ≤ α] bzw.

[F > α] ⊆ T (M1F > α) ∀α > 0.

Mit Proposition 5.14 folgt

∫

Rn+1
+

F dµ =

∞∫

0

µ(F > α) dα ≤
∞∫

0

µ(T (M1F > α)) dα ≤

≤ Cn

∞∫

0

∫

[M1F>α]

Cµ dLn dα = Cn

∫

Rn

M1F∫

0

Cµ dα dLn = Cn

∫

Rn

(M1F )(Cµ) dLn.
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///

Zum Abschluß dieses Paragraphen beweisen wir noch eine Identität, die wir auch bei der
H1 − BMO−Dualität verwenden werden.

Proposition 5.16 Es seien f, g ∈ L2(Rn) und u(., t) = Pt ∗ f, v(., t) = Pt ∗ g die
zugehörigen Poisson-Integrale. Dann gilt

∫

Rn

fg dLn = 2

∫

Rn+1
+

t ∇x,tu(x, t)∇x,tv(x, t) d(x, t).

Beweis:
Mit Polarisierung genügt es,

‖ f ‖2L2(Rn)= 2

∫

Rn+1
+

t |∇u(x, t)|2 d(x, t)

zu zeigen. Mit (5.1) sehen wir

u(x, t) =

∫

Rn

f̂(y) exp(2πi〈y, x〉) exp(−2π|y|t) dy

und

∂ju(x, t) =

∫

Rn

2πiyj f̂(y) exp(2πi〈y, x〉) exp(−2π|y|t) dy

∂tu(x, t) =

∫

Rn

−2π|y|f̂(y) exp(2πi〈y, x〉) exp(−2π|y|t) dy.

Mit dem Satz von Plancherel folgt

∫

Rn

|∇u(x, t)|2 dx =

∫

Rn

8π2|y|2|f̂(y)|2 exp(−4π|y|t) dy

und ∫

Rn+1
+

|∇u(x, t)|2t d(x, t) =
∫

Rn

8π2|y|2|f̂(y)|2
∞∫

0

t exp(−4π|y|t) dt dy =

=
1

2

∫

Rn

|f̂(y)|2
∞∫

0

te−t dt dy =
1

2
‖ f̂ ‖2L2(Rn)=

1

2
‖ f ‖2L2(Rn) .

///

85



Teil III

Hardy- und BMO-Räume

6 BMO(Rn)

Definition 6.1 g ∈ L1
loc(R

n) heißt von beschränkter mittlerer Oszillation, falls

‖ g ‖BMO(Rn):= sup
B⊆Rn Ball

−
∫

B

|g − gB | dLn, (6.1)

mit gB := −
∫

B
g dLn , endlich ist.

Den Raum aller Funktionen von beschränkter mittlerer Oszillation bezeichnen wir mit
BMO(Rn) . Dabei identifizieren wir Funktionen, die sich nur um eine Konstante unter-
scheiden.

✷

Bemerkungen:

1. Mit der Identifikation von Funktionen bis auf Konstanten ist ‖ . ‖BMO(Rn) eine
Norm und BMO(Rn) ein Banachraum.

2. Für eine Familie {gB}B von Funktionen auf beliebigen Bällen B ⊆ Rn mit der
Eigenschaft

gB
∗ − gB ≡ const auf B, falls B ⊆ B∗,

existiert bis auf eine additive Konstante eine eindeutige Funktion g auf Rn mit

g − gB ≡ const ∀B ⊆ Rn.

Da im folgenden verschiedene Konstruktionen lokal eindeutig bis auf Konstanten
sind, ermöglicht dies den Übergang zu einer globalen Funktion.

3. Da für c ∈ C

|gB − c| =
∣∣∣−
∫

B

g − c
∣∣∣ ≤ −

∫

B

|g − c|,

genügt es zur Beschränktheit der Terme in (6.1)

∀B ⊆ Rn, Ball : ∃cB ∈ C : −
∫

B

|g − cB | dLn ≤ Λ

für ein Λ <∞ zu zeigen. Dann gilt

‖ g ‖BMO(Rn)≤ 2Λ. (6.2)

Da für 2k−1 ≤ R ≤ 2k

−
∫

BR

|g − c| dLn ≤ 2n−
∫

B
2k

|g − c| dLn,

genügt es weiter in (6.1) Bälle mit Radien 2k, k ∈ Z , zu betrachten.

86



4. Die BMO−Norm ist invariant unter Streckung, genauer für g ∈ BMO(Rn) ist auch
hδg ∈ BMO(Rn) und

‖ g ‖BMO(Rn)=‖ hδg ‖BMO(Rn) .

5. Da ||g| − |gB || ≤ |g − gB | , ist mit g ∈ BMO(Rn) auch |g| ∈ BMO(Rn) und mit
(6.2)

‖ |g| ‖BMO(Rn)≤ 2 ‖ g ‖BMO(Rn) .

6. Trivial ist jede Funktion g ∈ L∞(Rn) von beschränkter mittlerer Oszillation.
Darüberhinaus ist x 7→ log |x| in BMO(Rn) . Da log δ|x| − log |x| = log δ kon-
stant ist, genügt es mit der vorigen Bemerkung die Beschränktheit der Terme in
(6.1) für Bälle mit Radius 1 zu zeigen. Nun gilt

∫

B1(x0)

| log |x|| dx ≤ Cn ∀|x0| ≤ 2,

und ∫

B1(x0)

| log |x| − log |x0|| dx ≤ Cn ∀|x0| ≥ 2.

Betrachten wir min(m, log(1/|x|)+)/m , strecken und approximieren glatt, so erhal-
ten wir zu beliebigem R, ε > 0 ein ϕ ∈ C∞

0 (Rn) mit

‖ ϕ ‖BMO(Rn)< ε,

0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ = 1 auf BR(0).
(6.3)

7. Wegen der Identifikation bis auf Konstanten wird es im folgenden nützlich sein, für
Bälle B ⊆ Rn die Räume

Lp
0(B) := {g ∈ Lp(B) |

∫

B

g dLn = 0 } ∼= Lp(B)/span{1}

und

L1
0(R

n) := {f ∈ L1(Rn) |
∫
f dLn = 0 }

zu betrachten.

✷

Funktionen von beschränkter mittlerer Oszillation sind i.a. nicht lokal beschränkt, aber in
Lp
loc(R

n) ∀1 ≤ p <∞ , wie die folgende stärkere Abschätzung von John-Nirenberg zeigt.

Lemma 6.1 (John-Nirenberg) Für g ∈ BMO(Rn), g 6≡ const gilt für alle Bälle B ⊆
Rn

−
∫

B

exp(σn|g − gB |/ ‖ g ‖BMO(Rn)) ≤ Cn (6.4)

mit 0 < σn, Cn <∞ . Insbesondere gilt

−
∫

B

|g − gB |p dLn ≤ Cp
n(m!)p/m ‖ g ‖pBMO(Rn) ∀1 ≤ p <∞, p ≤ m ∈ N. (6.5)
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Beweis:
Da xm ≤ exm! folgt (6.5) aus (6.4). (6.4) genügt es für Würfel Q ⊆ Rn zu zeigen.

Wir können ‖ g ‖BMO(Rn)= cn > 0 annehmen, also −
∫

Q
|g − gQ| dLn ≤ Cncn = 1 für

cn = C−1
n > 0 .

Wir führen eine Calderon-Zygmund-Zerlegung gemäß Satz 2.2 für |g − gQ| ∈ L1(Q)

und s > 1 ≥ −
∫

Q
|g − gQ| dLn durch und erhalten eine Folge von Würfeln Q

(1)
k mit

paarweise disjunktem Inneren und

s < −
∫

Q
(1)
k

|g − gQ| dLn ≤ 2ns ∀k ∈ N,

|g − gQ| ≤ s Ln − fast überall in Q− ∪∞k=1Q
(1)
k .

(6.6)

Daraus folgt

∞∑

k=1

Ln(Q(1)
k ) ≤ s−1

∞∑

k=1

∫

Q
(1)
k

|g − gQ| dLn ≤ s−1

∫

Q

|g − gQ| dLn ≤ s−1Ln(Q),

und

|g
Q

(1)
k

− gQ| =
∣∣∣−
∫

Q
(1)
k

g − gQ
∣∣∣ ≤ 2ns ∀k ∈ N.

Da −
∫

Q
(1)
k

|g − g
Q

(1)
k

| dLn ≤ 1 < s , können wir für jeden der Würfel Q
(1)
k eine Calderon-

Zygmund-Zerlegung durchführen und erhalten induktiv wie oben Folgen von Würfeln

Q
(j)
k , j ≥ 2 , mit paarweise disjunktem Inneren und

|g − g
Q

(j−1)
l

| ≤ s Ln − fast überall in Q
(j−1)
l − ∪∞k=1Q

(j)
k , (6.7)

∞∑
k=1

Ln(Q(j)
k ) ≤ s−jLn(Q), (6.8)

|g
Q

(j)
k

− gQ| ≤ j2ns. (6.9)

Nun beweisen wir induktiv

|g − gQ| ≤ (1 + (j − 1)2n)s ≤ j2ns Ln − fast überall in Q− ∪∞k=1Q
(j)
k . (6.10)

Für j = 1 folgt dies sofort aus (6.6).

Für j ≥ 2, x ∈ Q − ∪∞k=1Q
(j−1)
k folgt (6.10) per Induktionsannahme. Für x ∈

Q
(j−1)
l − ∪∞k=1Q

(j)
k gilt mit (6.7) und (6.9)

|g(x)− gQ| ≤ |g(x) − gQ(j−1)
l

|+ |g
Q

(j−1]
l

− gQ| ≤ s+ (j − 1)2ns,

und (6.10) folgt.
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Für r > 2ns wählen wir j ∈ N mit j2ns < r ≤ (j + 1)2ns und erhalten mit (6.8)
und (6.10)

Ln(Q ∩ [|g − gQ| ≥ r) ≤ Ln(∪∞k=1Q
(j)
k ) ≤ s−jLn(Q) ≤ exp(−r log s/(2ns))sLn(Q).

Daraus folgt

∫
Q

exp(σ|g − gQ|) dLn =
∞∫
0

Ln(Q ∩ [exp(σ|g − gQ|) ≥ τ ]) dτ ≤

≤ exp(σ2ns) +
∞∫

exp(σ2ns)

exp(− log τ log s/(σ2ns))s dτ ≤

≤ exp(σ2ns)− exp(σ2ns− log s)

σ2ns− log s
σ2ns2 ≤ Cn,

falls σ2ns− log s < 0 .
Da ‖ g ‖BMO(Rn)= cn > 0 , folgt (6.4).

///

Folgende Kompaktheit ergibt sich als einfache Folgerung.

Proposition 6.2 Zu jeder in BMO(Rn) beschränkten Folge gm ∈ BMO(Rn), ‖
gm ‖BMO(Rn)≤ Λ existiert eine Teilfolge und ein g ∈ BMO(Rn) mit gm →
g schwach in Lp

0,loc(R
n), 1 ≤ p <∞ , genauer

∫

B

fgm dLn →
∫

B

fg dLn ∀f ∈ Lq
0(B), 1 < q ≤ ∞, B ⊆ Rn Ball. (6.11)

Bemerkung:

Wenn wir unten BMO(Rn) als Dualraum charakterisieren werden, sehen wir, daß die
Konvergenz in (6.11) die schwach∗-Konvergenz ist.

✷

Beweis:
Nach dem John-Nirenberg-Lemma, Lemma 6.1, ist gm − gm,B ∈ Lp(B), 1 ≤ p < ∞, B ⊆
Rn Ball, beschränkt. Damit existiert eine Teilfolge und für alle Bk(0) ⊆ Rn eine Funktion
gBk (0) mit

gm − gm,Bk(0) → gBk(0) schwach in Lp(Bk(0)),

d.h.
∫

Bk(0)

f(gm − gm,Bk(0)) dLn →
∫

Bk(0)

fgBk(0) dLn ∀f ∈ Lq(Bk(0)), 1 < q ≤ ∞. (6.12)

Für k ≤ l folgt

gBl(0) − gBk(0) ← (gm − gm,Bl(0))− (gm − gm,Bk(0)) = gm,Bk(0) − gm,Bl(0),

also
gBl(0) − gBk(0) ≡ const
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und mit Bemerkung 2 nach der Definition 6.1 existiert eine Funktion g auf Rn mit

g − gBk(0) ≡ const ∀k ∈ N.

Mit (6.12) folgt für alle f ∈ Lq
0(B), 1 < q ≤ ∞, B ⊆ Bk(0), f ≡ 0 in Bk(0)−B , dass

∫

B

fgm dLn =

∫

Bk(0)

f(gm − gm,Bk(0)) dLn →
∫

Bk(0)

fgBk(0) dLn =

∫

B

fg dLn,

also (6.11).
Für f ∈ Lq(B), 1 < q ≤ ∞, B ⊆ Bk(0), f ≡ 0 in Bk(0) − B gilt f − fB ∈ Lq

0(B) ,
und wir erhalten

∫

B

f(gm − gm,B) dLn =

∫

B

(f − fB)(gm − gm,B) dLn =

∫

B

(f − fB)gm dLn →

→
∫

B

(f − fB)g dLn =

∫

B

(f − fB)(g − gB) dLn =

∫

B

f(g − gB) dLn,

also
gm − gm,B → g − gB schwach in Lp(B), 1 ≤ p <∞, B ⊆ Rn Ball.

Für p = 1 ergibt Unterhalbstetigkeit

−
∫

B
|g − gB | dLn ≤ lim inf

m→∞
−
∫

B
|gm − gm,B | dLn ≤ Λ,

also g ∈ BMO(Rn) .

///

Bemerkung:

Nehmen wir zusätzlich

gm → g punktweise Ln − fast überall (6.13)

an, so erhalten wir für |gB | > R , daß

Ln([|g| ≤ R] ∩B) ≤ Ln([|g − gB | ≥ |gB | −R] ∩B) ≤

≤ 1

|gB | −R

∫

B

|g − gB | dLn ≤
Ln(B) ‖ g ‖BMO(Rn)

|gB | −R
.

Falls |gm,B | → ∞ , so folgt Ln([|gm| ≤ R] ∩ B) → 0 für alle R < ∞ . Andererseits folgt
mit (6.13), daß Ln([|gm − g| ≥ ε]∩B)→ 0 für alle ε > 0 , also ein Widerspruch, und wir
schließen

lim sup
m→∞

|gm,B | <∞ ∀B ⊆ Rn Ball.

Mit dem John-Nirenberg-Lemma, Lemma 6.1, folgt, daß gm ∈ Lp(B), 1 ≤ p < ∞,
beschränkt ist, und weiter mit dem Konvergenzsatz von Vitali und (6.13), daß

gm → g stark in Lp
loc(R

n) für alle 1 ≤ p <∞.
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✷

Für Integration von Funktionen mit beschränkter mittlerer Oszillation auf Rn ha-
ben wir folgende Proposition, die insbesondere zeigt, daß das Poisson-Integral einer
BMO−Funktion existiert.

Proposition 6.3 Für g ∈ BMO(Rn) gilt

∫

Rn

|g(x) − gB1(0)|
(1 + |x|)n+ε

dx ≤ Cn,ε ‖ g ‖BMO(Rn)

und für R ≥ 1

∫

Rn−BR(0)

|g(x) − gB1(0)| |x|−n−ε dx ≤ Cn,εR
−ε(1 + logR) ‖ g ‖BMO(Rn),

∫

Rn−BR(0)

|g(x)− gBR(0)| |x|−n−ε dx ≤ Cn,εR
−ε ‖ g ‖BMO(Rn) .

Beweis:
Für k ∈ N0 gilt mit der Definition von BMO

|gB
2k

(0) − gB
2k+1 (0)| =

∣∣∣−
∫

B
2k

(0)

(g(x) − gB
2k+1 (0)) dx

∣∣∣ ≤

≤ 2n−
∫

B
2k+1 (0)

|g − gB
2k+1 (0)| dLn ≤ Cn ‖ g ‖BMO(Rn) .

Mit Induktion folgt
|gB

2k
(0) − gB1(0)| ≤ Cnk ‖ g ‖BMO(Rn) . (6.14)

Daraus folgt

−
∫

B
2k

(0)

|g − gB1(0)| dLn ≤ Cnk ‖ g ‖BMO(Rn)

und

∫

Rn−B
2k

(0)

|g(x) − gB1(0)| |x|−n−ε dx ≤
∞∑

j=k

∫

2j≤|x|<2j+1

|g(x) − gB1(0)| |x|−n−ε dx ≤

≤ Cn ‖ g ‖BMO(Rn)

∞∑

j=k

(j + 1)2−jε ≤ Cn,ε2
−kε(1 + k) ‖ g ‖BMO(Rn),

insbesondere folgt die zweite Abschätzung. Da

∫

B1(0)

|g − gB1(0)| dLn ≤ Cn ‖ g ‖BMO(Rn),
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folgt die erste Abschätzung.
Schließlich gilt mit der zweiten Abschätzung

∫

Rn−BR(0)

|g(x) − gBR(0)| |x|−n−ε dx

≤ R−ε

∫

Rn−B1(0)

|(hRg)(x) − (hRg)B1(0)| |x|−n−ε dx ≤

≤ Cn,εR
−ε ‖ hRg ‖BMO(Rn)= Cn,εR

−ε ‖ g ‖BMO(Rn),

also die dritte Abschätzung.

///

Als Konsequenz ergibt sich folgende einfache Konvergenzaussage.

Proposition 6.4 Es sei f ∈ L1(Rn) mit

|f(x)| ≤ C(1 + |x|)−n−ε

und eine in BMO(Rn) beschränkte Folge gm → g schwach in Lp
0,loc(R

n), 1 ≤ p < ∞,
mit

gm,B1(0) = gB1(0) = 0. (6.15)

Dann gilt ∫

Rn

fgm dLn →
∫

Rn

fg dLn.

Ist f ∈ L1
0(R

n) , so gilt dies auch ohne die Voraussetzung (6.15).

Beweis:
Mit Proposition 6.3 sind die Integrale wohldefiniert. Aus (6.15) und h := χB1(0) ∈
L∞(BR(0)), R ≥ 1, folgt

−gm,BR(0)Ln(B1(0)) =

∫

BR(0)

χB1(0)(gm − gm,BR(0)) dLn =

∫

BR(0)

(h− hBR(0))gm dLn →

→
∫

BR(0)

(h− hBR(0))g dLn =

∫

BR(0)

χB1(0)(g − gBR(0)) dLn = −gBR(0)Ln(B1(0)),

also gm,BR(0) → gBR(0) . Dies ergibt gm − gm,BR(0) → g − gBR(0) schwach in Lp
0(BR(0)) ,

dann schwach in Lp(BR(0)) , also gm → g schwach in Lp(BR(0)) und

∫

BR(0)

fgm dLn →
∫

BR(0)

fg dLn ∀R ≥ 1, (6.16)

da f ∈ L∞(Rn) .
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Mit Proposition 6.3 und (6.15) sehen wir

∣∣∣
∫

Rn−BR(0)

fg(m) dLn
∣∣∣ ≤ C

∣∣∣
∫

Rn−BR(0)

|g(m)(x)|
(1 + |x|)n+ε

dx
∣∣∣ ≤

≤ CnR
−ε(1 + logR) ‖ g(m) ‖BMO(Rn) .

Mit (6.16) folgt

lim sup
m→∞

|
∫

Rn

f(gm − g) dLn| ≤ CnR
−ε(1 + logR) sup

m
(‖ gm ‖BMO(Rn), ‖ g ‖BMO(Rn)),

und die Proposition ist beweisen.

///

Für Faltungen von BMO−Funktionen ergibt sich.

Proposition 6.5 Es sei ϕ ∈ L1(Rn) mit |ϕ(x)| ≤ Λ(1 + |x|)−n−ε,
∫
ϕ dLn = 1, ϕt(x) :=

t−nϕ(x/t) . Für g ∈ BMO(Rn) ist die Faltung wohldefiniert mit ϕt ∗ g ∈ BMO(Rn) ∩
L∞
loc(R

n) und
|(ϕt ∗ g)(x)| ≤ Cn,εΛ ‖ g ‖BMO(Rn) +|gBt(x)|, (6.17)

‖ ϕt ∗ g ‖BMO(Rn)≤ Cn,εΛ ‖ g ‖BMO(Rn) . (6.18)

Für eine in BMO(Rn) beschränkte Folge gm → g schwach in Lp
0,loc(R

n), 1 ≤ p < ∞,
gilt

punktweise in Rn,

ϕt ∗ gm → ϕt ∗ g mod span{1} stark in Lp
0,loc(R

n), 1 ≤ p <∞,
schwach∗ in L∞

0,loc(R
n).

(6.19)

Beweis:
Da ϕt ∗ g = ht−1(ϕ ∗ (htg)) und die BMO−Norm invariant unter Streckung ist, genügt
es t = 1 zu betrachten. Wegen der Translationsinvarianz genügt es Bälle mit Zentrum in
0 zu betrachten.

Da
∫
ϕ = 1 , gilt für |x| ≤ R mit Proposition 6.3

|(ϕ ∗ g)(x)− gB1(0)| ≤
∫

Rn

|ϕ(x − y)| |g(y) − gB1(0)| dy ≤

≤ Cn,ε,RΛ

∫

Rn

|g(y) − gB1(0)|
(1 + |y|)n+ε

dy ≤ Cn,ε,RΛ ‖ g ‖BMO(Rn) . (6.20)

Für x = 0 folgt sofort (6.17), und weiter folgt ϕ ∗ g ∈ L∞
loc(R

n) . Für R ≤ 1 sehen wir

−
∫

BR(0)

|(ϕ ∗ g)− gB1(0)| dLn ≤ Cn,εΛ ‖ g ‖BMO(Rn) . (6.21)
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Für R ≥ 1 sehen wir

−
∫

BR(0)

|(ϕ ∗ g)− gB2R(0)| dLn ≤
∫

Rn

−
∫

BR(0)

|ϕ(x− y)| |g(y)− gB2R(0)| dx dy. (6.22)

Für |y| ≥ 2R, |x| ≤ R gilt

|ϕ(x− y)| ≤ 2n+εΛ(1 + |y|)−n−ε,

also

−
∫

BR(0)

|ϕ(x− y)| dx ≤ 2n+εΛ(1 + |y|)−n−ε.

Da
∫
BR(0) |ϕ| ≤

∫
Rn |ϕ| ≤ Cn,εΛ , folgt mit (6.22) und Proposition 6.3

−
∫

BR(0)

|(ϕ ∗ g) − gB2R(0)| dLn ≤

≤ Cn,εΛ

∫

Rn−B2R(0)

|g(y) − gB2R(0)|
(1 + |y|)n+ε

dy + Cn,εΛ−
∫

B2R(0)

|g(y) − gB2R(0)| dy ≤

≤ Cn,εΛ ‖ g ‖BMO(Rn) .

Zusammen mit (6.21) folgt (6.18).
Nehmen wir o.B.d.A. gm,B1(0) = gB1(0) = 0 an, so folgt die punktweise Konvergenz

ϕt ∗ gm → ϕt ∗ g aus Proposition 6.4, da |ϕt(x − y)| ≤ Cn,ε,t,|x|(1 + |y|)−n−ε . Beachten
wir

|gBt(0) − gB1(0)| ≤ Cn(1 + | log t|) ‖ g ‖BMO(Rn)

wie in (6.14), so erhalten wir

|gm,Bt(0)| ≤ |gBt(0)|+ Cn(1 + | log t|)(‖ gm ‖BMO(Rn) + ‖ g ‖BMO(Rn)),

und mit (6.20) ist ϕt ∗ gm beschränkt in L∞
loc(R

n) . Dies ergibt ϕt ∗ gm → ϕt ∗
g schwach∗ in L∞

loc(R
n) und mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue folgt die starke Kon-

vergenz in Lp
loc(R

n), 1 ≤ p <∞ .

///

In §3,4 sahen wir, daß gewisse singuläre Integrale stetig auf Lp(Rn), 1 < p <∞, sind. Nun
sehen wir, daß diese singulären Integrale L∞(Rn) stetig nach BMO(Rn) abbilden. Mit
der H1−BMO−Dualität werden wir im nächsten Paragraphen sehen, daß diese singulären
Integrale stetig auf BMO(Rn) sind.

Lemma 6.6 Es sei K ∈ L1(Rn) ∪ L2(Rn), 0 < Λ <∞, mit

‖ K̂ ‖L∞(Rn)≤ Λ, (6.23)∫
|x|≥2|y|

|K(x− y)−K(x)| dx ≤ Λ. (6.24)
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Setzen wir für g ∈ L∞(Rn)

(Kg)(x) :=

∫

Rn

(K(x− y)−K(−y))g(y) dy, (6.25)

so ist K : L∞(Rn)→ BMO(Rn) stetig, genauer

‖ Kg ‖BMO(Rn)≤ CnΛ ‖ g ‖L∞(Rn) ∀g ∈ L∞(Rn). (6.26)

✷

Bemerkungen:

1. Mit (6.24) gilt

∫
Rn

|K(x− y)−K(−y)| dy ≤

≤
∫

|y|≥2|x|
|K(y)−K(y + x)| dy +

∫
|y|≤2|x|

(
|K(x− y)|+ |K(−y)|

)
dy ≤

≤ Λ + 2
∫

B3|x|(0)
|K| dLn <∞,

da K ∈ L1
loc(R

n) . Damit ist die Abbildung y 7→ K(x − y) − K(−y) in L1(Rn) ,
und Kg ist in (6.25) für g ∈ L∞(Rn) wohldefiniert.

2. Die Definition in (6.25) unterscheidet sich von der üblichen Definition von Kg =
K ∗ g für g ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ 2, wie z.B. in Lemma 3.1. Für g ∈ L∞(Rn)
mit kompaktem Träger unterscheiden sich die Definitionen nur um die Konstante∫
K(−y)g(y) dy , und Kg ist als Element von BMO(Rn) wohldefiniert.

3. Unten werden wir sehen, daß BMO(Rn) der Dualraum von H1(Rn) bzw. H1
a(R

n)
ist und dass K∗ : H1(Rn) → L1(Rn) , wobei K∗(x) := K(−x) gemäß Definition
1.4. Mit der Definition (6.25) ist K die duale Abbildung von K∗ .

4. Als duale Abbildung ist K : L∞(Rn) → BMO(Rn) schwach∗−stetig. Aus der
Definition (6.25) können wir direkt sehen, daß für schwach∗−konvergente Folgen
gm → g in L∞(Rn) die Bilder Kgm → Kg punktweise konvergieren. Mit der
Bemerkung zu Proposition 6.2 und der unter bewiesenen Dualität von BMO(Rn)
ergibt sich, daß Kgm → Kg schwach∗ in BMO(Rn) .

Da Funktionen mit kompaktem Träger schwach∗-folgen-dicht in L∞(Rn) liegen, ist
(6.25) die eindeutige schwach∗-stetige Erweiterung von K ∗ g .

✷

Beweis:
Wir betrachten einen beliebigen Ball B = B(x0) ⊆ Rn mit Zentrum x0 ∈ Rn und B∗

den Ball mit gleichem Zentrum und doppeltem Radius. Wir setzen für g ∈ L∞(Rn)

g1 := gχB∗ , g2 := g − g1.
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Mit Satz 1.2 ist K ∗ g1 ∈ L2(Rn) , da g1 ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) , und mit dem Satz von
Plancherel und (6.23) gilt

‖ K ∗ g1 ‖L2(Rn)≤ Λ ‖ g1 ‖L2(Rn) .

Daraus folgt

∫
B

|K ∗ g1| dLn ≤ Ln(B)1/2 ‖ K ∗ g1 ‖L2(Rn)≤

≤ CnΛLn(B)1/2 ‖ g1 ‖L2(Rn)≤ CnΛ ‖ g ‖L∞(Rn) Ln(B).

Setzen wir cB,1 := −
∫
B∗ K(−y)g(y) dy , so sehen wir

−
∫

B

|Kg1 − cB,1| dLn = −
∫

B

|K ∗ g1| ≤ CnΛ ‖ g ‖L∞(Rn) . (6.27)

Weiter setzen wir

cB,2 :=

∫

Rn−B∗

(
K(x0 − y)−K(−y)

)
g(y) dy

und sehen für x ∈ B mit (6.24)

|Kg2(x)− cB,2| ≤
∫

Rn−B∗
|K(x− y)−K(x0 − y)| dy ‖ g ‖L∞(Rn)≤

≤
∫

|y|≥2|x−x0|
|K(y + x− x0)−K(y)| dy ‖ g ‖L∞(Rn)≤ Λ ‖ g ‖L∞(Rn) .

Mit (6.27) folgt für cB := cB,1 + cB,2

−
∫

B

|Kg − cB | dLn ≤ CnΛ ‖ g ‖L∞(Rn),

also Kg ∈ BMO(Rn) und

‖ Kg ‖BMO(Rn)≤ CnΛ ‖ g ‖L∞(Rn) .

///

Im Beweis der H1 − BMO−Dualität im nächsten Paragraphen werden wir verwenden,
daß BMO−Funktionen ein Carleson-Maß auf Rn+1

+ definieren

Proposition 6.7 Es sei g ∈ BMO(Rn) und v(., t) := Pt ∗g das Poisson-Integral. Dann
ist t|∇v|2Ln+1 ein Carleson-Maß auf Rn+1

+ und

‖ t|∇v|2Ln+1 ‖C≤ Cn ‖ g ‖2BMO(Rn) .

Beweis:
Mit Proposition 6.3 sehen wir, daß das Poisson-Integral für BMO−Funktionen existiert.
Nach Translation und Streckung genügt es gemäß Definition 5.4 zu zeigen, daß

∫

Bn
1 (0)×]0,1[

t|∇v(x, t)|2 d(x, t) ≤ Cn ‖ g ‖2BMO(Rn) . (6.28)
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O.B.d.A. können wir gBn
2 (0)

= 0 annehmen. Wir zerlegen g = g1+ g2, g1 := gχBn
2 (0)

und

v = v1 + v2, vj(., t) := Pt ∗ gj , j = 1, 2 . Da g1 ∈ L2(Rn) gilt mit Proposition 5.16
∫

Bn
1 (0)×]0,1[

t|∇v1(x, t)|2 d(x, t) ≤ 1

2
‖ g1 ‖2L2(Rn)=

=
1

2

∫

Bn
2 (0)

|g − gBn
2 (0)
|2 dLn ≤ Cn ‖ g ‖2BMO(Rn) (6.29)

mit (6.5) aus dem John-Nirenberg-Lemma, Lemma 6.1.
Durch Differentiation unter dem Integral erhalten wir

|∇v2(x, t)| ≤
∫

Rn−Bn
2 (0)

|∇P (x− y, t)| |g(y)| dy ≤ Cn

∫

Rn−Bn
2 (0)

1

|(x− y, t)|n+1
|g(y)| dy.

Für (x, t) ∈ Bn
1 (0)×]0, 1[, y 6∈ Bn

2 (0) gilt

1

|(x− y, t)|n+1
≤ Cn

(1 + |y|)n+1
.

Mit Proposition 6.3 folgt

|∇v2(x, t)| ≤ Cn

∫

Rn

|g(y) − gBn
2 (0)
|

(1 + |y|)n+1
dy ≤ Cn ‖ g ‖BMO(Rn)

und ∫

Bn
1 (0)×]0,1[

t|∇v2(x, t)|2 d(x, t) ≤ Cn ‖ g ‖2BMO(Rn) .

Zusammen mit (6.29) folgt (6.28), und die Proposition ist bewiesen.

///

Im nächsten Schritt erkennen wir BMO(Rn) als Dualraum des Banachraumes H1
a(R

n) ,
den wir nun definieren.

Definition 6.2 a ∈ L∞(B) heißt Atom auf dem Ball B ⊆ Rn , falls

Ln(B) ‖ a ‖L∞(B)≤ 1,
∫
B

a dLn = 0.

Wir definieren den atomischen Hardy-Raum H1
a(R

n)

H1
a(R

n) :=
{ ∞∑

k=1

λkak ∈ L1(Rn) | λk ∈ C, ak Atom,

∞∑

k=1

|λk| <∞
}

und die atomische Norm für f ∈ H1
a(R

n) durch

‖ f ‖H1
a(R

n):= inf
{ ∞∑

k=1

|λk| | f =

∞∑

k=1

λkak ∈ L1(Rn), λk ∈ C, ak Atom
}
.
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Grundlegende Eigenschaften des atomischen Hardy-Raumes ergeben sich aus der folgenden
Proposition.

Proposition 6.8 Der atomische Hardy-Raum ist ein Banachraum mit der atomischen
Norm, und wir haben die stetigen Einbettungen

L∞
0 (B) →֒ H1

a(R
n) →֒ L1(Rn) ∀B ⊆ Rn Ball. (6.30)

Beweis:
Jedes Atom a liegt in L1(Rn) , und es gilt

‖ a ‖L1(Rn)≤‖ a ‖L∞(Rn) Ln(B) ≤ 1.

Daher sind alle Summen in der Definition von H1
a(R

n) absolut konvergent in L1(Rn)
und

‖ f ‖L1(Rn)≤‖ f ‖H1
a(R

n) ∀f ∈ H1
a(R

n).

Ist insbesondere ‖ f ‖H1
a(R

n)= 0 , so folgt f = 0 fast überall.
Da ‖ . ‖H1

a(R
n) subadditiv, positiv homogen und ‖ 0 ‖H1

a(R
n)= 0 , ist ‖ . ‖H1

a(R
n)

eine Norm auf H1
a(R

n) .
Andererseits definiert jedes f ∈ L∞

0 (B) ein Atom durch

a := Ln(B)−1f/ ‖ f ‖L∞(B),

falls f 6= 0 . Damit ist f ∈ H1
a(R

n) und

‖ f ‖H1
a(R

n)≤ Ln(B) ‖ f ‖L∞(B) . (6.31)

Damit sind die Einbettungen in (6.30) stetig.
Es verbleibt zu zeigen, daß H1

a(R
n) ein Banachraum ist. Dazu betrachten wir eine

Cauchy-Folge fm ∈ H1
a(R

n) . Es genügt zu zeigen, daß eine Teilfolge in H1
a(R

n) konver-
giert. Daher nehmen wir o.B.d.A.

‖ fm − fm+1 ‖H1
a(R

n)< 2−m

an. Gemäß der Definition der atomischen Norm existieren λmk ∈ C und Atome amk mit

fm+1 − fm =
∞∑
k=1

λmk a
m
k ,

∞∑
k=1

|λmk | < 2−m.

Da die L1(Rn)−Norm schwächer ist als die H1
a(R

n)−Norm ist, gilt

f := f1 +

∞∑

m=1

(fm+1 − fm) ∈ L1(Rn)

und

f − fm =

∞∑

l=m

(fl+1 − fl) =
∞∑

l=m

∞∑

k=1

λlka
l
k.
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Da fm ∈ H1
a(R

n) und
∞∑

l=1

∞∑

k=1

|λlk| ≤
∞∑

l=1

2−l <∞

folgt f ∈ H1
a(R

n) und

‖ f − fm ‖H1
a(R

n)≤
∞∑

l=m

∞∑

k=1

|λlk| ≤
∞∑

l=m

2−l = 2−m+1.

Dies ergibt fm → f in H1
a(R

n) , und H1
a(R

n) ist ein Banachraum.

///

Die Einbettung in (6.30) können wir verbessern.

Proposition 6.9 Für 1 < q ≤ ∞, 1 ≤ p < ∞, p−1 + q−1 = 1 haben wir die stetige
Einbettung

Lq
0(B) →֒ H1

a(R
n) ∀B ⊆ Rn Ball, (6.32)

genauer gilt

‖ f ‖H1
a(R

n)≤ Cn,q ‖ f ‖Lq(B) Ln(B)1/p ∀f ∈ Lq
0(B), B ⊆ Rn Ball. (6.33)

Teil IV

Appendix

A Lokale Maximumabschätzungen

In diesem Abschnitt geben wir einen Beweis für die lokalen Maximumabschätzungen für
harmonische Funktionen. Einen Beweis für allgemeine elliptische Differentialoperatoren in
Nicht-Divergenzform steht in [GT] Theorem 9.20.

Satz A.1 Für u ∈ C∞
loc(B1(0)) harmonisch gilt

sup
B1/2(0)

|u| ≤ Cn,q ‖ u ‖Lq(B1(0)) ∀q > 0

mit Cn,q <∞ .

✷

Zuerst beweisen wir eine Hilfsabschätzung.

Proposition A.1 Für v ∈ C∞
0 (B1(0)) mit

∆v = f + div g

und f ∈ C0
0 (B1(0)), g ∈ C1

0 (B1(0)) gilt

sup
B1(0)

|v| ≤ Cn,p

(
‖ f ‖Lp/2(B1(0))

+ ‖ g ‖Lp(B1(0))

)
∀p > n ≥ 2

mit Cn,p <∞ .
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Beweis:
Mit der Fundamentallösung des Laplace-Operators auf Rn, n ≥ 2,

Γ(x) :=





1

n(2− n)ωn
|x|2−n für n ≥ 3 ,

1

2π
log |x| für n = 2 ,

verwenden wir die Darstellungsformel

v(x) =

∫
Γ(x− y)∆v(y) dy für v ∈ C∞

0 (Rn),

siehe [GT] (2.17). Mit partieller Integration rechnen wir für ̺→ 0

∫
Γ(x− y)∂jgj(y) dy ←

∫

Rn−B̺(x)

Γ(x− y)∂jgj(y) dy =

=

∫

Rn−B̺(x)

∂jΓ(x− y)gj(y) dy −
∫

∂B̺(x)

Γ(x− y)gj(y)ν∂B̺(x),j
(y) dHn−1(y).

Da

∣∣∣
∫

∂B̺(x)

Γ(x− y)gj(y)ν∂B̺(x),j
(y) dHn−1(y)

∣∣∣ ≤ Cn|Γ(̺e1)|̺n−1 ‖ gj ‖L∞(B1(0))→ 0,

erhalten wir ∫
Γ(x− y)∂jgj(y) dy =

∫
∂jΓ(x− y)gj(y) dy,

also mit der Darstellungsformel

v = Γ ∗∆v = Γ ∗ f +∇Γ ∗ g.

Da Γ ∈ Lq
loc(R

n),∇Γ ∈ Lr
loc(R

n) für q < n/(n − 2), r < n/(n − 1) , erhalten wir mit der
Hölder-Ungleichung für p > n, 2p−1 + q−1 = 1, p−1 + r−1 = 1,

sup
B1(0)

|v| ≤‖ Γ ‖Lq(B2(0))‖ f ‖Lp/2(B1(0))
+ ‖ ∇Γ ‖Lr(B2(0))‖ g ‖Lp(B1(0))≤

≤ Cn,p

(
‖ f ‖Lp/2(B1(0))

+ ‖ g ‖Lp(B1(0))

)
,

also die Behauptung.

///

Beweis von Satz A.1:
Für n = 1 ist u linear, und die Behauptung folgt elementar. Für n ≥ 2 wählen wir
γ ∈ C∞

0 (B1(0)), γ = 1 auf B1/2(0), 0 ≤ γ ≤ 1 , setzen η := γM ∈ C∞
0 (B1(0)) für M ∈

N,M ≥ 3 und sehen für 0 < δ := 2/M < 1 , dass

|∇η| =MγM−1|∇γ| ≤ Cn,δη
1−δ/2, |D2η| ≤ Cn,δη

1−δ.
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Für v := uη ∈ C∞
0 (B1(0)) ergibt dies

∆v = 2∇u · ∇η + u∆η = 2div(u∇η) − u∆η.

Mit der vorigen Proposition A.1 erhalten wir für p > n und der Young-Ungleichung

sup
B1(0)

|v| ≤ Cn,p

(
‖ u∇η ‖Lp(B1(0)) + ‖ u∆η ‖Lp/2(B1(0))

)
≤

≤ Cn,p,δ ‖ uη1−δ ‖Lp(B1(0))= Cn,p,δ ‖ |v|1−δ |u|δ ‖Lp(B1(0))≤

≤ Cn,p,δ sup
B1(0)

|v|1−δ ‖ |u|δ ‖Lp(B1(0))≤
1

2
sup
B1(0)

|v|+ Cn,p,δ ‖ u ‖Lδp(B1(0)) .

Nach Absorption erhalten wir für q := δp > 0 , dass

sup
B1/2(0)

|u| ≤ sup
B1(0)

|v| ≤ Cn,q ‖ u ‖Lq(B1(0)),

also die Behauptung.

///
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