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Teil 1
Lineare Riume und Abbildungen

1 Banachridume
Zentraler Begriff der Funktionalanalysis ist der des Banachraums.

Definition 1.1 FEine Norm auf einem reellen bzw. komplexen Vektorraum X st eine
Abbildung || . ||: X — [0,00] mit
|z =0,
| z||=0<= 2 =0,
|z (= lal [,

lz+yl<lzl+1yl

fir x,y € X,a € R bzw. C . Setzen wir d(x,y) :=||xz—y | , so definiert dies eine Metrik
auf X . X bzw. (X, .||) heifst ein normierter Raum. Ist X in der Metrik vollstindig,
so heifst X bzw. (X, || .||) ein Banachraum.
Zwei Normen || . |1 und | . |2 heiflen dquivalent, wenn fir 0 < cy,C < o0
existieren mit
co |z 1<z |2<C x| firallexeX.

Beispiele:

1. R™und C" sind mit den Normen || z |:= |z| = /> i, 2? fiir @ = (z1,...,2y) €
R" und || z |:= |z| = /D1y ziZ fiir z = (21,...,%,) € C" Banachrdume.

Allgemeiner sind || @ ||p:= (320 |z:[P)Y/? fir 1 <p < 0o und ||  [|oo:= max?_; |z
Normen auf R” ;| die dquivalent sind.

2. Aquivalente Normen induzieren die gleiche Konvergenz.

3. Die letzte Bedingung in der Definition der Norm heifit Dreiecksungleichung. Daraus
sehen wir fiir z,y € X

lzl=lz-y+yl<lz—yl+lyl

und mit Symmetrie erhalten wir die umgekehrte Dreiecksungleichung

Fzll =1yl <lz=yl-
4. Es sei (X,| . ||) ein normierter Raum und Y C X ein linearer Unterraum.
Dann definiert die Einschrankung || . ||[y:=|| . || |y eine Norm auf Y , und Y

ist ein normierter Unterraum von X . Ist Y als Unterraum vollstdndig, so ist
Y in X abgeschlossen. Ist X ein Banachraum und Y abgeschlossen, so ist Y
ein Banachraum.



. Eine absolut konvergente Reihe > 77, 2 in einem Banachraum X , d.h.

oo
D Ik [I< oo,
k=1

ist konvergent.
Zum Beweis setzen wir y, := > ;_; z; und sehen fiir m >n

m
Il Y — yn [I< Z | z |— 0 fiir n,m — oo.
k=n+1

Also bilden die Partialsummen eine Cauchyfolge und sind somit konvergent.

. Fiir zwei normierte Rdume X,Y definieren wir die Produkt-Norm | . |xxv
auf X xY durch

(@) lxxy=lzlx+1yly.

Das Produkt X x Y betrachten wir mit dieser Norm als normierter Raum. Sind
X und Y Banachrdume, so ist auch X x Y ein Banachraum.

. Ist X ein normierter Raum und Y ein abgeschlossener Unterraum, so definiert
| z+Y |:=d(z,Y) eine Norm auf dem Quotientenraum X/Y , womit dieser ein
normierter Raum wird. Die Projektion 7 : X — X/Y,z — x4+ Y | ist stetig mit
Lip m <1 . Wir setzen codim Y :=dim(X/Y) .

. Essei Fp(X,Y) die Menge aller Funktionen auf einer nichtleeren Menge X # () in
einen normierten Raum Y ,z.B. Y =R bzw. C, mit beschranktem Bild f(X) CY .
Dann definiert

| f 7= sup || f(=) [ly
zeX

eine Norm auf Fu(X,Y) , und Fp(X,Y) ist ein normierter Raum. Ist Y ein
Banachraum, so ist F3(X,Y) ein Banachraum.

CBssei || (@)ien lpim (S5 )P fir 1 < p < 0o und | (5)jen [loi=
sup$ |x;| . Weiter sei 1P := {(zj)jen | || (%j)jen [[p< 00,25 € R bzw. C },¢q =
{(zj)jen | xj = 0 fiir j = oo,z; € Rbzw. C } C 1> . (I7,| . ||p) und (co, || - [|oc)

sind Banachréume.
Fir e; := (0i5)jen € co NP und = (x;)en € ¢p oder [P sehen wir

k
2k = ijej — 2 in ¢g bzw. [P fiir p < oo,
j=1

also liegt span{e; | i € N} dicht in ¢y bzw. [P fir p < co und
¢p und {? fiir p < oo sind separabel. (1.1)

Betrachten wir dagegen eq = (e4,j)jen € I*° fir ACN mit

1 fiir j € A,
6A7j ::
0 firjeN-—A,



10.

11.

12.

so sehen wir
lea —ep |[i=c=1 fiir A# B,

und die Bille B, /2(6 A) sind paarweise disjunkt. Sei nun D C [*° dicht, so gilt
DN Bylea) # 0 fiir alle A C N . Da die Bille Bjjp(ea) paarweise disjunkt sind
und {es|A C N} = P(N) iiberabzéhlbar ist, mufl auch D {iberabzihlbar sein, und

[°° ist nicht separabel. (1.2)

Auf C°([0,1],R) := {f : [0,1] — R stetig } setzen wir fiir 1 <p < oo

1

£ 1= ([ 150P 1)) far € 0.1 R).

0

Mit der Minkowski-Ungleichung definiert dies eine Norm auf C°([0,1],R)
C%([0,1],R) ist nicht vollstiindig, also kein Banachraum.

Essei pu ein Maf auf einer nichtleeren Menge X . Dann sind LP(u) fiir 1 < p < oo
mit der Norm

17 i= ([ 1P a) "t g e 22
X

und dem Satz von Riesz-Fischer Banachriume. Ist © = £' das Lebesgue-Ma8 auf
[0,1] , soist C°([0,1],R) C LP(L') ein dichter, nicht abgeschlossener Unterraum.

Fiir das Zahlmal p=v auf X =N ,ist LP(v) =17 .

Fiir e; := (055)jen € co bzw. [P sehen wir fiir @ # j

| e; —ej |l,= 27 fiir 1 <p < oo,

lei =¢jlleo=ll e —¢j [loo=1 fiir p = oo,

also besitzt (e;);en keine Cauchy- und insbesondere keine konvergente Teilfolge. Da
e; € B1(0) C ¢ bzw. [P im abgeschlossenen Einheitsball liegen, sehen wir, daf§ der
abgeschlossene Einheitsball i.a. in Banachrdumen nicht kompakt ist. Dies steht in
Kontrast zum Satz von Heine-Borel, der insbesondere besagt, dafl der abgeschlossene
Einheitsball im R™ kompakt ist. Tatséchlich gilt dies genau in endlich-dimensionalen
normierten Rdumen.

d

Proposition 1.1 Auf endlich-dimensionalen normierten Rdumen sind alle Normen dqui-
valent, insbesondere sind endlich-dimensionale normierte Raum vollstindig, als Un-
terrdume tmmer abgeschlossen und der abgeschlossene FEinheitsball ist kompakt.

Beweis:

Da jeder komplexe normierte Raum auch ein reeller normierter Raum ist und jeder endlich-
dimensionale reelle Vektorraum zu einem R" linear isomorph ist, geniigt es R"™ zu



betrachten. Hier geniigt es zu zeigen, daf jede beliebige Norm || . || dquivalent zu || . ||2
ist.

Wir sehen fiir die kanonische Basis e; € R", M := >"" | || ¢; | und der Dreiecksun-
gleichung

n n
Fo (=) wiei <Y Jail lleill<M |z
i=1 i=1
Zum Beweis der umgekehrten Abschitzung, bemerken wir mit der umgekehrten Dreiecks-
ungleichung

el =Tyl <le-yl<Mle—yls,

also ist die Abbildung x —|| z || auf R™ mit der iiblichen Konvergenz beziiglich || . ||2
stetig. Da der Rand des Einheitsballs in R™ mit der iiblichen Konvergenz kompakt ist,
existiert
m:= min | z|.
x€0B1(0)
Da || z ||> 0 fiir x # 0, sechen wir m > 0 . Fiir x # 0 schreiben wir = = A\v mit A =||
z |lo,v =2/ || x ||2€ dB1(0) und erhalten

[z =X v=Am=m] ]2,

und || .| und | .||z sind dquivalent.

Daher sind Cauchy- und konvergente Folgen und abgeschlossene bzw. beschrinkte
bzw. kompakte Mengen in beiden Normen dieselben. Da R™ beziiglich || . |2 vollstéindig
ist, ist somit R™ auch beziiglich || . | vollstindig. Da der abgeschlossene Einheitball
B beziiglich || . || abgeschlossen und beschrinkt ist, ist B auch beziiglich || . ||2
abgeschlossen und beschrinkt. Mit dem Satz von Heine-Borel ist B kompakt beziiglich
Il . [|2 , also auch kompakt beziiglich || .| .

/1]

Zum Beweis der Umkehrung beweisen wir der Satz vom fast orthogonalen Element, der
von unabhéngigem Interesse ist.

Proposition 1.2 (Satz vom fast orthogonalen Element) Fir einen abgeschlosse-
nen Unterraum Y C X,# X , eines normierten Raumes X wund 0 < 6 <1 existiert
ein r€X mit

|2 )= 1,6 < d(x,Y).

Beweis:

Wir withlen 29 € X —Y # () und sehen d(zp,Y) >0, da Y abgeschlossen ist. Weiter
wéhlen wir ygp € Y mit

| 20 — yo [|[< 67 d(2o,Y)
und setzen x:= (zo —yo)/ || zo — o || - Klarerweise gilt || z ||[=1 und fiir alle y € Y
Iz =y =l zo = (ot w0 —yo 1 w) I / | w0 — %o =

> d(z0,Y)/ || zo —yo [|> 0.

/1]



Proposition 1.3 Fiir jeden normierten Raum X gilt
B1(0) ist kompakt <= dim X < oo.

Beweis:
Nach Proposition 1.1 ist der abgeschlossene Einheitsball in endlich-dimensionalen normier-
ten Rdumen kompakt.

Also verbleibt die umgekehrte Richtung zu zeigen und wir nehmen an, dafl der ab-
geschlossene Einheitsball in X kompakt ist. In diesem Fall existieren endlich viele
Z1,..., TN € Bl(O) C X mit

B1(0) C UL, By o (i)

Wir betrachten den endlich-dimensionalen Unterraum Y := span{zi,...,zxy} C X . Mit
Proposition 1.1 ist Y vollstindig, also abgeschlossen. Wire X # Y | so existiert mit
dem Satz vom fast orthogonalen Element, Proposition 1.2, ein x € X mit

[z =1,1/2 < d(z,Y).

Daher gilt x € B1(0) und somit = € Byy(z;) fiir ein i € {1,..., N} . Dies ergibt
dz,Y) <||z —x; ||[< 1/2,

also ein Widerspruch, und somit ist X =Y endlich-dimensional.

/1]

Wir fahren mit stetigen, linearen Abbildungen zwischen normierten Rdumen fort.

Definition 1.2 FEine lineare Abbildung T : X — Y zwischen normierten Rdumen X,Y ,
d.h.

T(x+vy) :=Tx+Ty,
T(ax) = oTx,
fir z,y € X,a € R bzw. C , heifit beschrinkt, wenn

I T oxyy= sup || Tz |[ly< oo,
llz|l x <1

und L(X,Y) bezeichnet die Menge der beschrinkten linearen Abbildungen zwischen
X,Y . Im Fall von Y =R bzw. C ist X* := L(X,R) bzw. L(X,C) der Raum aller
stetigen linearen Funktionale und heifit der Dualraum von X .

Bemerkungen:

1. Eine lineare Abbildung 7T : X — Y ist stetig genau dann, wenn T nach obiger
Definition beschrénkt ist, und in diesem Fall ist T  lipschitzstetig.



2. Jedes lineare Funktional auf R"™ oder C" hat die Form
n
ANzxy, ..., zp) = Zaixi
i=1

mit (z1,...,2,), (Q1,...,a,) € R" bzw. € C" , und ist also stetig. Da auf endlich-
dimensionalen normierten Rdumen mit Proposition 1.1 alle Normen &quivalent sind,
sind lineare Funktionale auf endlich-dimensionalen normierten Rdumen stetig.

d

Proposition 1.4 Fir X,Y normierte Riume ist (L(X,Y), . |lr(xy)) ein normierter
Raum. Ist 'Y ein Banachraum, so ist auch L(X,Y) ein Banachraum.

Beweis:
Fir 7.5 : X - Y,a,8 € R bzw. C ist auch oT 4+ 8S linear. Sind 7,5 dariiberhinaus
beschréankt, so sehen wir

T+ ||= sup [ (T'+S)z < sup || Tz ||+ sup || Sz [|=[| T [+ 5]< oo
el <1 <1 <1

und genauso || aT ||=|a| || T || , und somit ist auch o7 + S € L(X,Y) beschrinkt.
Weiter gilt || 7' [|> 0, und im Fall =0 folgt 7= 0. Zusammen ist (L(X,Y), | . [[1(x,v))
ein normierter Raum.

Ist Y ein Banachraum und 7, € L(X,Y) eine Cauchyfolge, d.h. || T, — 1), || = O .
Dann sehen wir fiir z € X

| Tt = T [|<|| Ty = T || || 2 | = O,

also ist (T,x)nen eine Cauchyfolge in Y , und somit konvergent lim,, . Tz =: Tz ,
da Y wvollstindig ist. Wir rechnen fiir x,y € X,«,8 € R bzw. C

T(azx + By) = lim T,(ax + PBy) =« lim T,x + 8 lim T,y = oTx + BTy,

n—oo n—oo n—oo

und damit ist T' linear. Weiter gilt
| (T = T)a = Xim || (T — Tu)o |1< liminf || T — T || || @
m—00 m—00
also ist T — T, und somit auch 7' beschrankt und
| T—1T, ||<liminf || T, — T, ||< occ.
m—0o0

Schliefilich sehen wir

limsup | T -7, |< lim |7, —Tn|=0,
N300 n,m—00

also T, > T in L(X,Y) ,und L(X,Y) ist ein Banachraum.
/1]

Beispiele:



1. Fiir = = (2))jen € P,y = (yj)jen € 19, p~  +¢ 1 =1, sehen wir mit der Hlderun-
gleichung > 2%, |z;y;| <[ 2 [l | y lq< 0o und somit ist

o
w(@, ) =Y w5y
=1

wohldefiniert und
|z, el <[ 2 llp [y llg -
Damit definiert jedes y € I ein stetiges, lineares Funktional A, € (I7)* .

Fiir y €19,1 < g< oo setzen wir z; := §;|y;|7? und sehen

p o 1 o q
F 5= ly; P = 3 Jy;1* =Il v I,
j=1 j=1
[e.e] oo q
wlesyhe = 2 wiyy = 2 il =l lla=ll @ Iy [Ty llo
J= J=

also
I Ay lary=Ily llq - (1.3)
Fir g=o00,p=1 gilt | ¢; |1=1 fiir y #0 und

Scﬁolfl wei, Y| = Scﬁolflyzl =y lleo=llei llx ¥ lloo
1= 1=

also wieder (1.3).

Fir ¢ =1,p =00 sei z; = y;/|y;| fir y; # 0 und z; = 0 fiir y; = 0 . Dann gilt
|| z loo=1fiir y # 0 und

o0 o0
wlo e =z =3 |yl =y =)=l 1y 1,
j=1 j=1

also wieder (1.3). Zusammen werden (9 < ({P)* normerhaltend eingebettet.

Betrachten wir A, := Ay|cy € (cp)* fiir ¢ =1, so sehen wir fiir 2* = Zk

j=17Tj€j S

co wie oben || z¥ ||,,= 1 fiir k groB und y # 0 und

k k k
k k
(@b e =Y wiyp =Y lyil =l @ oo D lysl,
j=1 j=1 j=1
also
k
I 8y lleoy= D lysl =l y Il
j=1
und ' < (¢g)* wird normerhaltend eingebettet.

Fir 1 <g<oound A € (I?)* bzw. ¢ =1 und A € (cp)* setzen wir y; := Ae; . Fur

k _ k _ ko k .
y'=225-1Yi€, ¢ = (z5)jen und 2 = 307 xje; schen wir

k
Ageal =D ajyil = 1A <[l 2* lp [ A<z lp A
j=1



Da y* €19 erhalten wir mit (1.3)
k
[y llg=Il " llg=Il Ayr [y« <II A [|< o0

und y €19 . Da 2F — 2 in [P fiir p < 0o bzw. z¥ — z in ¢ fiir ¢ = 1, sehen wir

o0

Az — AzF — ijyj = Ayz,

j=1

also A = A, und somit
((P)* =17 fir 1 <p< oo,

(1.4)
(co)* = 1"

2. Fiir einen normierten Raum X und zwei beschrinkte, lineare Operatoren T,.5 :
X — X ist die Komposition wieder ein beschréinkter, linearer Operator mit

ST < SIT I
Damit ist L(X,X) eine normierte Algebra.

d

Proposition 1.5 (Neumann-Reihe) Es sei T : X — X ein beschrankter, linearer
Operator auf einem Banachraum X . Ist || T ||< 1, so ist I —T invertierbar, und die
Inverse ist gegeben durch die Neumann-Reihe

(I-T)"1= i .
m=0

Beweis:
Mit obiger Bemerkung sehen wir

[ [e%9)
DTS IT < o0,
m=0 m=0

da || T |[< 1, also ist die Reihe absolut konvergent, und somit konvergent, da L(X, X)
o0
mit Proposition 1.4 ein Banachraum ist. Wir setzen S := Y T™ € L(X,X) und rechnen

m=0
M
I-T)S+IT-T)Y T"=1-T"">1,
m=0

da || 7™ ||<|| T ||™— 0 . Genauso gilt S(I —T) =1, also ist I —T invertierbar mit
Inverse S .

/1]



Bemerkung:
Fiir einen beschriankten, linearen Operator T : X — X erhalten wir mit obiger Bemer-
kung
k+1 k l
< T T

und
lim sup H Tm Hl/m: limsup sup H mk-+l Hl/(mk‘Jrl)S
m—r00 m—o0 [=0,....k—
<limsup sup ( || T || kD | b | L kD ) <|| % ||V,
m—oo 1=0,....k—1
also

limsup || 77 ||¥™< inf || T™ |V/™ .
mMm—00 meN
Da die umgekehrte Gleichung fiir liminf trivial ist, erhalten wir

lim || 77 |Y™= inf || T™ |}/™ . (1.5)
meN

m—r0o0

Mit dem Wurzelkriterium konvergiert die Reihe

oo
ST
m=0

absolut, wenn
inf || 7™ [|Y™= lim || T™ ||Y™< 1
meN m—00

und wir sehen, dafl obiger Satz auch unter dieser schwécheren Bedingung gilt.



2 Hilbertraume

Definition 2.1 FEin Skalarprodukt oder inneres Produkt auf einem reellen bzw. komplexem
Vektorraum X st eine Abbildung (,): X x X — R bzw. C mit

(& + 2, y) = (,9) + (&),
(o, y) = afz,y),
(y,z) = (z,y),
(x,x) >0 firx#0,
fir z,2',y € X, € R bzw. C , und (X,(,)) heifit ein innerer Produktraum.
Wir definieren die Norm durch || z ||:= \/(z,2) .

a
Beispiele:
I. R"und C" sind mit den Skalarprodukten (z,y) = >.o ay firz =
(1, 20),y = (Y1, -+, Yn) € R" und (z,w) := > | zw; fir z = (21,...,2,),w =
(wi,...,wy) € C" innere Produktriume.

2. Aus obiger Definition folgt leicht die sogenannte polare Identitét fiir reelle innere
Produktraume
Moyy) =lle+y = [le—y|?
und fiir komplexe innere Produktrdume

ARe(z,y) =l z+y |* — [z —y |I”

bzw.
Ke,y) =lz+y > —lle—y P +i|z+iy [P =iz —dy ||*. (2.1)

3. Aus obiger Definition folgt leicht die sogenannte Parallelogrammidentitét
lz+y > +llz—ylP=21z > +2y . (2.2)
a

Proposition 2.1 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) In einem inneren Produktraum

(X, () gilt
[z, <[zl Iyl

Beweis:
Essei a:= (z,x),b:= |(z,y)|,c:= (y,y) . Es existiert « € C mit || =1 und a(y,z) =b.
Fiir t € R erhalten wir

0 < (x —tay,z — tay) = (z,z) — taly,z) — talz,y) + t2(y,y) = a — 2bt + ct>.

Ist 0=c=(y,y),sofolgt y=0und (x,y) =0, also ist obige Ungleichung erfiillt.
In jedem Fall sind a,b,c reel und fiir ¢ # 0 wihlen wir ¢ = b/c € R und erhalten

0<a—20*/c+cb?/c? =a—b/c,

also b? < ac , und wieder ist obige Ungleichung erfiillt.

10



/1]

Proposition 2.2 In einem inneren Produktraum (X, (,)) ist || .| eine Norm im Sinne
von Definition 1.1, und (X,| .||) ein normierter Raum.
Beweis:

Klarerweise gilt || = ||= v/(z,z) > 0, und fir || z ||= 0 folgt (x,z) = 0 und somit z =0 .
Weiter gilt
I az |[*= {az, az) = aa || « |,

also || ax [|=[af [z
Es verbleibt die Dreiecksungleichung zu zeigen. Wir rechnen mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

|z +y|*= (@ +y,z+y) = (x,2) + (2,9) + (y,2) + (y,y) <
<z P42z lyll+lylP=Uz|+1yl)?
also [|z+y[I<[[z|+yl .

/1]

Definition 2.2 Fin innerer Produktraum (X, (,)) , dessen Norm wvollstindig ist, heifit
ein Hilbertraum.

]
Beispiele:
1. L?(u) bzw. I2 sind mit den Skalarprodukten
)= / fg dp
X
bzw.
<(x])]€N, y] ]GN ijy]a
Hilbertraume.
2. Allgemeiner ist fiir jede nichtleere Menge I # @ der Vektorraum [%(I) :=
{(x:)icr | i € R bzw. C, Y,/ |2:]* < 00} mit dem Skalarprodukt
<(ml)1617 yl ZEI szyz
el
ein Hilbertraum. Wir setzen [1%()) = {0} .
]

11



Bemerkung:
Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung zeigt, dafl das Skalarprodukt (,): X x X — R bzw. C
stetig auf dem Produktraum ist. Insbesondere sind die Abbildungen

AY: X = R bzw. C,AY(z) := (z,y),
Ay X = R bzw. C, A, (y) := (z,y),

fir alle z € X,y € Y linear bzw. konjugiert-linear, d.h. A,(iy) = —iA,(y) , und in
beiden Fillen stetig. Wir sehen AY € X* und mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
I AY ||I<|ly || - Andererseits gilt

Ly IP=(y,9) = A(y) < AY [ ][y ],

also || AY ||=|l v || - Zusammen ist die Abbildung
y— AY (2.3)

eine konjugiert-lineare, normerhaltende Einbettung von X in seinen Dualraum X* .
Wir sehen unten im Satz von Riesz, Satz 2.1, dafi diese Abbildung surjektiv, also ein
konjugiert-linearer Isomorphismus ist.

Wir kommen zum Begriff der Orthogonalitit.

Definition 2.3 In einem inneren Produktraum X heiflen zwei Vektoren xz,y € X
orthogonal, geschrieben x 1y , wenn (z,y) =0 . Weiter heiffen x € X und M C X
orthogonal, geschrieben x 1 M , wenn x Ly fir alley € M .

Das orthogonale Komplement von = € X st die Menge =+ :={y € X |z Ly}
aller Vektoren, die zu x orthogonal sind. Weiter sei das orthogonale Komplement von
MCX.

M* = ﬂxeMxl.

- und M+ sind abgeschlossene Unterrdume von X , da das Skalarprodukt linear bzw.

konjugiert-linear und mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung stetig ist. Weiter folgt mit der

Stetigkeit des Skalarproduktes M* = M
Ein System (x;)icr € X heif§t orthogonal, wenn z; L x; firi # j , und ein System
(ui)ier € X heifst orthonormal, wenn

(ui,uj> = 51]

Beispiele:

1. In R™ und C™ bildet die kanonische Basis e; := (;j)j=1,..» ein maximales Ortho-
normalsystem.

2. In 12(I) bildet e;:

= (04j)jer ein maximales Orthonormalsystem. Man beachte es
gilt span{e;li € I} # 12

(I) , wenn I unendlich ist.

12



3. Ein Orthonormalsystem (u;);er € X ist maximal genau dann, wenn
{u; | i e I}t ={0}.
4. Fiir ein Orthogonalsystem (z;);er C X gilt

H Z - <ZZ> =3 ) = Do) = Z hi |2 (24)

=1 j:l =1
was dem Satz von Pythagoras entspricht.

d

Zuerst beweisen wir die konjugiert-lineare Isomorphie in (2.3) von Hilbertrdumen zu ihrem
Dualraum. Wir beginnen mit folgender niitzlicher Proposition.

Proposition 2.3 Jede nichtleere, abgeschlossene, konvexe Teilmenge M eines Hilber-
traumes X besitzt ein eindeutiges Element kiirzester Norm.
Ist M =x4Y affin mit einem abgeschlossenen Unterraum Y C X | so existiert
yeY mit
|z —yl=dY),

r—y LY.

Beweis:
Wir wahlen eine Minimalfolge x; € M mit

— inf =:d.
Fzx [|= inf |||l

Da (xp+x;)/2 € M mit der Konvexitdt von M , folgt mit der Parallelogrammidentitét
(2.2)
2
T + Xy H <
— || S

<2 g ||® 42| 2 ||* —4d® — 0 fiir k, 1 — oo.

= 2= 2 ) @ | +2 | 2 |2 4

Damit ist (xg)reny eine Cauchyfolge, also konvergent, da X ein Hilbertraum ist, und
wir erhalten zp —x € M ,da M abgeschlossen ist. Klarerweise gilt

— — d = inf
| [l 2 | Jnf 1yl
wie gewiinscht.
Eindeutigkeit erhalten wir durch Folgenmischung. Dazu seien z,2’ € M mit || z ||=||

o' ||=infyen || y || . Setzen wir mgp 1= x,x95,_1 := &’ fiir k € N, so definiert dies eine
Minimalfolge, ist also nach dem oben gezeigten konvergent. Dies ergibt

x = lim xg, = lim w91 = 2/,
k—o00 k—o00

also r=1'.

13



Fir M =xz+Y wihlenwir z=z—y€x+Y mit || 2z |[<|z—y | firalley €Y .
Dies ergibt ||z —y ||=d(z,Y) und weiter fiir alle t € R,y € Y
lz—yIP<llz—y—ty IP=ll e~y |* +t{z —y,9/) + tl/,z —y) + 2 ||y |*=
=llz —y |* +2tRe({x —y,y)) + ||/ |I* -
Differentiation bei t =0 ergibt
Re({x —y,y)) =0 fiiralley €Y.

Ersetzen wir fiir einen komplexen Hilbertraum X den Vektor 3’ durch i3/ , so erhalten
wir in jedem Fall
(x—y,y) =0 fiiralley €Y,

also r—y LY .

/1]

Damit kénnen wir Hilbertraume in direkte, orthogonale Summen zerlegen.

Proposition 2.4 FEs sei Y ein abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraumes X .
Dann ist X die direkte Summe von Y und seinem orthogonalen Komplement

X=YaovYl

Dies definiert die orthogonalen Projektionen Py : X — Y, I — Py : X = Y+ | und diese

sind stetig mit
| Py [l I —Py <1

Beweis:
Klarerweise gilt Y+Y+ C X | und fiir z € YNY* folgt = L x,also (z,2) =0 und x = 0.
Daher gilt Y NY+ = {0}, und obige Summe ist direkt.

Fir x € X existiert mit Proposition 2.3 ein y € Y mit y*- := 2 —y € Y+ | also
zr=y+y- und X =Y +Y"! . Zusammen folgt X =Y @Y.

Die direkte, orthogonale Summenzerlegung definiert die orthogonale Projektionen Py :
X =Y, I —Py:X —Y! , und wir erhalten mit (2.4)

Iz P=ll Pra+ (I = Py) |*=| Pya |* + || (I - Py)a |,

also
| Pra || (I —Py)z [I<[ z ||

und [ Py || I-Pyl<1.
//]

Als Korollar erhalten wir folgende niitzliche Charakterisierung von dichten Unterrdumen
in Hilbertrdumen.

Proposition 2.5 Fin Unterraum Y eines Hilbertraumes X liegt dicht genau dann,
wenn das orthogonale Komplement

Y+ = {0}

trivial ist.

14



Beweis:
Da Y+ =Y erhalten wir mit der vorigen Proposition

X=Yavt

also gilt X =Y genau dann, wenn Y+ = {0} . Nach Definition liegt Y dicht in X
genau dann, wenn Y = X , und die Proposition folgt.

/1]

Satz 2.1 (Darstellungssatz von Riesz) Es sei X ein Hilbertraum iber R bzw. C
und A: X — R, C ein stetiges, lineares Funktional auf X . Dann existiert y € X mit

Ax = (x,y) fir alle z € X.

Insbesondere definiert die Abbildung in (2.3) einen konjugiert-linearen Isomorphismus von
X in seinen Dualraum X* .

Beweis:
Ist A=0,sowihlen wir y=0.Ist A #0,soist ker A # X ein echter, abgeschlossener
Unterraum von X , und nach der vorigen Proposition existiert ein z # 0 mit z | ker A,
insbesondere z ¢ ker A und Az #0 .

Fiir beliebiges = € X sehen wir Z:=x — zAzx/Az € ker A L z | also

(w,2) = Az ||z |* /A=

und fiir y:=2zAz/ || z ||?
(z,y) = Ax.

/1]

Wir charakterisieren maximale Orthonormalsysteme in Hilbertrdumen und klassifizieren
damit Hilbertraume.

Proposition 2.6 (Bessel-Ungleichung) In einem inneren Produktraum X  gilt fiir
jedes Orthonormalsystem (u;)ier € X

Z (z,u))? <||z||®  fiir alle z € X.
el

Insbesondere sind nur abzihlbar viele innere Produkte (x,u;) # 0 , und, falls X ein
Hilbertraum ist, konvergiert die Reihe

el
m X .

Beweis:
Zum Beweis der Bessel-Ungleichung geniigt es I endlich zu betrachten, und wir setzen

yi=x— Z(x,m}ul

el

15



Wir sehen

iel iel
also bilden y,u;,7 € I , ein Orthogonalsystem. Wir erhalten mit (2.4)

o 2= g+ St wadu]| =l 1P + 3 e P = 3 w2,

el iel iel

also die Bessel-Ungleichung.
Insbesondere sind nur abzahlbar viele (z,u;) # 0, und wir betrachten I = N . Wir
setzen =Y . i (x,u;)u; und rechnen fiir m >n mit (2.4)

m 2 m
lam =2 =] 32 @] = 3 el

i=n-+1 i=n+1

Da >.2%, [{(z,u;)|* < oo , sehen wir, daB8 (zn)neny eine Cauchyfolge ist, also in einem
Hilbertraum konvergent ist.

/1]

Proposition 2.7 In einem Hilbertraum X sind folgende Aussagen fiir ein Orthonor-
malssystem (u;)ier € X dquivalent.

1. == > (x,uj)u; fir allex € X . (Fourierreihe)

iel
2. (x,y) =D (@, ui)(y,u;) firalex,yeX .
el
3 |z |1?P=> o, w)|*  fir alle x € X . (Parseval-Identitit)
iel

4. {u; | i €I} ={0}, d.h. (u;)ier ist ein mazimales Orthonormalsystem.

Beweis:
1. = 2.
Wir rechnen mit 1., da alle Reihen mit der Bessel-Ungleichung, Proposition 2.6 abzéhlbar
sind,

(,y) = <Z<maui>uiaz<y7uj>uj> =

i€l jel
= ZZ@,uiﬂyauﬁ% = Z<ﬂf,uz‘><y,ui>,

i€l jel i€l

also 2.
//

2. = 3.

3. ist der Spezialfall von 2. fiir x =y .

//

16



3. = 4.
Fir x 1 u; fiir alle ¢ € I gilt mit 3.

Tz 2= le,u)l® =0,
iel
also =0 und {u; | i€ I}t =1{0}.
//

4. = 1.
Da X ein Hilbertraum ist, konvergiert die Reihe in 1. mit Proposition 2.6, und wir setzen

yi=x— Z(x,m}ul e X.
i€l

Wir sehen

(y,ug) = (w,u) = > {w,wi) (uiy ug) = (@,u) = > (@,u3)655 = 0,

iel i€l

dh. y Lu; und y € {u; | i€ I} ={0} mit4., also =), (z, u;)u; , und wir haben
1.

/1]

Definition 2.4 In einem Hilbertraum heifst ein Orthonormalsystem, das eine und damit
alle Bedingungen der obigen Proposition erfillt, eine Orthonormalbasis.

O

Satz 2.2 Jeder Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis und ist isomorph zu 12(I) ,
wobei I die Mdchtigkeit einer Orthonormalbasis hat.

Beweis:
Mit dem Lemma von Zorn erhalten wir in jedem Hilbertraum X ein maximales Or-
thonormalsystem  (u;)ier € X , was mit der obigen Proposition und Definition eine
Orthonormalbasis ist.

Wir definieren T : X — [?(I) durch

Tx = ((x,u;))ier-

Mit der Bessel-Ungleichung, Proposition 2.6, liegt 7Tz tatsichlich in [2(I) , und T ist
klarerweise linear. Genauer folgt mit Proposition 2.7 2.

<T.%',Ty> = Z(xaul><y7ul> = <$,y> fiir alle T,y € Xa
i€l

und 7T ist ein innerer Produktraum-Homomorphismus. Insbesondere gilt || Tz ||=|| = || ,
und T ist injektiv.

17



Fir (zi)icr € *() gilt Y,/ |z:[* < oo, und wie im Beweis von Proposition 2.6

konvergiert

CC:ZCC@'U@' € X,

iel
da X ein Hilbertraum ist. Wir rechnen

(T, u;) = <ijuj,ui> = ijéji = xj,

jel jeI

also Tx = (x;)ier , und T ist surjektiv. Zusammen ist 7 ein Isomorphismus und

X = 12(I) .

18
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3 Vollstiandigkeit

Wir kommen nun zu den Hauptsitzen der linearen Funktionalanalysis, diese sind das
Prinzip der gleichméfligen Beschrinktheit, der Satz von der offenen Abbildung, der Satz
vom abgeschlossenen Graphen und im néchsten Paragraphen der Satz von Hahn-Banach.
Zum Beweis des Prinzips der gleichméfligen Beschriankheit beginnen wir mit dem Satz von
Baire.

Satz 3.1 (Satz von Baire) (X,d) sei ein vollstindiger, nichtleerer, metrischer Raum,
und Ar C X seien abgeschlossen mit leerem Inneren. Dann gilt

Urt1 Ak # X.

Beweis:
Wir withlen zg € X, 00 = 1 und induktiv z; € X,0 < 01, <27%. k € N mit

ngk(.%'k) - ng_l(.%'kfl) — A, fir ke N.

Diese Auswahl ist moglich, da By, ,(x;—1) — A offen und nichtleer ist, da int Ay =0
und Aj abgeschlossen ist.
Wir sehen
By (wp) € {z € X | d(x,x) < ok } € By, (1),

und, da X vollstdndig ist, existiert

x € M1 By, (1) # 0,

und es gilt

/1]

Bemerkungen:

1. Stérker folgt, da8 UP2 | Ay leeres Inneres hat, also X — U2, Ay liegt dicht in X .

Denn angenommen ( # U C U A , existiert By(z) € U . By(z) ist ein

vollsténdiger, nichtleerer Unterraum von X , Ap N By(x) sind abgeschlossen.
Weiter hat Ay N B,(x) leeres Inneres in B,(x) , denn sei V N B,(x) C AN B,(z)
mit V' C X offen. Dann ist die offene Menge V N B,(x) in Ay enthalten, also
VNB,(z) =0,da int A, =0 .Da V offen ist, folgt VNB,(z) =0, und das Innere
von AN By(x) ist leer. Mit dem Satz von Baire folgt U2, (A N By(z)) # By(x) .

Dies ist ein Widerspruch.

2. Durch Komplementbildung erhélt man, sind U, C X offen und dicht, soist N2, Uy
dicht.
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Lemma 3.1 (X,d) sei ein vollstindiger, nichtleerer, metrischer Raum und fi, f : X —
R und fr, stetig mit
fe = [ punktweise auf X.

Dann existiert zu jedem € >0 einx € X,0>0 und k € N mit

1fily) = f(y)| <e Vy € By(x),l > k.

Beweis:
Wir betrachten die abgeschlossenen Mengen

Ag = 02k Nz [f1 = ] < €

und sehen X = U2;A4; . Mit dem Satz von Baire, Satz 3.1, existiert ein %k €
N mit int Ay # (0, d.h. es existiert ein z € X, 0 > 0 mit

‘fl(y) - fm(y)‘ <e Vye Bg(x)Jam > k.

Lassen wir m — oo , so erhalten wir
[filty) = f(y)| <€ Vye By(x),l > k.

/1]

Satz 3.2 (Prinzip von der gleichmifligen Beschrinkheit)
X, Y seien Banachriume und T; : X — Y,i € I , beschrinkte lineare Abbildungen
mit
sup || Tiz ||[< o0 Vz e X.
i€l
Dann gilt
sup || T; ||< oo.
el

Beweis:
Wir betrachten die abgeschlossenen Mengen

Ap = Nier{z € X | || Tiw || < k}

und sehen mit obigen Voraussetzungen X = UP°,;Aj . Mit dem Satz von Baire, Satz 3.1,
existiert ein k € N mit int Ay # (0 , d.h. es existiert ein z € X, 0 >0 mit

| Ty [I<k Vy € By(x),i€l.
Daraus folgt fiir h € X mit || h (<o
I Tib <[ Ti(z + ) || + | T [[< 2k Vie T,

also
I Ty < 260" Viel

/1]
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Beispiel:
Es sei z; € C, so daB fiir alle y = (y;)jen € 19,1 < p,g < oo,p !t +q~

o
> wjy;€C
j=1

1'=1, die Summe

konvergiert. Wir behaupten
X = (xj)jeN elr.

Zum Beweis bemerken wir zuerst mit §; = (sgn 7;)|y;|, 9 = (9;)jen € 17 , daB

[e.9] [e.9]
D lwjysl =D w95 < oo
j=1 j=1
absolut konvergiert. Nun setzen wir z¥ = 2?21 xje; € P mit e; := (0;j)jen und sehen

fir beliebiges y = (y;)jen € ¢

k 0o
| (a®, y)ia| = ‘Zﬂijj‘ <D lwjyil < oo
=1 j=1

Betrachten wir z* € IP < (19)* , so folgt mit dem Prinzip der gleichmiiBigen Beschrinkt-
heit, Satz 3.2, und (1.3)

sup || ¥ ||l,=: A < oo,

keN

insbesondere
k
|z llp=Il 2% l[,< A

und x € [P .

Korollar 3.3 (Satz von Banach-Steinhaus) X,Y seien Banachriume und T, :
X — Y,n € N, eine Folge beschrinkter, linearer Abbildungen, die punktweise konver-
gieren

Tz := lim Tyx firxe X.

n—oo

Dann ist T eine beschrinkte lineare Transformation.

Beweis:
Wir rechnen fir z,y € X,a,8 € R bzw. C

T(azx + By) = lim T,(ax + PBy) =« lim T,x + B lim T,y = oTx + BTy,
n—o0 n—oo n—o0

und 7T ist linear.
Da (T,x)nen konvergiert, ist diese Folge beschrinkt, also

sup || Thx [|[< oo Vz € X.
neN
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Mit dem Prinzip der gleichméfligen Beschrénktheit, Satz 3.2, folgt

M :=sup || T,, ||< oc.
neN

Daraus folgt
| Tz ||= lim | Thz |[<K M || z| firze€ X,
n—oo

also ist T' beschrénkt mit || 7T [|[< M .

/1]

Bemerkung:
X,Y seien Banachrdume und 7, : X — Y,n € N | eine Folge beschriankter, linearer
Abbildungen, die punktweise auf einer dichten Menge D C X konvergieren

Ty:= lim T,y firye D,

n—oo

und deren Norm beschrankt
M :=sup || T, ||< o0 (3.1)
neN

sind.
Dann wahlen wir fir x € X unde >0einy € D mit ||z —y ||< e und sehen

tim sup | Tz — Ty 1< timsup (| Ty — Tony || + | (T~ To)(z — ) || ) < 2Me,

n,Mm—00 n,M—>00
also ist (T, z)nen eine Cauchyfolge und somit konvergiert

Tzr:= lim T,x.
n—oo

Wie oben sehen wir, da8 7' linear ist und mit (3.1) folgt || 7 ||< M , und T ist
beschriankt. Da (3.1) vorausgesetzt wird, folgt dies ohne Verwendung des Prinzips der
gleichméfligen Beschréanktheit, Satz 3.2.

d

Satz 3.4 (Satz von der offenen Abbildung) X,Y seien Banachriume und T :
X —= Y beschrdankte lineare Abbildung. Ist T surjektiv, so ist T eine offene Abbil-
dung.

Beweis:
Da T surjektiv ist, gilt
Y = U;L.O:1T(Bn(0))7

und mit dem Satz von Baire, 3.1, folgt, dafl eine dieser Mengen nichtleeres Inneres hat,
z.B.

BQ(@) g T(Bno (0)) .

Da T surjektiv ist, kénnen wir & € X mit TZ = ¢y wéhlen und sehen

BQ(O) = BQ(@) —Tz C T(Bno(o)) Tz = T(Bno(o)) Tz =
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= T(Byy(0) — Z) € T (B, (0))

fiir ny > no+ || Z || . Setzen wir 6 := o/n; , so erhalten wir
B5(0) € T(B1(0)).

Also existiert fiir y € Bs(0) ein x € B1(0) mit y — Tz € Bj5(0) , also
2(y — T'z) € Bs(0).

Wir setzen yo := y € Bs(0) , wihlen rekursiv zp € Bi(0) mit ygiq := 2(yx — Tzg) €

B;(0) . Da
oo [e.e]
Dol e < 27 <2
k=0 k=0

und X vollstindig ist, konvergiert > 30,27 %x), = 2 € B9(0) . Mit der Stetigkeit von T

folgt
K

Tx Z T2 " z) =y — 27" yxi1 > wo = v,
k=0

also
B;s(0) C T(B2(0)). (3.2)

Nun sei U C X offen und y € T'(U) . Dann existiert = € U mit Tz = y und B,(z) C
U fiir ein o > 0 . Mit (3.2) sehen wir

T(U) 2 T(By(x)) = T(By(0) + ) 2 Bsg2(0) +y = Bsg/a(y),
und T'(U) ist offen.

/1]

Korollar 3.5 (Satz von der stetigen Inverse) X,Y seien Banachriume und T :
X =Y eine bijektive beschrinkte lineare Abbildung. Dann ist auch die Inverse T—!
stetig.

Beweis:

Da T surjektiv ist, ist 7' mit Satz von der offenen Abbildung, Satz 3.4, eine offene
Abbildung. Dies ergibt fiir die Inverse 7! und offene Menge U C X ,daB (T71)"}(U) =
T(U) wieder offen ist, also T~! stetig ist.

/1]

Korollar 3.6 (Satz vom abgeschlossenen Graphen) X,Y seien Banachriume und
T:X =Y lineare Abbildung, deren Graph graph T = {(z,Tx) |z € X } CX XY in
der Produktnorm || (x,y) ||:=|| = || + || y || abgeschlossen ist. Dann ist T stetig.

Beweis:

Klarerweise ist graph T'C X xY ein Unterraum. Weiter ist X x Y und somit auch der
abgeschlossene Unterraum graph 1' ein Banachraum. Wir betrachten die Projektionen
wx :graph T — X xY — X,ny : graph T — X xY — Y | die beide stetig sind. Da
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wx(x,Tz) =z ,ist wx bijektiv, also ist mit dem Satz von der stetigen Inverse, Satz 3.5,
die Inverse 7'(';(1 stetig. Beachten wir

(my o my})(x) = my (v, Tx) = T,

soist T'=my o 71;(1 als Verkettung wieder stetig.

/1]

Bemerkung:
Der Graph von T ist abgeschlossen genau dann, wenn

e X Ty, >yeY =Tr=y.

24



4 Trennungssitze

In diesem Paragraphen behandeln wir einen weiteren Haupsatz der linearen Funktional-
analysis, den Satz von Hahn-Banach.

Satz 4.1 (Satz von Hahn-Banach) FEs sei X ein reeller, normierter Vektorraum,
p: X = R sublinear, d.h.

plz+y) <p(@)+ply) firzyeX,
plaz) = ap(z) firze X,a >0,

und A:Y — R ein lineares Funktional auf dem Unterraum Y C X mit

Ay <ply) firyeY.

Dann existiert eine lineare Erweiterung A: X SR mit

Ay=Ay firyey,
Az < p(x) firzeX.
Beweis:

Ist Y = X | so folgt die Behauptung trivial. Andernfalls, existiert ein z € X —Y | und
wir setzen Ag:Y @ span{z} —» R

Ao(y+az):=Ay+ca YyeY,acR,

und ein ¢ € R, das wir unten wihlen. Klarerweise ist Ay fiir jedes ¢ € R linear, das
A fortsetzt. Weiter soll
Aoz < p(z) firzeY @{z}

bzw.
Ay+ca<ply+az) firyeY,aeckR (4.1)

gelten. Fiir o =0 ist dies nach Voraussetzung A < p auf Y erfiillt. Fiir o > 0 ist (4.1)

dquivalent zu
<Pt hy_ vy (1)
o e o

und fir a <0 ist (4.1) dquivalent zu

Czp(y+az)—Ay:A<_g>_p<_g_z>.

o « [0

Zusammen erfiillt ¢ die Bedingung (4.1) genau dann, wenn

sup (Ay —ply — Z)> <c<inf (p(y +2) — Ay)- (42)

Fiir y,/ €Y gilt
Ay+ Ay =Ay+y) <ply+v) <ply+2z)+ply —2),
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also
Ay —p(y —z) <ply+ 2) — Ay,

und es existiert ¢ € R , das (4.2) und somit (4.1) erfullt. Insgesamt konnen wir
A zu Ag auf Y @ span{z} mit Ay < p fortsetzen.

Nun betrachten wir die Familie F aller linearen Fortsetzungen Ay von A mit Ag < p
auf Unterrdiume Y C ZC X . Da A e F,gilt F#0.Wir ordnen F durch Inklusion,
d.h. Ay < Ap fir A; € F,A; : Z; - R genau dann, wenn

Zl g Z2 und AQ‘Zl = Al.

Nun sei {A;}ier € F,A; : Z; — R, I # 0, eine vollgeordnete Unterfamilie, d.h. fiir
i,j € I gilt A; < Ajoder Aj < A; . Wir setzen Zp := UjerZ; € X und Ag : Zp — R
durch

Aor = ANz firx € Zpund i € I mit x € Z;.

Fir z € Zpund 7,5 € I mit x € Z; N Z; nehmen wir wieder 0.B.d.A. A; < A; an, da
{A;}ier vollgeordnet ist, und sehen A;x = Ajz , alsoist Ag ist wohldefiniert. Klarerweise
ist Ap eine Fortsetzung aller A; mit Ag <p.

Zy 2 'Y ist ein Unterraum. Dazu betrachten wir z1,x9 € Zy, a1, as € R . Es existieren
i,j € I mitxy € Z;,x9 € Z; . Wieder kénnen wir 0.B.d.A. A; < A; annchmen, also
r1 € Z; € Z; und aqgxy + aswe € Z; C Zy . Weiter gilt

Ao(arz1 + asze) = Aj(oanz + avxe) = aiAjz + cojro = oMozt + aploza,

und Ay ist linear, also A; < Ag € F .

Mit dem Lemma von Zorn existiert ein maximales Element A € F,A:Y — R . Gilt
Y # X , so existiert nach obiger Konstruktion eine echte Fortsetzung Ay € F von A,
dh. A < Ag, A % Ay . Da Ao in F maximal ist, ist dies unmoglich. Daher gilt ¥ =
X und A: X - R ist eine gewiinschte Fortsetzung von A .

/1]

Satz 4.2 (Satz von Hahn-Banach fiir lineare Funktionale) FEs sei X ein nor-
mierter Vektorraum dber R bzw. C wund A :Y — R,C ein stetiges, lineares Funk-
tional auf einem Unterraum Y C X . Dann existiert eine stetige, lineare Erweiterung
A: X —>R,C mit

A=l A

Beweis:
Zuerst betrachten wir einen reellen, normierten Vektorraum X und ein reelles, stetiges
lineares Funktional A :Y — R . Wir setzen

plx) :=[| A ||x] firzeX.

p ist sublinear, und A < pauf Y . Mit dem Satz von Hahn-Banach, Satz 4.2, existiert
eine lineare Fortsetzung A von A auf X mit A < p . Wir rechnen

+Ar = A(£z) < p(xz) =|| A |||z || firze X.

Damit ist A stetig und || A ||=|| A .
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Nun sei X ein komplexer, normierter Vektorraum und A : Y — C ein stetiges,
komplex-lineares Funktional auf ¥ C X . o := Re A : Y — R ist ein stetiges, reell-
lineares Funktional auf X mit || o ||=| A || . Betrachten wir X als reellen, normierten
Vektorraum, so existiert nach dem oben Bewiesenen eine stetige, reell-lineare Fortsetzung
5:X —»Rmit |5 ]|=| o] . Wir definjeren A:X — C durch

Az = Gz — i6(ix). (4.3)
Klarerweise ist A reell-linear. Weiter gilt
A(iz) = 6(ix) —i6(ix) = i6x — 26 (ix) = iz,
und A ist komplex-linear. Fiir z €Y gilt
o(ix) = Re A(iz) = Re(iAz) = —Im Az,

also

Ax = ox —io(ix) = 6z —io(ix) = Ax,

und A ist eine Fortsetzung von A .
Fir z € X wihlen wir a € C,|a| =1 mit aAz = |Az| . Dies ergibt

Az| = aAz = Re Moax) = 5(az) <[ & || || ax |[=] Al [ |,
also ist A stetig und || A ||=| A || .
/1]

Korollar 4.3 Fiir einen Unterraum Y C X und x € X gilt

d(z,Y) =max{|Az| | A€ X" AlY =0,[| A|<1}. (4.4)
Insbesondere gilt
|z|l= max |Az|, (4.5)
[A<1,Aex~
xe?@(VAeX*:A\Y:O:>Ax:O), (4.6)

und Y liegt dicht genau dann, wenn fir alle stetigen linearen Funktionale A auf X
AY =0= A=0. (4.7)

Beweis:
Fir Ae X*AlY =0,[| A< 1lundy € Y mit ||z —y [|<d(z,Y)+efireine >0
sehen wir

[Az| = [Alz —y)| <[ A [[z -y I<dz,Y) +e,

also gilt > in (4.4). Zum Beweis von < betrachten wir die eindeutige lineare Abbildung
A:Y + span{zr} — Rbzw. Cmit A = 0auf Y und Az = d(z,Y) . Fir z=azx+y €
span{z} +Y,a € R bzw. C,y € Y rechnen wir

2 [I=ll ax +y ||> d(az,Y) = |a] d(z,Y) = |Az],
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und erhalten )
[ Af< 1

Mit dem Satz von Hahn-Banach, Satz 4.2, existiert eine stetige, lineare Erweiterung
Avon Aauf X mit || A [[< 1,also A € X" AlY = 0,Ax = d(z,Y) . Dies ergibt
(4.4).

(4.5) folgt aus (4.4) mit Y = {0} , (4.6) folgt aus (4.4),da z €Y & d(z,Y) =0,
und (4.7) folgt aus (4.6).

/1]

Schliefllich verwenden wir den Satz von Hahn-Banach, Satz 4.1, um konvexe Mengen zu
trennen.

Satz 4.4 (Trennungssatz von Hahn-Banach) Es sei X  ein normierter Raum,
A, B C X nichtleere, disjunkte, konvexe Mengen.
Ist A offen, so existiert ein stetiges, lineares Funktional A auf X und -~y € R mit

ReAa < v < ReAb fiir allea € A,b € B.

Ist A kompakt und B abgeschlossen, so existiert ein stetiges, lineares Funktional
A auf X und v1,72 € R mit

ReMAa < 1 < 2 < ReAb  fiir alle a € A,b € B.

Beweis:
Zuerst betrachten wir einen reellen, normierten Vektorraum X und A offen. Wir wéhlen
ap € A,byg € B und setzen xg:= by —ag,C := A— B+ xp . Dann ist C eine konvexe
offene Umgebung von 0, z.B. Bs(0) C C .

Wir definieren das Minkowski-funktional zu C

p(z) :=inf{t>0|z/teC }.

Klarerweise gilt p(ax) = ap(x) fiir « > 0 , wobei wir beachten, dass p(0) = 0 . Zu
p(z) < t existiert p(x) < s <t,s >0, mit z/s € C', also

z/t = (s/t)(x/s) + (1 —s/t)0 € C.

Damit sehen wir fir z,y € X,p(z) <t,p(y) < s, daB

(x4 9)/(t+5) = ——(a/t) (y/s) € C,

s
t+s * t+s
also p(r+y) <t+s und
p(x +y) < plx) + p(y)-
Zusammen ist p subadditiv. Fiir ¢ >| = || /0 gilt 2/t € Bs(0) C C , also

p(z) <[l = | /4. (4.8)
Weiter sehen wir fiir « € C' und C' offen, dal x/t € C fiir ein t < 1 , also

p(z) <1 firzecC.
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Da A und B disjunkt sind, gilt z9 € C' und daher

p(zo) > 1.

Nun definieren wir das lineare Funktional Ag : span{zo} — R durch Ag(axg) = ap(zy) .
Wir sehen

= p(axo) fiir o > 0,
Ao(axo) = ap(zo) =
<0 <plaxy)  fiira<O0.

Zusammen folgt Ag < p und mit dem Satz von Hahn-Banach, Satz 4.2, existiert ein
lineares Funktional A : X — R mit

Azg = Aozo = p(x0) > 1
und A < p . Fiir beliebiges = € X sehen wir mit (4.8)
+Az = A(tz) < p(£z) <|| = || /o,
und A ist stetig. Weiter gilt fir a € A,b € B, daf§
Aa—Ab+1<Ala—b+xz9) <pla—b+x9) <1,
also Aa < Ab . Setzen wir 7 :=sup,c4 Aa € R, so erhalten wir
Ao <~y <Ab firae AbeB.

Da A offen ist und jedes nicht-konstante lineare Funktional eine offene Abbildung ist, ist
AA offen, und wir sehen v =supAA & AA . Dies ergibt

Aa<~v<Ab firae A,be B.

Nun sei A kompakt und B abgeschlossen. Dann gilt d(A, B) > 0, denn andernfalls gébe
es an € A,b, € Bmit | a, —0b,||— 0.Da A kompakt ist, konvergiert eine Teilfolge
an, = a € A und damit auch b, — a . Da B abgeschlossen ist, folgt « € AN B im
Widerspruch zu Disjunktheit von A und B . Daher existiert § > 0 mit Ag := A+ Bs(0)
offen und disjunkt zu B . Nach dem oben Bewiesenen existiert ein stetiges, lineares
Funktional A auf X und v € R mit

Aa <~y < Ab fiir alle a € A+ Bs(0),b € B.

Nun ist AA C]—o00,7[ kompakt, also supAA < . Wihlen wir supAA <y <792 <7,
so folgt die Behauptung.

Nun sei X ein komplexer, normierter Vektorraum. Betrachten wir X als reellen,
normierten Vektorraum, so existiert nach dem oben Bewiesenen eine stetiges, reell-lineares
Funktional o : X — R, das die entsprechenden Behauptungen erfiillt. Definieren wir
A: X — C wie in (4.3) durch Az := oz —io(ix) , so ist A stetig, komplex-linear,
ReA = o , und die Behauptung folgt.

/1]
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Definition 4.1 FEin abgeschlossener Unterraum Y eines Banachraumes X heif$t kom-
plementierbar, wenn ein abgeschlossener Unterraum Z C X existiert mit

X=YaqZ
dh. X=Y+2ZYNZ={0}.
O
Proposition 4.1 FEs set X ein Banachraum und Y C X ein abgeschlossener Unter-

raum. Ist
dimY < oo oder codimY < oo,

soist 'Y in X komplementierbar.

Beweis:
Ist Y endlich-dimensional, so wéhlen wir eine Basis yi,...,y, von Y und betrachten
die duale Basis yf,...,y, von Y* , d.h. y; sind die eindeutigen linearen Funktionale

auf Y mit (y;,y;) = 6;; . Mit der Bemerkung nach Definition 1.2 sind y; stetig auf
Y und mit dem Satz von Hahn-Banach, Satz 4.2, existieren stetige, lineare Fortsetzungen
acj € X* . Dannist Z :=Nj_ker 2} ein abgeschlossener Unterraum von X . Fir z € X
setzen wir .

Y= Z(x’;,@yl ey

i=1

und sehen

3
3

<$;~<, xr — _7 ) yz - a
2:1 z:l
also z:=zx—yenNi kera;=Zr=y+z, mdX=Y+72.
Fir yeYNZ gllt y = i, oy; fiir geeignete oy € R bzw. C . Weiter sehen wir

n
],y § al j’yl E ai(sij:aj’
i=1

also y=0und Y NZ = {0} . Zusammen folgt X =Y & 7 .

Die Quotientenabbildung 7 : X — X/Y ist stetig und surjektiv. Ist dim(X/Y) < oo,
so wihlen wir eine Basis v1,...,70, von X/Y und x; mit 7(z;) = v; . Mit Proposition
1.1 ist der endlich-dimensionale Unterraum Z := span{zi,...,z,} abgeschlossen. Da
w(Z) = span{vy,...,v,} = X/Y |, existiert zu jedem z € Xeinz € Zmit z+Y =
m(z) =7w(x) =z+Y ,aso z—2 € YundX =Y +Z .Fir 2 € YNZ gilt
z =Y oz fiir geeignete a; € R bzw. C . Wir sehen

n
= E Q;;,
i=1

also a1,...,a, =0,da v1,...,0, linear unabhéngig sind, und somit y =0 und YNZ =
{0} . Zusammen folgt X =Y @ 7 .
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Proposition 4.2 Fin abgeschlossener Unterraum Y eines Banachraumes X ist kom-
plementierbar genau dann, wenn eine stetige Projektion P von X aufY existiert, d.h.
PeL(X,X),P?P=Pim P=Y .

Genauer ist fir jede durch eine Zerlegqung X =Y @ Z in abgeschlossene Unterrdume
definierte Projektion P :X — Y, ker P =7 stetig.

Beweis:
Fiir eine stetige Projektion P von X auf Y ist Z := ker P ein abgeschlossener Unter-
raum. Klarerweise gilt = Pz + (I — P)z firz € X mit Pz €Y und

P(I — P)x = P2z — Pz =0,

also (I — P)x € ker P =7 undsomit X =Y + 7 . Fir y € YNZ sehen wir
y €Y =im P, also existiert = € X mit Pz =y . Dies ergibt y = Pz = P2z = Py =0,
also YNZ={0} und X=YaZ.

Ist Y komplementierbar X =Y & Z mit einem abgeschlossenen Unterraum Z , so
hat jedes = € X eine eindeutige Darstellung x =y + 2z mit y € Y,z € Z . Wir definieren
Pz :=y . Klarerweise ist P linear und im PCY .Da y=y+0, folgt y=PyecY ,
also im P=Y .Da z =0+ 2z, folgt Pz =0, also Z C ker P . Ist andererseits
r=y+z€ker P,sofolgt 0=Pxr=y,also x=2z¢€ Z und ker P = Z . Weiter sehen
wir P’z = Py=y = Px ,also P>=P ,und P ist eine Projektion von X aufY .

Schliefllich zeigen wir mit dem Satz vom abgeschlossenen Graphen, Satz 3.6, dafl P
stetig ist. Dazu sei z, € X mit x, — z,y, := Pz, — y .Da y, € im Y und Y
abgeschlossen ist, folgt y € Y . Weiter gilt z, —y, = I — P)x, € Zund z :== = —
ylimy, o0 (2, —yn) € Z ,da Z abgeschlossen ist. Dies ergibt o =y+zmity e Y,z € 7,
also y = Pz + Pz, und P ist mit dem Satz vom abgeschlossenen Graphen, Satz 3.6,
stetig.

/1]
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Teil II
Dualitidt in Banachriumen

5 Schwache Topologie

Definition 5.1 FEs sei X ein Banachraum iber R bzw. C . Auf X definieren wir die
schwache Topologie als die durch die stetigen, linearen Funktionale A € X*, A : X —
R bzw. C , erzeugte Topologie auf X .
Auf X* definieren wir die schwach*-Topologie als die durch die Abbildungen A} :
X* =R bzw. C
A=Az firzeX

erzeugte Topologie auf X* .

Bemerkungen:

1. Entsprechend Definition A.9 bildet
{A"Y(U) | A € X*,U C R bzw. C offen }
eine Subbasis der schwachen Topologie und
{AS"1(U) | z € X,U C R bzw. C offen }
eine Subbasis der schwach*-Topologie.

2. Da die stetigen, linearen Funktionale stetig auf X mit der durch die Norm erzeugte
Topologie sind, ist die schwache Topologie grober als die Normtopologie auf X . D.h.
jede schwach offene bzw. schwach abgeschlossene Menge ist beziiglich der Norm auch
offen bzw. abgeschlossen. Insbesondere umfafit fiir A C X der schwache Abschluf3
A, von A den Normabschlu A , d.h.

ACA,. (5.1)

Daher heifit die Normtopologie auch starke Topologie, und Konvergenz in der Norm
heiflt starke Konvergenz.

3. Klarerweise trigt X™* als Banachraum eine schwache Topologie, die durch die ste-
tigen, linearen Funktionale X** auf X* erzeugt wird. Die obigen Abbildungen AJ
sind stetige, lineare Funktionale auf X* , und daher ist die schwach*-Topologie auf
X* grober als die schwache Topologie auf X* .

4. Fir z #y € X sel z: =y — 2z # 0 und mit dem Korollar 4.3 zum Satz von Hahn-
Banach, Satz 4.2, existiert ein stetiges, lineares Funktional A € X* mit Az # 0,
also Az # Ay und X* ist punktetrennend auf X . Mit der Bemerkung 5. nach
Definition A.9 ist X mit der schwachen Topologie ein Hausdorff-Raum.
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5. Klarerweise gilt fir A, A € X*
(vxeX;Ax:Ax) — A=A,

und daher ist {A} : X* - R,C | z € X} punktetrennend auf X* , und mit der
Bemerkung 5. nach Definition A.9ist X* mit der schwach*-Topologie ein Hausdorft-
Raum.

6. Eine Folge =« in X konvergiert in der schwachen Topologie, kurz konvergiert
schwach, gegen = € X mit Bemerkung 4. nach Definition A.9 genau dann, wenn

Az, — Az fiir alle A € X*.

Mit Korollar 4.3 (4.5) existiert ein A € X* mit || A ||[< 1 und Az =|| = || . Damit
folgt
| z [|= |Az| = lim |Azg| < liminf || zy |, (5.2)
k—o0 k—o0

und die Norm ist unterhalbstetig beziiglich schwacher Konvergenz.

7. Eine Folge Ay in X* konvergiert in der schwach*-Topologie, kurz konvergiert
schwach®, gegen A € X* mit Bemerkung 4. nach Definition A.9 genau dann,
wenn

Apx — Az fiir alle z € X.

In diesem Fall sehen wir mit dem Prinzip der gleichméfligen Beschrénktheit, Satz
3.2, dafi
sup || A, [|x-< o0. (5.3)

keN
Fir x € X sehen wir

|[Az| = lim |[Agz| <liminf || Agx || || z |,
k—o00 k—o0

also
| A JI< limin || Ay | (5.4)
k—oo

und die Norm ist unterhalbstetig beziiglich schwach*-Konvergenz.

8. Konvergiert zp — = schwach in X | so konvergieren die stetigen, linearen Funktio-
nale A7 schwach® in X** gegen A} , und wir sehen wie eben mit dem Prinzip der
gleichméBigen Beschrinktheit, Satz 3.2, und Korollar 4.3 (4.5), da8

sup || o [|x=sup [| A7, [[x+< oc. (5.5)
keN keN

9. Klarerweise impliziert Normkonvergenz die schwache bzw. schwach*-Konvergenz.

Fiir konvexe Mengen gilt Gleichheit in (5.1).
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Proposition 5.1 Fir konvexe Mengen C C X stimmt der schwache Abschluf$ mit dem
Normabschluf$ iberein, d.h.

Cyp=C.
Insbesondere ist eine konvexe, norm-abgeschlossene Menge auch schwach abgeschlossen.
Beweis:
Mit (5.1) haben wir o

C C Cy.
Nun sei zg € C . Mit dem Trennungssatz, Satz 4.4, existiert ein stetiges, lineares Funk-
tional A € X* und v € R mit

ReAzxy < v < ReAx fiir alle x € C.

Nun ist U := [ReA < 7] = A"'(Re < ) per Definition schwach offen. Da CNU =

0,29 € U , folgt zo9 & C,, , also C,, C C , und die Proposition ist bewiesen.

/1]

Als Korollar erhalten wir das Lemma von Mazur.

Korollar 5.1 (Lemma von Mazur) Es sei X  ein Banachraum wund x, €
X mit x, — x schwach in X . Dann ezistieren Konvexkombinationen vy, von {xk}ren ,

d.h.

Nn Nn
Yn = Z)\Zxk mit Z)\Z =1, >0,
k=1 k=1

mit y, — = in der Norm von X .

Beweis:

Es sei C = co{zy}ren die konvexe Hiille der z . Da =z, — z schwach in X , gilt
fiir jede schwach offene Menge U > x , dal =z, € U fiir groBe n € N . Wir sehen, =z
liegt im schwachen Abschlu8 C,, von C' , und mit der vorigen Proposition 5.1 auch im
NormabschluB C von C . Daher existieren 3, € C mit y,, — = in der Norm, und die y,
sind Konvexkombinationen der xy .

/1]

Wir beweisen nun das Analogon zu Korollar 4.3 (4.6) und (4.7) fiir die schwach*-Topologie.

Proposition 5.2 FEs sei X ein Banachraum und N C X* ein Unterraum des Dual-
raumes. Dann gilt fiir den schwach® Abschluf$ von N

2* € Ny <= <\meX:A;§yN:0:>x*(x):0), (5.6)
und N liegt schwach® dicht genau dann, wenn fir alle © € X

AN =0= 2 =0, (5.7)
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Beweis:

(5.7) folgt aus (5.6). Zum Beweis von = in (5.6) betrachten wir x € X , so dafli A} auf N
verschwindet. Da A} schwach* stetig auf X* ist, verschwindet A} auch auf dem schwach*
Abschlu8 N+ von N . Es folgt fiir z* € N~ , daB

0=A%(a") = 2" (x)

und = in (5.6) ist bewiesen.
Nun betrachten wir z* € X* mit

Vee X :A)JN=0= z"(z) =0 (5.8)

und zeigen z* € N+ . Dazu betrachten wir eine offene Basismenge der schwach*-
Topologie auf X* der Form V = ﬂzzlA;}:l(Uk) CX* xp € X, U, CK:=Rbzw. :=
C offen mit z* € V' und zeigen VNN # () .

Wir betrachten den Annihilator von N , dies ist der Vektorraum +N := {z €
X | AXIN =0} aller x € X, deren induzierte stetige Funktionale auf N verschwinden,
zerlegen den endlich-dimensionalen Vektorraum

Y = span{zi,...,z,y =Y N TN)@ Z

in eine direkte Summe und wihlen eine Basis 21, ..., 2, von Z . Klarerweise gilt *NNZ =

{0} .
Nunsei ®: N — K™ A~ (Azy,...,Azy) , und wir behaupten @ ist surjektiv. Falls
nicht, so existiert (aq,...,an) € K™ — {0} mit

0=> ahzy =AY az= A*i (A) fiir alle A € N,
=1 =1 PR

also S iz € TNNZ = {0} undsomit Y, qz =0.Da z,...,2, linear
unabhéingig sind, folgt «1,...,a; = 0, also ein Widerspruch, und & ist surjektiv.

Damit existiert A € N mit ®(A) = (2*(2))i=1,..m , also Az = z*(z) firl =
1,...,m . Andererseits gilt fir w € +N per Definition und mit (5.8)

Aw =0 = z"(w).

Zusammen folgt mit der obigen Summenzerlegung Ay = z*(y) fiir alle y € Y , insbeson-
dere Axy = 2*(x) € Uy fiir k=1,...,n . Dies ergibt A€ VNN #0,und 2* € Ny .

/1]

Der zentrale Kompaktheitssatz fiir die schwach*-Topologie ist der folgende Satz von
Banach-Alaoglu.

Satz 5.2 (Satz von Banach-Alaoglu) X sei ein Banachraum. Dann ist der abge-
schlossene FEinheitsball im Dualraum schwach®-kompakt.

Beweis:
X sei ein Banachraum iiber K := R bzw. C . Wir betrachten den Dualraum

X*gHK

reX
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als Teilmenge des Produktraumes. Die Produkttopologie wird durch die Projektionen =, :
Hye v K — K erzeugt, und die schwach*-Topologie auf X* wird durch die Abbildungen
Ay X* — K, A — Az erzeugt. Beachten wir

AL(A) = Az =7mx(A) fir A e X7,

so sehen wir AX = 7, |X* , und die schwach*-Topologie ist die Spurtopologie der Pro-
dukttopologie. Die Menge V* der linearen Funktionale auf X ist der Schnitt der
abgeschlossenen Mengen

[Taatpy — amg — By = 0]

fir z,y € X,a,8 € K , also ist V* in der Produkttopologie abgeschlossen. Der abge-
schlossene Einheitsball der stetigen, linearen Funktionale ergibt sich als

Bl(O) = mxeX[ﬂ'a: € BHJC”(O)] NnV*C H B”x”(O),
zeX

und ist somit auch abgeschlossen in der Produkttopologie. Mit dem Satz von Tychonoff,
Satz A.2) ist das Produkt
[ By (0

zeX

als Produkt kompakter Rdume wieder kompakt, und somit der abgeschlossene Einheitsball
als abgeschlossene Menge einer kompakten Menge wieder kompakt.

/1]

In separablen Rdumen kann mit der folgenden Proposition gezeigt werden, dafl der abge-
schlossene Einheitsball schwach*-folgenkompakt ist.

Proposition 5.3 X sei ein separabler Banachraum. Dann ist jede schwach®-kompakte
Teilmenge K C X* in der schwach®-Topologie metrisierbar.

Beweis:
Es sei D := {z;}men eine abzdhlbare, dichte Teilmenge von X . Dann sind
A}~ punktetrennend auf X* , denn gilt fir A, A’ € X* , dafl

Ay (A)=A; (A) fiir alle m € N
so folgt Ax,, = Nz, , also
A=A auf DCX,

und somit A = A’ , da beide stetig sind.
Mit der Bemerkung 2. nach Proposition A.4 ist die schwach*-Topologie auf der
schwach*-kompakten Menge K C X* metrisierbar.

/1]

Korollar 5.3 Es sei X ein separabler Banachraum. Dann ist der abgeschlossene
FEinheitsball im Dualraum schwach®-folgenkompakt, d.h. fiir eine normbeschrinkte Folge
Ar in X* konvergiert eine Teilfolge schwach® in X* gegen ein A € X* .
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Beweis:

Mit dem Satz von Banach-Alaoglu, Satz 5.2, ist der abgeschlossene Einheitsball im Dual-
raum schwach*-kompakt, und mit Proposition 5.3 ist die schwach*-Topologie auf dem
Einheitsball metrisierbar. Da in metrischen Rdumen iiberdeckungskompakt und folgen-
kompakt dquivalent sind, folgt die Behauptung.

/1]

Bemerkungen:

1. Wie wir in Bemerkung 9. nach Definition 1.1 und dem Beispiel nach Proposition 1.4
gesehen haben, ist [' ein separabler Banachraum mit nicht-separablem Dualraum
[*° . Fir eine beschrénkte Folge (a:;-‘)jeN in [*® erhalten wir durch Wahl einer
geeigneten Diagonalfolge eine Teilfolge mit

:U;”“ —x; firk— o0,j €N,
also (27*)jen — (;)jen schwach® in [ = (1')* .
2. Mit dem gleichen Vorgehen kann das obige Korollar ohne den Satz von Banach-

Alaoglu, Satz 5.2, wie folgt elementar gezeigt werden.

Dazu sei {z;,}men eine abzdhlbare, dichte Teilmenge von X . Da Ajp norm-
beschrinkt sind, sind die Folgen (Agzy,)ken fiir jedes feste m € N beschrinkt in
R bzw. C . Durch Wahl einer geeigneten Diagonalfolge erhalten wir eine Teilfolge,
fir die Az, —: Az, fir alle m € N . Fiir beliebiges x € X, > 0 wihlen wir
m € N mit || z,, —z ||<e und sehen

limsup [Agpx — Ajz| <
k,l—o0

< limsup (|Axe = M| + (g — M| + [Nz — Ara]) <

k,l—o0

< 2sup || Aj || | 2 — 2 [I< Ce,
jEN

und (Axx)gen ist eine Cauchyfolge fiir jedes = € X , also konvergent Apz —: Az .
Klarerweise ist A : X — R bzw. C linear und [Az| < supjey || A; || || z ||, also
stetig. Dies ergibt A € X* und Aj konvergiert fiir eine Teilfolge schwach™ gegen A .

O
Fiir einen analogen Satz fiir schwache Konvergenz benétigen wir folgende Begriffe.

Definition 5.2 X sei ein Banachraum iiber R bzw. C . Fir x € X,z* € X* schreiben
wir in dualer Form

x+ (25, x)x = (2, x) = x"(x).

Jedes x© € X induziert ein stetiges, lineares Funktional ixx auf X* durch

(ixx,x*) := (z*,x) fira* e X"
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ix : X — X™* st mit (4.5) eine stetige, lineare, normerhaltende Einbettung von X
i den Bidualraum X** . X heiffit reflexiv, wenn ix : X — X** surjektiv, also ein
Isomorphismus ist.

Fiir einen weiteren Banachraum Y und eine stetige, lineare Abbildung T : X — Y
definieren wir die duale Abbildung T : Y* — X* durch

Ty ==y oT € X* firy* eY”
bzw.
(T*y* x) = (y*, T'x)
fir alle x € X,y* e Y™ .

Bemerkungen:

1. Jeder Hilbertraum ist reflexiv.

Zum Beweis sei z** € X** beliebig. Dann ist die Abbildung y — (z**,A,) mit
(2.3) ein stetiges, komplex-lineares Funktional auf X . Nach dem Satz von Riesz,
Satz 2.1, existiert ein z € X mit

(@™, Ay) = (g, 2) = (z,y) = (Ay, 2) = (ixw, Ay).

Da A: X — X* surjektiv ist, folgt =™ =ixz , und X ist reflexiv.

//

2. Eine duale Paarung auf Banachrdumen X,Y iiber K = R bzw. C ist eine bilineare
Abbildung
() X XY > K
mit

|z [l= sup [(z,y), [lyl= sup [(z,9)l,
lyll<1 lef<1

fir € X,y € Y . In diesem Fall haben wir Abbildungen A: X — Y* A:Y — X*
definiert durch

Ay = (z,y) = Ay,

Beachten wir

I As = sup [(z,y)l =l |, [IAyl= sup [(z.9)] =yl
lyll<t =<1

so sind dies normerhaltende Einbettungen X — Y* |V — X* .
Ist v = X* bijektiv, so konnen wir Y = X* Y* = X** identifizieren und
rechnen

x(Aa, y)x+ = v+ (Ap, )y = (2,y) = x+(¥:2)x = x=(ixT,Y)x+,
also ix = A: X — X™ und X ist reflexiv genau dann, wenn dariiberhinaus
X — Y™* bijektiv ist.
Sind insbesondere beide X 5 Y* Y =5 X* bijektiv, so sind X = Y* ¥ = X* |
und X und Y sind reflexiv.
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3. Fir X =P, Y =19 p ' 4+¢ ' =1 haben wir mit dem Beispiel nach Proposition
1.4 die duale Paarung

o
w{(@5)jen, (Up)jemdia =Y x5y,
j=1
Mit (1.4) ist 17 =5 (IP)* fiir 1 < p < oo bijektiv. Mit Symmetrie sechen wir mit der
vorigen Bemerkung, dafl [P fiir 1 < p < co reflexiv ist.

4. Wie eben betrachten wir fir X = cg,Y =1 die duale Paarung

o
eo () jen, () jen)n = Y T5y;.
j=1

Mit (1.4) ist I' =5 ¢ bijektiv, und ¢g < (I')* = ¢§* ist die normerhaltende Ein-
bettung in den Bidualraum. Mit der dualen Paarung ;- (,);1 und der Identifikation
1°° =5 (1")* aus der vorigen Bemerkung ist dies die Inklusion ¢o C 1°° 2 (I')* 2 ¢f* .
Da ¢y ein echter Unterraum von [*° ist, ist diese Einbettung nicht bijektiv und
somit c¢g nicht reflexiv.

Proposition 5.4 X sei ein Banachraum. Dann gelten folgende Aussagen.
1. X* ist separabel = X 1ist separabel .

2. X ist reflexiv,Y C X ist ein abgeschlossener Unterraum =Y ist reflexiv .
3. X ist refleviv <= X* ist reflexiv .

Beweis:
1. Essei {Ag}ren eine abzihlbare, dichte Teilmenge von X* . Fiir 0.B.d.A. X # {0}
wéhlen wir mit der Definition der Operatornorm z; € X — {0} mit

1
|Agwr| > 5 I Ax |1 2 |

und betrachten den Unterraum Y := span{zj}reny € X . Da die endlichen Linear-
kombinationen der xzj mit rationalen Koeffizienten dicht in Y liegen, geniigt es
zu zeigen, dafl Y dicht in X liegt.

Dazu betrachten wir A € X* mit A =0 auf Y und zeigen A = 0 . Angenommen
A # 0, so existiert fiir alle € > 0ein k € N mit

A=A fl<ell Al

Wir sehen
[Ae [IZI A= TA=Ax = (T—¢) | Al

also || A —Ag |[< 2 || Ag || fiir € <1/2, insbesondere Ay #0,da A # 0. Da

Az, =0 erhalten wir weiter
1
o I Ak Il 2k < [Agzx] = [Apar — Azk| <[} Ag = A ] [ 2 < 2¢ | Ag [ ] 2 [l

was fiir € < 1/4 ein Widerspruch ist, da || zj ||, | Ax |[[# 0 . Daher gilt A =0,
und mit Korollar 4.3 (4.7) liegt Y dicht in X .
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//

2. Wir zeigen iy (Y) = Y** und betrachten y** € Y** beliebig. Mit der bidualen
der Inklusion i :Y — X definieren wir z** := i**y** € X** . Da X reflexiv ist,
existiert x € X mit ixx = ** = **y*™ . Fur z* € X* rechnen wir

(x*,x) = (ixx,z") = @y™, ") = (Y™, i"z"). (5.9)
Zuerst betrachten wir z* € X* mit 2* =0 auf Y . Da die duale * : X* — Y* die

Einschrénkung *z* = *|Y ist, sehen wir *z* =0 und (z*,z) =0 . Mit (4.6)
folgt y:=z €Y .

Fir y* € Y* existiert mit dem Satz von Hahn-Banach, Satz 4.2, ein z* mit ¢*z* =
¥ |Y = y* . Mit (5.9) ergibt sich

W™y = (@) = (") = (ivy, ¥7),

also ¥y =iyy, Y™ =iy (Y) ,und Y ist reflexiv.

//
3. (=): Wir betrachten die duale Paarung von X und ¥ = X*
X x X* = Rbzw. C, (z,2%) :=z"(z),

und sehen Y =% X* ist bijektiv. Ist X reflexiv, so ist nach obiger Bemerkung
auch X — Y* = X** bijektiv, und wieder nach obiger Bemerkung ist Y = X*
reflexiv.

//

(<): Ist X* reflexiv, so ist mit (=) auch (X*)* = X** reflexiv, also ist X nach
2. als abgeschlossener Unterraum von X™** auch reflexiv.

/1]

Bemerkungen:

1. Ist X separabel und reflexiv, so ist auch X** = X gseparabel, und nach obiger
Proposition ist X* separabel.

Wie wir in (1.1), (1.2) und (1.4) gesehen haben, ist I! separabel, aber [ = (I!)*
ist nicht separabel, daher sind ! und I°® nach obiger Proposition nicht reflexiv.

2. Wie wir in den obigen Bemerkungen gesehen haben, ist ¢g nicht reflexiv, also sind
I ¢ und 1% = (11)* auch nicht reflexiv.

In reflexiven Rdumen ist der abgeschlossene Einheitsball schwach folgenkompakt.

40



Satz 5.4 X sei ein reflexiver Banachraum. Dann ist der abgeschlossene FEinheitsball
schwach-folgenkompakt, d.h. fiir eine normbeschrinkte Folge xp in X konvergiert eine
Teilfolge schwach in X gegen ein z € X .

Beweis:

Zuerst nehmen wir X als separabel an. Da X reflexiv ist, ist auch X** &£ X separabel,
und mit Proposition 5.4 ist X* separabel. ixxj ist normbeschrankt in X** | also
konvergiert ixxr — x** mit Satz 5.3 fiir eine Teilfolge schwach* in X** . Da X reflexiv
ist, existiert x € X mit ixx = 2™ . Damit erhalten wir fir z* € X*

kk *

(2", x) = (ixwp, ") — (2™, 2%) = (ixz,2") = (a¥, ),

und xp — x fiir eine Teilfolge schwach in X .

Im allgemeinen Fall betrachten wir den abgeschlossenen, separablen Unterraum Y :=
span{zi} C X . Mit Proposition 5.4 ist mit X auch Y reflexiv, und mit dem eben
Bewiesenen konvergiert zy — y € Y schwach in Y . Dann folgt fiir z* € X* und y* :=
z*|Y e Y*

(% xp) = (" op) = (Y5 y) = (25 0),
also zp -y €Y C X fiir eine Teilfolge schwach in X .

/1]

Proposition 5.5 X seiein reflexiver Banachraum und C C X eine nichtleere, konvexe,
abgeschlossene Menge. Dann existiert zu jedem xg € X ein yg € C mit

| w0 — o ||= d(z0,C).

Beweis:
Wir wéihlen gy, € C' mit
| 2o — yk [[= d(zo, C).

Dann ist 1y, beschrinkt, und mit Satz 5.4 konvergiert nach Ubergang zu einer Teilfolge
yr — yo schwach in X . Klarerweise liegt yo € C,, im schwachen Abschlufl von C , also
9o € C' mit Proposition 5.1, da C konvex und abgeschlossen ist, insbesondere gilt

d(zo,C) <[ zo —yo || -
Mit der Unterhalbstetigkeit der Norm unter schwacher Konvergenz in (5.2) sehen wir
20 = yo [[< liminf || 20 — yy |[= d(zo, C)
k—o0

Zusammen folgt || o — yo ||= d(zo,C) , und die Proposition ist bewiesen.

/1]
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6 Die duale Abbildung

Definition 6.1 Fiir eine stetige, lineare Abbildung T : X — Y zwischnen zwei Ba-
nachriume X,Y definieren wir wie Definition 5.2 die duale Abbildung T* : Y* — X*
durch
Ty ==y oT € X* firy" eY”
bzw.
(T*y*, x) = (y*, T'x)
fir alle x e X,y* e Y™ .

Bemerkungen:

1. Fiir Hilbertrdume X,Y haben wir mit dem Satz von Riesz, Satz 2.1, konjugiert-
lineare Isomorphismen AX : X — X* AY : Y — Y* gegeben durch die Skalarpro-
dukte (AXz,2') = (2/,z) und (AYy,y') = (y,y) . Fiir T : X — Y stetig, linear
setzen wir T’ := (AX)7'T*AY : Y — X stetig linear und rechnen

(x,T'y) = (N Ty, z) = (T*AVy,z) = (A y, Tx) = (Tx,y) firzec X,ycY,
(6.1)
und diese Gleichung definiert 7’ eindeutig. Wir identifizieren in Hilbertrdumen
T* und 77 und nennen diese Abbildung die adjungierte Abbildung von T .

2. Existiert zu einer linearen Abbildung 7 : X — Y eine adjungierte Abbildung
T : Y — X mit (6.1), so sind beide notwendigerweise stetig, denn fiir =z, —
zin X mit Tz, — yin Y rechnen wir fiir z €Y mit (6.1), dass

(y,2) + (Txpn,2) = (X, T'2) = (x,T'2) = (Tx, 2),

und erhalten Tx =y ,da z €Y beliebig war. Mit dem Satz vom abgeschlossenen
Graphen, Satz 3.6, ist T stetig, und mit Symmetrie ist auch 7" ist stetig.

Proposition 6.1 Mit obiger Definition gilt
T l=1T -

Beweis:
Nach Definition gilt mit Korollar 4.3 (4.5)

1T [I= o, | Tz ||=sup{(y™, T2) | [z lI<L[y" <1} =
x —

=sup{(T"y",z) | |z <Ly [[<1}= | S'Tﬂil | Ty |=1 T | -
yrI<

/1]

Die Relation der Kerne und Bilder von Abbildung und dualer Abbildung sind gegeben
durch Annihilatoren.
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Definition 6.2 Es sei X ein Banachraum mit Dualraum X* Fir Teilmengen M C
X und N C X* definieren wir die Annihilatoren durch

M+t = {z* € X* | (z*,2) =0 fiir alle x € M },
IN:={x e X | (z*,2) =0 fir alle z* € N }.

Bemerkungen:

1. Klarerweise sind Annihilatoren Vektordume. M- ist der Schnitt der Kerne von
ix(z) € X** fiir x € M und ist daher schwach*-abgeschlossen. N ist der Schnitt
der Kerne von z* € M und ist daher abgeschlossen.

2. Es gilt trivial
M C i(Mi)’ NQ(LN)l,
M+ = X* < M C {0},
LN =X & N C{0}.

3. Fiir Unterrdume M C X, N C X* gilt mit Korollar 4.3 (4.7) und Proposition 5.2
(5.7)

M+ = {0} <& M liegt dicht in X,

(6.2)
LN = {0} & N liegt schwach* dicht in X*.

d

Proposition 6.2 Fs sei X ein Banachraum und M C X, N C X* Unterrdume. Dann
gilt
L(ML) ist der Abschluf von M,
(tN)* st der schwach* Abschlufl von N.

Beweis:

Da M C (M) und +(M*1) abgeschlossen ist, folgt M C +(M*1) . Fir z ¢ M

existiert mit Korollar 4.3 (4.6) ein z* € M+ mit (z*,2) #0 , also = ¢ +(M*
Da N C (*N)* und (+N)* schwach* abgeschlossen ist, folgt N+ C (*N)* .

Fiir 2* ¢ N+ existiert mit Proposition 5.2 (5.6) ein x € *N mit (z*,z) # 0 , also

z* ¢ (tN)* .

~—

/1]

Proposition 6.3 FEs sei X ein Banachraum mit einem abgeschlossenen Unterraum M
und Quotientenabbildung 7 : X — X/M . Dann gelten folgende normerhaltenden Iso-
morphien:
X* /MY = M*, 2* + Mt = 2| M,
und
™ (X/M)* = Mt
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Insbesondere gilt
codim M = dim M™*,

wenn codim M < oo oder dim M+ < oo , und weiter gilt
dim M = codim M,
wenn dim M < oo oder codim M+ < oo .

Beweis:
Wir beachten folgende Aquivalenzen

RIS Y R yat
oot -5t e Mt
& -5y =0 Vye M
& x| M = z*| M.

Damit ist die erste Abbildung wohldefiniert und injektiv. Klarerweise ist diese Abbildung
linear und
| =¥ M [|<[| " ],

also || 2*|M ||<|| #* + M+ || . Zu y* € M* existiert mit Satz von Hahn-Banach, Satz
4.2, ein z* € X* mit 2*|M = y* und | 2* |=|| v* || . Damit ist 2* + M+~ y* und die
Abbildung ist surjektiv. Weiter gilt
* i * *
[ + M= <[l =" =]l y" I -

Zusammen ist die Abbildung ein normerhaltender Isomorphismus.
Fir A e (X/M)*,ye M gilt

™ (A)(y) = Aln(y)) =0,
also A € M+ ,und 7* bildet tatsichlich in M=+ ab. Weiter rechnen wir fiir = € X
[A(z + M)| = [A(r(z))] = |7*(A) ()] <[| 7"A | | = ||,

also |[A(z+ M)| <||7*A || ||z+ M| und || A|<]] 7*A || . Da andererseits || 7* ||=||
7 ||< 1 mit der Bemerkung 7. nach Definition 1.1 und Proposition 6.1, erhalten wir

A fI=[ A,

und 7* ist normerhaltend, insbesondere injektiv.
Fiir * € M+ setzen wir A(z + M) := (z*,z) . Dies ist wohldefiniert, da z + M =
'+ M impliziert z — 2’ € M und (z*, 2 — 2/) = 0 . Weiter gilt

[A(z + M)| = [(z*, 2)| <[| ™ || || = ||,
also [A(x+M)| <||2z*| ||z+ M| ,und A€ (X/M)* . Dies ergibt

(7" (A))(x) = Alz + M) = (2, z)fiir alle z € X,
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also 7*A =" und 7 ist surjektiv.
Obige Isomorphien ergeben

codim M = dim(X/M) = dim(X/M)* = dim M=,
wenn codim M < oo oder dim M+ < co , und weiter
dim M = dim M* = dim(X*/M*) = codim M=,

wenn dim M < oo oder codim M+t < oo .

Bemerkung:

/1]

Am Ende des obigen Beweises haben wir verwendet, dass fiir endlich-dimensionale nor-
mierte Rdume X die Isomorphie X =2 X* gilt. Ist andererseits X* endlich-dimensional,

so ist auch X C X** = X* endlich-dimensional.

Proposition 6.4 Fir einen stetigen, linearen Operator T : X — Y

Banachrdaumen gilt
ker T* = (im T)*, ker T = L(im T%).

Ist im T abgeschlossen, so gilt
ker T* = (Y/im T)*,
insbesondere
dim ker T* = codim im T

wenn dim ker T* < oo oder codim im T < oo .
Ist im T* schwach* abgeschlossen, so gilt

(ker T)* = (X" /im T™),

insbesondere
dim ker T = codim im T,

wenn dim ker T < oo oder codim im T* < oo .

Beweis:
Es gilt
yekerT" Ty =0 (T"y" ) =0 Vre X <
& WhTe)=0 Vee X ey* c(imT)*,
und

xe€kerTeTe=0& (y",Tz) =0 Vy eV <
e (T z)=0 YW eY* ere LimT.
Ist ¢m T abgeschlossen, so folgt mit Proposition 6.3

ker T* = (im T)* = (Y/im T)*
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und
dim ker T* = dim(Y/im T)* = dim(Y/im T) = codim im T,

wenn dim ker T* < oo oder codim im T < co .
Ist #m T™* schwach* abgeschlossen, insbesondere abgeschlossen, so folgt mit den Pro-
positionen 6.2 und 6.3, da ker T immer abgeschlossen ist,

(ker T)* = X*/(ker T)* = X*/(tim T*)* = X* /im T*

und
dim ker T' = dim(ker T)* = dim(X" /im T*) = codim im T,

wenn dim ker T < oo oder codim tm T < oo .

/1]

Bemerkungen:

1. Aus obiger Proposition und (6.2) sechen wir

ker T ist schwach® abgeschlossen,
im T liegt dicht in X < T ist injektiv, (6.3)

T ist injektiv < im T liegt schwach® dicht in X*.

2. Ist @m T abgeschlossen, so folgt mit den Propositionen 6.2 und 6.4
im T = *((im T)') = Lker T,

d.h.
JreX:Te=y<Vy* €ker T": (y*,y) =0.

O

Wir erweitern die mittlere Aquivalenz zu einem Kriterium fiir Surjektivitit von 7' in
Daten von 7™ und beginnen mit folgender Proposition.

Proposition 6.5 Fir einen stetigen, linearen Operator T : X — Y zwischen zwei
Banachrdaumen gilt

T(B1(0)) 2 B,(0) = T(B1(0)) 2
[Ty [Zely" | Yy eY™ = T(Bi(0)) 2

Beweis:
Wir kénnen o =1 annehmen. Im Beweis der ersten Aussage erhalten wir 7'(B1(0)) D
B;(0) , und dies besagt zu jedem y € Y mit ||y |[|[<1und e >0 existiert z € X mit ||
<)y | wnd |y - Tz |<e.

Es sei y; € B1(0) €Y . Wir wihlen &, > Omit > 2 &, < 1— || y1 || . Sind
Yly vy Yn, L1, .-, Tp—1 fur n > 1 bereits gewihlt, so wihlen wir z, € X mit || z, ||<||
Yn || und || yp — Ty ||< €, und setzen y,i1:=yn — Ty, .
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Wir sehen
| Znt1 1< yns1 (=] yn — Tan [[< en

und
o o
Dlzn Iyl +> en<1,
n=1 n=1

also konvergiert x:= ) >, x, € B1(0) . Wir sehen weiter

N N
Tx + ZTxn = Z(yn — Yntl) = Y1 — YN+1 — Y1,
n=1 n=1

da ynyi+1 — 0. Zusammen folgt y; =Tx € T(B1(0)) .

//

Essei C :=T(B1(0)),yo € Y —C . Da C abgeschlossen und konvex ist, existiert mit
dem Trennungssatz, Satz 4.4, ein stetiges, lineares Funktional §* € Y* und v € R mit

Re(y*,y0) < v < Re(g*,y) firalleye C.

Fir y € C wihlen wir a € R bzw. C mit |a] = 1 und «(g*,y) = —[(7*, y)| . Klarerweise
gilt ay € C', und wir sehen

v < Re(y*, o) = =[(7", y);
insbesondere v < 0. Fiir Re(y*,yo) <7 <+ setzen wir y* := g*/4 und sehen
()l <1 <[y yo)| fiir alle y € C.
Fir z € B1(0) C X ist Tx € T(B1(0)) C C', also
(T7y" @) = [(y*, Ta)| < 1.
Es folgt nach Voraussetzung || v* ||<|| T*y* ||[< 1 und

L<[{y" w0l <y [l F'yo I<[ o Il

also yo & B1(0) . Dies ergibt T'(B1(0)) = C 2 B1(0) , und mit der ersten Aussage folgt
die Behauptung.

/1]

Satz 6.1 Fir einen stetigen, linearen Operator T : X — Y zwischen zwei Banachrdiumen
sind folgende Aussagen dquivalent.

1. @m T st abgeschlossen.
2. im T* st schwach® abgeschlossen.

3. am T* st abgeschlossen.
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Beweis:

(2). impliziert klarerweise (3).
(1). = (2)

Mit Proposition 6.4 gilt

im T* C (Yim T*)* = (ker T)*.

Wir zeigen (ker T)% C im T* und erhalten daraus im T* = (ker T)* ist schwach*
abgeschlossen.
Wir betrachten x* € (ker T)* und definieren das lineare Funktional A auf im T
durch
ATz := (", x).

Dies ist wohldefiniert, da Tz = T2’ impliziert z — 2’ € ker T und (z*,2 — 2') = 0 .
Da wir im T abgeschlossen annehmen, ist im T ein Banachraum, und wir kénnen den
Satz iiber offene Abbildungen, Satz 3.4, auf T : X — im T anwenden und erhalten ein
M < oo ,sodal zu jedem y € im Teinz € X mit Te =yund ||z |[< M ||y |
existiert. Dies ergibt

Ay = ATz = [" 2)| <[« [ | [[< M ||« [| [ 5l

und A ist stetig. Mit dem Satz von Hahn-Banach, Satz 4.2, existiert eine stetige, lineare
Fortsetzung y* von A auf Y . Dies ergibt

(T*y*, z) = (y*, Tx) = ATx = (2", x) fiir alle z € X,
also z* =T*y* € im T* und (ker T)* Cim T* .

//

(3). = (1)
Essei Z:=imTCY und S:X — Z,Sx:=Tx.Da im S =im T dicht in Z ist,
folgt mit (6.3), daf die duale S*: Z* — X* injektiv ist.

Fiir jedes z* € Z* existiert mit dem Satz von Hahn-Banach, Satz 4.2, eine stetige,
lineare Fortsetzung auf y* € Y* |, und wir sehen

(T*y*, x) = (y*, Tx) = (z*,Sx) = (S*2*,z) fiir alle z € X

also T*y* = S§*z* und insbesondere im T* = im S* . Da im T* = im S* als
abgeschlossen angenommen wird, also ein Banachraum ist, und S* injektiv ist, kénnen
wir den Satz von der stetigen Inverse, Korollar 3.5, auf S*: Z* — im S* anwenden und
erhalten

| S*z* ||> o |l 2% | fiir alle 2" € Z*

firein 0>0.
Mit Proposition 6.5 folgt S(B1(0)) D B,(0) , insbesondere im S =7 , also im T =
im S=Z7Z=imT ,und im T ist abgeschlossen.

/1]
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Satz 6.2 Fin stetiger, linearer Operator T : X — Y zwischen zwei Banachrdumen ist
surjektiv, d.h.
mT=Y

genau dann, wenn
[Ty 1= elly™ | fir alle y* € Y™

fir ein 0>0 .

Beweis:
im T =Y ist dquivalent zu im T dicht und abgeschlossen in Y . Mit Satz 6.1 und (6.3)
ist dies dquivalent zu

T* ist injektiv und im T ist abgeschlossen. (6.4)
Dies impliziert mit dem Satz von der stetigen Inverse, Korollar 3.5,
[T [z elly™ || firalle y* € Y™ (6.5)

und ein o > 0 . Gilt umgekehrt (6.5), so ist T* injektiv und fiir y; mit T"y; — x* ,
ist (T*y;)ken eine Cauchyfolge, und mit obiger Abschétzung ist auch (y;)ken eine
Cauchyfolge, also konvergent y; — y* . Dies ergibt z* < T™y; — T*y* € im T* , und
im T ist abgeschlossen, und wir erhalten (6.4).

/1]
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7 Kompakte Operatoren

Definition 7.1 FEine stetige, lineare Abbildung T : X — Y zwischen zwei Banachrdume
XY  heifst kompakt, wenn fir jede beschrinkte Folge x, in X eine Teilfolge von
Tz, inY konvergiert.

Bemerkungen:

1. Wir sehen, T': X — Y ist kompakt genau dann, wenn der Abschlufl von T'(B1(0))
kompakt ist. Insbesondere, ist dim(im T) < oo , so ist T(B1(0)) C 9m T mit
Proposition 1.1 kompakt, und somit auch T .

2. Fiir = (zj)jen € [? setzen wir T(x;)jen = (A\j7;)jen mit A; € C gegeben. Es gilt
Tx € I? fiir alle z € 12 genau dann, wenn Aj beschrénkt sind, und in diesem Fall
gilt || T ||= sup;ey |Aj| - Weiter ist T' kompakt genau dann, wenn lim; ;oo Aj =0 .

3. Ist T:X — Y kompakt und dim X = oo, soist T nicht invertierbar.

4. Die kompakten, linearen Abbildungen bilden einen abgeschlossenen Unterraum von
L(X)Y).

5. Ist eine der linearen Abbildungen 7 : X — Y, S :Y — Z stetig und die andere
kompakt, so ist die Verkettung S7T" kompakt.

d

Lemma 7.1 (Ehrling-lemma) FEs seien X,Y,Z Banachriume und zwei stetige, lineare
Abbildungen
X =Y —Z

wobet T : X —Y kompakt ist und I :Y — Z injektiv ist. Dann existiert zu jedem
e >0 ein C; < o0, so dafl

[Tz ly<ell|lx +Cc [ [Tz ||z -

Beweis:
Angenommen die Aussage gilt nicht, dann existiert ¢ > 0 und eine Folge z,, € X mit

ell @m lx +m [ IT2m ||2<|| Tom |[y=1.
Dann ist z,, in X beschrinkt, und, da T kompakt ist, konvergiert fiir eine Teilfolge
Tr, »>yeY.

Dies ergibt
Iy lly <l Tom lly=1,
insbesondere y # 0 . Andererseits gilt
I Ty ||zl 1Tz, [|z— 0,
also y =0, da [ injektiv ist.

Dies ist ein Widerspruch, und das Lemma ist bewiesen.
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Proposition 7.2 Fir eine stetige, lineare Abbildung T : X — Y zwischen zwei Ba-
nachriume X,Y st T kompakt genau dann, wenn T* kompakt ist.

Beweis:

Es sei T kompakt und y € B1(0) CY* . Dann sind y; gleichméssig gleichgradig stetig
und in 0 gleichméssig beschrinkt. Da T'(B1(0)) kompakt ist, konvergiert mit dem Satz
von Arzela-Ascoli nach Ubergang zu einer Teilfolge ¥ gleichméBig auf T'(B1(0)) . Dies
ergibt

| T*yy, — Ty, lI= sup [(T*yy, — T yp,x)| = sup [(y, — ym, Tx)| =
zeB (0) z€B1(0)

= sup  [(yn —yn,y)| = 0 fir m,n — oo,
yeT(B1(0))

also ist 7™y eine Cauchyfolge, somit konvergent und 7™ ist kompakt.

Ist T* kompakt, so folgt aus dem eben Bewiesenen, dafl T** : X** — Y** kompakt
ist. Mit den kanonischen Einbettungen ix : X — X™ undiy : Y — Y™ sehen wir
iyT = T**ix . Nach obigen Bemerkungen ist die Verkettung 7T**ix kompakt, und da
1y mnormerhaltend ist, folgt die Kompaktheit von T .

/1]

Proposition 7.3 Fir einen kompakten, linearen Operator T : X — X auf einem Ba-
nachraum X gelten folgende Aussagen.

1. dim ker(I —T) < oo .
2. im(I —T) ist abgeschlossen.
3. I =T ist surjektiv=—-1 — T 1ist injektiv .

Beweis:

1. Essei z,, € ker(I —T) beschrinkt. Dann konvergiert nach Ubergang zu einer Teilfolge
xn = Txy — y . Daher ist ker(I —T) N B1(0) kompakt, und mit Proposition 1.3 folgt
dim ker(I = T) < oo .

//

2. Essei (I —T)%, — vy . Wir wéhlen k, € ker( —T) mit

| Zp, — kn ||< 2d(Zy,, ker(I —T)) = 2keke12£—T) lz—k| .
Ist d(Zn,ker(I —T)) > 0, so ist dies klarerweise moglich, wihrend andernfalls z, €
ker(I —T) folgt, da der Kern abgeschlossen ist, und wir kénnen k,, := Z,, wihlen.
Setzen wir x, := Ty, — ky , so folgt (I —T)xy, = (I = T)Zy — y,d(zp, ker(I —T)) =
d(Zp, ker(I —T)) und
| zn, ||< 2d(zp, ker(I —T)).
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Gilt d, := d(zp,ker(I —T)) — oo fiir eine Telfolge, so ist &, := xy/d, beschrinkt und
nach Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert T, — & und (I —T)&, = (I —=T)x,/d, —
0 . Dies ergibt

= (I = T)ip + Tin —

also (I -T)«+ (I —T)&p, -0 und z € ker(I —T) . Dann gilt
| Zn, — 2 ||> d(@n, ker(I = T)) = d(zy, ker(I = T))/d,, = 1,

also ein Widerspruch.
Somit ist d,, , also auch x,, beschriankt, und fiir eine Teilfolge konvergiert Tx, — x .
Dies ergibt
T =U—-T)xy+Tx, —y— =,

also y« ([ —T)xp > I —-T)(y—x) €im (I =T) und im(l —T) ist abgeschlossen.
//

3. Angenommen [ — T ist surjektiv, aber nicht injektiv, dann existiert x =: z; €
ker(I —T)— {0} . Da I —T surjektiv ist, existiert induktiv

(I -T)x, =z firn>2.
Daraus folgt
(I -T)"la, =z #0,
(I-T)"x,={—-T)x; =0,

also
Ty € ker(I —T)" — ker(I —T)" ' fiir n > 1.

Da ker(I —T)"! abgeschlossen ist, gilt d(z,,ker(I — T)"" ') > 0, und es existiert
kn € ker(I —T)"1 mit
0 <|| Zn — kn || < 2d(2p, ker(I —T)"1).

Wir setzen

Ty — kn,
Ty 1= ———————

und sehen d(Z,, ker(I —T)"1) > 1/2 . Daraus folgt fiir n >m
| TEn — T [|=]| Zn — T — (I = T)Zn + (I = T)Zm |2 1/2, (7.1)

da Zp+ (I —T)Zp — (I =TTy, € ker(I —T)" L.
Da || &, ||=1 und T kompakt ist, konvergiert andererseits eine Teilfolge von T'Z,
in X | ist also eine Cauchyfolge. Dies widerspricht (7.1), und I — T ist injektiv.

/1]

Satz 7.1 Fir einen kompakten, linearen Operator T : X — X auf einem Banachraum
X gt

dim ker(I —T) = codim im(I —T) = dim ker(I —T™) = codim im(I — T*) < oc.
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Beweis:

Mit Proposition 7.3 ist im(I —T) abgeschlossen und mit Satz 6.1 ist im(l —T*) =
im(I —T)* schwach* abgeschlossen. Weiter sind ker(I —T') und ker(I —T*) endlich-
dimensional, da T mit Proposition 7.2 kompakt ist. Dann gilt mit der Gleichheit in
Proposition 6.4

codim im(I —T) = dim ker(I —T%), dim ker(I —T) = codim im(I —T") < occ.

Wir zeigen unten
dim ker(I —T) < codim im(I —T). (7.2)

Da T* mit Proposition 7.2 kompakt ist, ergibt sich daraus dim ker(I — T*) <
codim im(I —T*) , und der Satz folgt aus obigen Gleichungen.

Es verbleibt (7.2) zu zeigen. Da ker(I—T'), X/im(I—T) endlich-dimensional sind und
ker(I —T),im(I —T) abgeschlossen sind, existieren mit Proposition 4.1 abgeschlossene
Unterrdume Y,Z C X mit

X=kerl-T)dY =im(I-T)® Z,
dim Z = codim im(I — T).
Weiter ist die Projektion P : X — ker(I —T) mit ker P =Y mit Proposition 4.2 stetig.
Angenommen dim Z = codim(X/im(I —T)) < dim ker(I —T) , so existiert eine lineare

Abbildung ¢ : ker(I —T) — Z die surjektiv, aber nicht injektiv ist. Da die Réume
endlich-dimensional sind, ist ¢ stetig und kompakt. Wir setzen

Sz :=Tx + ¢Px.

Klarerweise ist S stetig und kompakt. Wir sehen

I=-8)Y)=I-T)Y)=I-T)Y +ker(I-T)) = -T)(X) =im(I =T),
(I = 8)(ker(I —T)) =¢P(ker(I —=T)) = ¢(ker(I = T)) = Z,

also
im(I —S)=im(I -T)+ Z = X,

und I — S ist surjektiv. Mit Proposition 7.3 ist I — .5 auch injektiv. Da aber ¢ :
ker(I —T) — Z nicht injektiv ist, existiert x € ker(I —T) — {0} mit ¢ = 0 , und wir
sehen

(I - 8)(x) = (I - T)(x) + 6Pz = 6z =0,
im Widerspruch zur Injektivitit von I — .S . Daher gilt (7.2), und der Satz ist bewiesen.

/1]
09.02.21 / 11.02.21

Definition 7.2 Fine stetige, lineare Abbildung T : X — Y zwischen zwei Banachrdumen
heifit ein Fredholmoperator, wenn

im T CY ist abgeschlossen,

dim ker T < oo, codim im T < oo.
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Weiter heifst
ind T = dim ker T — codim im T.

der Index von T .

Bemerkungen:

1. Mit obigem Satz ist [ — T fiir einen kompakten, linearen Operator T ein Fred-
holmoperator vom Index 0.

2. Jeder lineare Operator T : X — Y zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen
X,Y ist ein Fredholmoperator. Da aus der linearen Algebra

dim X = dim ker T +dim im T
bekannt ist, ist der Index von T gegeben durch
ind T =

=dim ker T — codim im T = dim ker T — (dim Y — dim im T') =
=dim X —dim Y.

d

Proposition 7.4 (Fredholm-Alternative) Ein Fredholmoperator T wvom Index 0 auf
dem Banachraum X st surjektiv genau dann, wenn dieser injektiv ist. Anders ausge-
driickt gilt: Entweder hat die Gleichung

Tr=y

fir alle y € X eine eindeutige Lisung x € X oder
Tx=0

hat eine nicht-triviale Losung.

Beweis:
Da T ein Fredholmoperator vom Index 0 ist, gilt

dim ker T = dim(X/im T),

also
ker T'={0} < im T = X,

und die Behauptung folgt.

/1]
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8 Spektrum

In diesem Paragraphen betrachten wir nur Banachrdume iiber C . Wir beginnen mit der
Definition des Spektrums.

Definition 8.1 FEs sei T ein stetiger, linearer Operator auf einem komplexen Banach-
raum X . Dann ist die Resolventenmenge von T definiert durch

p(T) :={A e C | A\ =T ist invertierbar }
und das Spektrum von T durch
o(T):=C—p(T).
Das Spektrum zerlegen wir in das Punktspektrum
op(T) :={\eC | ker(M -T)# {0} }
das kontinuierliche Spektrum
0e(T) :={\ e C | ker(\[ = T) = {0}, im(\ = T) # X,im(\ —T) = X }
und das diskrete Spektrum
oa(T) :=={A € C | ker(\I = T) = {0},im(\ —T) # X }.

X € 0,(T) heifit Eigenwert und eine nicht-triviale Losung x € X — {0} wvon

Te =Mz

heifit Eigenvektor. ker(A —T') heifit der Eigenraum von T zum Eigenwert \ .
Fir X e p(T) heift

R\T) =M —-T) ' e L(X, X)

die Resolvente von T in \ .

Bemerkungen:

1. Ist ker(AMl —T) = {0} und im(A\ —T) = X , so ist Al — T Dbijektiv und mit
dem Satz von der stetigen Inverse, Korollar 3.5, ist die Inverse stetig, also A\ — T
invertierbar und A € p(7T) .

2. Ist dim X < oo ,soist o(T) = 0,(T) endlich.

95



Proposition 8.1 Fir einen stetigen, linearen Operator T auf einem kompleren Banach-
raum X gilt
I ROT) [[7H< d(X, o(T) - fiir A € p(T),

insbesondere ist p(T) C C offen. Weiter ist die Abbildung
Aep(T)CCr— R(N;T) € L(X,X) stetig,
und fir jedes A € L(X,X)* st die Abbildung
A€ p(T)CCr— A RN\ T) € C holomorph.

Beweis:
Fiir XA € p(T) ist A =T invertierbar mit Inverse R(A;T") , und wir schreiben fiir p € C

pul =T =N —-T)T + (u—NRNT)).
Mit Proposition 1.5 ist dies invertierbar, wenn
= Al RO T) (1< 1,

und in diesem Fall ist die Inverse durch die Neumann-Reihe

e}

R(u:T) =) (=1)" RO T)™ (o= A)™

m=0

gegeben, insbesondere ist die Abbildung A — R(\; T) stetig. Setzen wir ¢ :=| R(A;T) || =1
, so sehen wir B,(\) C p(T) und d(X, p(T)) > o =|| R(\;T) |71 . Mit obiger Reihendar-
stellung erhalten wir

ARGT) = S A(()"ROGT)™ ) (= )™ fiir € By(N),
m=0

und pu— A R(p;T) ist lokal in eine Potenzreihe entwickelbar, also holomorph.

/1]

Satz 8.1 Fir einen stetigen, linearen Operator T auf einem komplexen Banachraum
X #{0} ist o(T) kompakt und nichtleer, und es gilt

o(T) :=inf{r >0 | o(T) C B.(0) } = lim ||T™|Y™= inf | T™ |V/™<| T .
m—00 meN
Dieser Wert heifst der Spektralradius von T .

Beweis:
Die Gleichung in der Mitte bzw. die Ungleichung rechts ergeben sich aus (1.5) bzw. aus
der Definition von inf .
Fiir |A| > limy, 500 || 77 ||Y/™ sehen wir
lim || (T/2)™ [|V™< 1,

m—0o0
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und mit der Bemerkung nach Propostion 1.5 ist A\ — T = A(I —T'/\) invertierbar und
die Inverse ist gegeben durch die Neumann-Reihe

R(NT) =Y A 'FTR,
k=0

Dies ergibt
o= _inf r< lim || T™|Y™.
o(T)CB-(0) m—ro0

Damit ist o(T") beschrinkt und mit der vorigen Proposition abgeschlossen, also kompakt.

Weiter ist nach voriger Proposition fir A € L(X, X)* die Abbildung A — A R(\;T)
holomorph in p(T) O C — B,(0) . Mit dem Cauchy-Integralsatz sind die Integrale fiir
m € Ny

1
97 / A"A R(A\;T) dX  unabhéngig von r > p.
i
8B,(0)

Fiir 7> T || sehen wir mit obiger Reihendarstellung

1 1
— APA ROT)dA =) — AR A (TRY dX = A(T™
-/ wryan=3 oo | (T4) dx = A(T™)

211
8B,(0) k=0""" 9B, (0)

und weiter

1
IA(T™)| = (2— / ATA RO T) dA( <A sup || RNT) | fiir > o,
T ZaB © A€DB,-(0)
also mit Korollar 4.3 (4.5)

| T™ ||< ™ sup || RONT) || fiir alle 7 > g,m € Ny. (8.1)
AEOB(0)

Dies ergibt
1 1/m
lim || 7™ ||Y/™< limsupr(r sup || RO T) | > <r firaller > p,
m—0o0 m—00 )\E@BT(O)
also

lim || 7™ [|V"< o

m—0o0

und mit obiger Abschitzung die Gleichheit.
Ist o(T)=0,s0ist p=0und R(0,T) € L(X,X) , also mit (8.1) fir m =0

I T)<r sup |[RNT)||—0 firr—0
A€OB,(0)

mit der Stetigkeit der Resolvente aus Proposition 8.1, und I =0 bzw. X = {0} .

/1]
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Bemerkung:
Fiir o(T) # (0 haben wir klarerweise

0 T) = inf T = sup Al
( ) o(T)CB(0) )\EU(T)‘ ‘

Satz 8.2 (Spektralsatz fiir kompakte Operatoren, Satz von Riesz-Schauder)
Fiir einen kompakten, linearen Operator T auf einem komplexen Banachraum X besteht
o(T) — {0} aus abzihlbar vielen Eigenwerten mit endlich-dimensionalen Eigenrdumen,
die sich nur bei 0 hdufen kénnen. Ist dim X = oo , so ist 0 € o(T) .

Beweis:
Ist dim X =00, so0ist T mit Bemerkung 3. nach Definition 7.1 nicht invertierbar, also
0eo(T) .

Ist A€ o,(T),\#0,s0ist ker(I—T/X) = {0}, und mit Satz 7.1 folgt im(I—T/\) =
X ,also A € o(T") und somit o(T")—{0} = 0,(T")—{0} . Mit Satz 7.1 sind die Eigenrédume
ker(A —1T) fur A € 0p(T)) — {0} endlich-dimensional.

Ist o(T) — {0} nicht endlich, so wihlen wir abzdhlbar viele, paarweise verschiedene
A € 0(T) — {0} mit Eigenvektoren v, € ker(A,I —T) — {0} und setzen

X, = span{vy, ..., v, }.

Die Eigenvektoren V1, V9, ... sind linear unabhéngig, denn fir Uptrl =
> j—1 @505, mit aj € Cund vy,...,v, linear unabhiingig folgt
0=(T— X s1D)vpy1 = Za] (T = Ap1)vy = Za] — A1)V,
j=1

also aj(Aj—An41) =0 und a; =0,da \; paarweise verschieden. Dies ergibt v, =0
ein Widerspruch.

Daraus folgt X,_1 # X,, ist ein echter Teilraum, und, da endlich-dimensionale Un-
terrdume mit Proposition 1.1 abgeschlossen sind, existiert mit dem Satz vom fast ortho-
gonalen Element, Proposition 1.2, z, € X mit

H Tn H: 1, d(xnaanl) > 1/2-

Da Twv; = Ajv; € span{v;} , ist X,_; invariant unter 7', d.h. T(X,—1) € X1 .
Schreiben wir z,, = a, v, + T, mit o, € C, %, € X,,_1 , so sehen wir

(T — N Dxy = (T — M\ 1)Zp, € Xpyq
und fiir m <n

1 1
@+ (T — D)y — —TmmH > d(n, Xn_1) > 1/2.

HT(”””/A”) - T(””’”/A’”)H - ‘ A A

Damit ist keine Teilfolge von T'(z,/A,) eine Cauchyfolge, und da T kompakt ist, kann
Zn/A\n keine beschrinkte Teilfolge enthalten. Dies ergibt

oo = lim | z,/A\y ||= lim
n—oo n—

1
o0 ‘)‘n’7
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also A\, — 0.
Damit ist 0 der einzige Hiufungspunkt von o(7') — {0} , insbesondere ist o(T") —
B,(0) endlich fiir p > 0, und o(T") ist abzdhlbar.

/1]

16.02.21 / 18.02.21

Definition 8.2 Fir einen stetigen, linearen Operator T : X — X  auf einem
Hilbertraum X  betrachten wir die adjungierte Abbildung T* : X — X gemdf$ der
Bemerkung nach Definition 6.1.

T heifit selbstadjungiert, wenn T =T* . T heifit positiv definit bzw. nicht-negativ
semi-definit, wenn zusdtzlich (Tz,x) >0 bzw. >0 fir alle x € X — {0} .

T heifst orthogonal oder unitir, wenn TT* =T*T =1 .

T heifit normal, wenn TT* =T*T .

Selbstadjungierte und unitire Operatoren sind normal.

Bemerkungen:

1. Existiert zu einer linearen Abbildung 7 : X — X eine adjungierte Abbildung
T* : X - X im Sinne der Bemerkung nach Definition 6.1, so sind T und T* nach
dieser Bemerkung notwendigerweise stetig.

2. Fir T selbstadjungiert gilt o,(7) CR.

Dazu sei A ein Eigenwert von T und z # 0 ein zugehoriger Eigenvektor. Wir
rechnen

M@ P= (A, 2) = (Ta,2) = (2, T"2) = {2, Ta) = (&, Aa) = A || |

also A=\ ,da ||z ||#0.
Ist T nicht-negativ semi-definit, so folgt

Mz |*=(Tz,2) >0,
also A >0 und o,(T") C [0, 00] .

3. Fir T wunitér gilt o,(T) € 0B1(0) .

Dazu sei A ein Eigenwert von T und z # 0 ein zugehoriger Eigenvektor. Wir
rechnen

| 2 |*= (I"T2,2) = (T2, Tz) = Az, ) = Mz, z) = [\ | « |%,

also |A\?=1und A € 9B1(0) ,da ||z ||£0.
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Proposition 8.2 FEs sei T ein stetiger, linearer Operator auf einem Hilbertraum X .
Dann gilt
T ist normal < || Tx ||=|| T*x ||  fir alle z € X,

insbesondere folgt in diesem Fall
ker(A —T) = ker(\ — T%).

Beweis:
Ist T normal, so folgt

| Tz ||?°= (T, Tx) = (x, T*Tx) = (x, TT*z) = (T*z, T*) =|| T*z ||?,
insbesondere ker T = ker T* . Weiter gilt (M —T)* = M\ — T* und
AN -TYMN -T) =N -T)MN -T*) =N =T YN —=T) = (M - T)*(\ - T),

also ist A — T auch normal und ker(Al — T') = ker(\ — T*) .
Gilt umgekehrt | Tz ||=|| T*x || fiir alle x € X | so erhalten wir aus der polaren
Identitét (2.1)
(Ta,Ty) = (T"x,T"y),

also
(x, T*Ty) = (x, TT"y),

T*T =TT* und T ist normal.
/1]
Proposition 8.3 Fiir einen normalen Operator T auf einem Hilbertraum X gilt
o(T)=inf{r >0 | o(T) C B, (0) } = T -

Beweis:
Mit Satz 8.1 folgt die Behauptung, wenn wir

| T™ ||=|| T |™  fiir alle m € N

zeigen.
Fir m = 1 ist die Ungleichung trivial. Fiir m > 1 rechnen wir mit der vorigen
Proposition

| T™2 ||>= (T"x, T™z) = (T*T™2, T™ ‘z) <|| T*T™x || | T™ 'z ||=
= T || | T e < TN T ™ ) 2 |,

also
[T (P<| T Tt

Gilt bereits || T™ [|>|| T ||™ , so folgt
[ el I I e T

also
| T =) T ||,

und die Behauptung folgt mit Induktion.
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Beispiele:
Wir betrachten T : 1% — [? mit T(z;)jen = (\jzj)jen mit A; € C beschriinkt. Dann ist
T stetig und || T' [|= sup;ey [Aj] -

Klarerweise sind A; Eigenwerte von T'. Ist umgekehrt A ein Eigenwert mit Eigen-
vektor (x;)jen # 0, so folgt

(Azj)jen = T(x5)jen = (AjT5)jeN
und
)\:)\j fiirmjyéo.
Da (zj)jen # 0, folgt A € {A;} ,und A; sind alle Eigenwerte von T' bzw. o,,(T) = {)\;} .

Wir sehen T%(z;)jen = (A\jzj)jen , und T ist normal. Mit obiger Proposition folgt

o(T) = sup ;]
JEN

T ist selbstadjungiert genau dann, wenn \; € R, T ist nicht-negativ semi-definit genau
dann, wenn A; >0, und 7T ist unitér genau dann, wenn |A;|=1.

Wihlen wir A\ :=1—1/(j+1),soist T positiv definit. Da o(T") kompakt ist und
1« Xeo(T),glt 1€a(T),aber 1¢0,(T),also 1€ 0.(T)Uacq(T)#0.

Weiter sehen wir

sup (T'z,x) = 1.
llz|<1

Angenommen es existierte x € [?,]| z [|< 1 mit (Tw,x) =1, so sehen wir || z [|=1 und
(T(z +ty),z+ty) <|z+ty ||> firalleyel®teR,
mit Gleichheit fiir ¢ = 0 . Differentiation ergibt

(Tz,y) + (Ty,z) = 2Re(x,y).

Da T selbstadjungiert ist, sehen wir (T'y,z) = (y,Tz) = (T'z,y) und somit
Re(Tz,y) = Re(zx,y).
Ersetzen wir y durch iy , so erhalten wir
(Tx,y) = (z,y) fir alle y € 12,

also Tx =z ,und 1 wére ein Eigenwert, da x # 0 . Dies ist ein Widerspruch, und das
obige Supremum wird nicht angenommen.

d

Satz 8.3 (Spektralsatz fiir kompakte normale Operatoren) Fir einen kompak-
ten, normalen Operator T auf einem Hilbertraum X existiert ein Orthonormalsystem
aus Eigenvektoren vi,vs,... zu Eigenwerten Ai, Ao, ... mit \p — 0, falls dies unendlich
viele sind, und

X = ker(T) @ span{vi,va, ...},
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genauer
ker(T) = span{vy,vg, ... }".

Es gilt
o
Tz = Z)\j(x,vj>vj fir x e X.
j=1

Beweis:
Fiir Eigenwerte A # p zeigen wir, dafl die Eigenrdume orthogonal stehen, d.h.

ker(AM —T) L ker(ul —T). (8.2)

Dazu sei z € ker(M —T),y € ker(ul —T) . Dann gilt Tz = Az und y € ker(nl —T%)
mit Proposition 8.2, also Ty = uy . Wir rechnen

Mz, y) = (Tz,y) = (z,T"y) = (z, py) = p{z, ).

Da A # pu, folgt x 1y und die Behauptung.

Mit dem Satz von Riesz-Schauder, Satz 8.2, sind alle A € o(T) — {0} FEigenwerte
mit endlich-dimensionalen Eigenrdumen ker(Al —T') , und dies sind abzéhlbar viele. Zu
jedem Eigenwert A\ # 0 wihlen wir eine Orthonormalbasis des Eigenraums ker(A —1T) ,
und erhalten mit (8.2) ein abzéhlbares Orthonormalsystem aus Eigenvektoren vy, v, ...
zu Eigenwerten A1, Ag,... mit

ker(A —T') C span{vy,ve,...} fiir alle A # 0. (8.3)

Sind dies unendlich viele Eigenvektoren, so folgt A; — 0, da jeder Eigenwert nur endlich
oft auftritt und sich die Eigenwerte mit dem Satz von Riesz-Schauder, Satz 8.2, nur bei
0 h&ufen kénnen.

Wir setzen Y := span{vy,vs,...}~ und sehen mit Proposition 2.4

X =Y @ span{vy,ve,...}.

Wir zeigen
ker T =Y. (8.4)

Aus (8.2) fir p=0 folgt v; € ker(A\;I —T) L ker T und
ker T C span{vi,vs,...}t =Y.

Fiir die umgekehrte Inklusion betrachten wir y € ¥ und sehen

(Ty,vj) = (y, T*vj) = Aj{y, vj)

) =0,
<T*?/,Uj> = <?/,ij> = 5‘j<y’vj> 0,

also Ty, T*y L vj , somit Ty, T*y € span{vi,ve,...}- =Y und T(Y), T*(Y)CY .
Wir definieren die Einschrankung S :Y — Y, Sy := Ty . Klarerweise ist S kompakt,
und Y als abgeschlossener Unterraum ein Hilbertraum. Weiter sehen wir fiir 3,9’ € Y

(y,8"y") = (Sy,y") = (Ty, /) = (., T"Y),
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und, da T*y €Y , folgt S*y' = T*y' . Dies ergibt S*S =T*T =TT* = SS* ,und S
ist normal.
Ist S # 0, so folgt mit Proposition 8.3

o(5) = inf{r > 0] o(5) € B-(0) } =[| S [> 0,

und es existiert p € o(S) — {0} # 0 . Mit dem Satz von Riesz-Schauder, Satz 8.2, ist dies
ein Eigenwert von S, und es existiert ein Eigenvektor v € ker(ul —S) —{0} CY . Dies
ergibt mit der Definition von S und (8.3)

v € ker(ul —T) C span{vy,va,...}
und weiter
v € Y Nspan{vy,ve,...} = span{vy,va, .. .}l N span{vy,ve,...} = {0},

also v = 0 ein Widerspruch. Daher gilt S =0, also Y = ker S C ker T , und wir
erhalten (8.4).

Fiir x € X haben wir x =y + z mit y € ker T,z € span{vi,va,...} . v1,v9,... ist
eine Orthonormalbasis von span{vi,ve,...} , und wir erhalten mit Proposition 2.7

o0 o
:E zvj zg :cv]v],
Jj=1

Jj=1

da x —z=y € ker T L v; . Dies ergibt

[e.9]

o
Te=Tz= Z(x,vj>ij = Z)\j(m,vj>vj.
j=1 j=1

/1]

23.02.21 / 25.02.21

Teil 111
Appendix

A Topologische Riaume
In diesem Paragraphen beschiéftigen wir uns mit allgemeinen topologischen Riumen.

Definition A.1 X sei eine Menge. Fine Familie von Teilmengen T C P(X) heifst
Topologie auf X , wenn

e 0. XeT,
o U, T = UU; €T,
o Up,....Up,eT=UinNn...NU, €T,
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und (X, T) oder kurz X heifst topologischer Raum. Die Elemente von T heiffen die of-
fenen Mengen, die Komplemente der offenen Mengen heiffen die abgeschlossenen Mengen.
Fir eine Teilmenge Y C X st

Ty ={UNY |UeT}

eine Topologie auf Y , die sogenannte Spurtopologie von T aufY . Fine Menge U N
Y bzw. ANY mit U bzw. A offen bzw. abgeschlossen in X heifst relativ offen bzw.
relativ abgeschlossen in Y .

d

Beispiele:

1

(2 AN

Auf einer beliebigen Menge X sind Ty := P(X) und Ty, := {0, X} Topologien,
die die diskrete und die indiskrete Topologie genannt werden.

Teo :={U € P(X) | X — U ist endlich } U {0}

bildet eine Topologie auf X , die sogenannete kofinite Topologie. Die abgeschlossenen
Mengen sind hier genau die endlichen Mengen und X .

(X,d) sei ein metrischer Raum. Die Menge der offenen Mengen
T={UePX)|VeeU:30>0:Blz)C U}

bildet eine Topologie, die von der Metrik d induzierte Topologie. Eine Topologie
heifit metrisierbar, wenn die Topologie von einer Metrik induziert werden kann.

Fiir zwei Topologien 77 C 75 auf X heifit 77 grober als 7o und 73 feiner als 77 .

Fiir eine Familie 7; von Topologien auf X ist N;7; wieder eine Topologie auf X .
Fiir eine beliebige Familie & C P(X) ist

T(S) := ﬂ T
scT Topologie
die grobste Topologie, die § enthélt. Sie heifit die von S erzeugte Topologie.

Betrachten wir die Familie der endlichen Schnitte von S
B:={NA| ACS endlich } CT(S)

mit dem leeren Schnitt N := X , so sehen wir, daf§ die Familie der Vereinigungen
von B

To:={UA| ACB}CT(S)

mit der leeren Vereinigung U@ := () eine Topologie bildet. Denn nach Definition gilt
0,X €To,und fir BjjeB,iel,jeJ,gilt

U; U; Bij = Ui;Bij € To
und fiir J endlich
Njet Yier Bij = Ui.j—1 Njeg Biyj € To,
da NjesBi;; € Bfiri:J— I und J endlich.
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d

Definition A.2 (X,7) sei ein topologischer Raum. Eine Familie B C T heifit Basis
von T , wenn alle offenen Mengen U € T als Vereinigung

v= |J B

BEB,BCU

von Basiselementen aus B dargestellt werden konnen, d.h. wenn
YUeT :VxeU:3BeB:xz€ BCU.

Eine Familie S CT heifit Subbasis von T , wenn S die Topologie T erzeugt.

Als néchstes definieren wir einige grundlegende topologische Begriffe.

Definition A.3 X sei ein topologischer Raum. Fine Menge A C X heifit Umgebung
eines Punktes x € X , wenn eine offene Menge U existiert mit

zeU C A.

U(x) heifit offene Umgebung von z , wenn x € U(x) und U(z) offen ist.
x € X heifit ein innerer Punkt einer Menge A C X | wenn eine offene Umgebung
um x in A enthalten ist, d.h.

U offen: x € U C A.

x € X heifst ein Berihrpunkt von A C X , wenn jede offene Umgebung um x einen
Punkt aus A enthdlt, d.h.

VU offen,xz € U : UN A # .

x € X heiffit ein Hiufungspunkt von A C X , wenn jede offene Umgebung um x einen
Punkt aus A wverschieden von x enthdlt, d.h.

VU offen,z € U :UNA—{z} #0.

x € X heifit ein Randpunkt von A C X |, wenn x ein Berihrpunkt von A und X — A
ist, d.h.
VYU offen,s € U :UNA#O,U— A #0.

Die Menge der inneren Punkte von A  heifst das Inmere von A , geschrieben
A° oder int(A) , die Menge der Berihrpunkte von A heifit der Abschluff von A , ge-
schrieben A , die Menge der Randpunkte von A heifit der Rand von A , geschrieben

0A .
A heifit dicht in X , wenn A= X , d.h.

YU # 0 offen: ANU # 0.
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Bemerkungen:

1. Das Innere int(A) einer Menge A ist die grofite offene Teilmenge von A , d.h.

nt(A)= | U

UCA offen

2. Der AbschluB A einer Menge A ist die kleinste abgeschlossene Obermenge von
A d.h.

A= N F.
F2A abgeschlossen

3. Es gilt
A =int(A) + 04,
X =int(A) + 0A + int(X — A).

Weiter gilt
A = AU {Hiufungspunkte von A }

und

AUB=AUB,

SN
Il
N

Nun definieren wir Folgen-Konvergenz in allgemeinen topologischen Rdumen.

Definition A.4 Fine Folge x, € X in einem topologischen Raum X heifit konvergent
gegen x € X , geschrieben x, — x oder

r = lim z,,
n—oo

wenn fir jede offene Umgebung U wvon x

Ing =no(U) :Vn >ng: x, € U.

Bemerkungen:

1. In metrischen Riumen ist Konvergenz beziiglich der Metrik, d.h.
Ty = <= d(zp,x) >0
und Konvergenz in der durch die Metrik induzierte Topologie dquivalent.
2. In der diskreten Topologie Ty gilt x, — = genau dann, wenn
dng:Vn>ng:z, =x,

d.h. wenn die Folge (x,)nen fast konstant gleich x ist.
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3. In der indiskreten Topologie T, gilt x, — = fiir jede Folge (z,,)nen und jedes x €
X . Insbesondere ist der Limes nicht eindeutig, wenn X mindestens zwei Punkte
enthélt.

4. In der kofiniten Topologie 7., konvergiert jede Folge (z,)neny mit paarweise
verschidenen Folgengliedern =z, € X gegen jedes = € X . Insbesondere ist der
Limes nicht eindeutig, wenn X wunendlich ist.

5. Auf Ny :=NU{oo} = {1l/n|neN }U{0},n+— 1/n,00+— 0, mit der durch die
euklidische Metrik erzeugte Topologie. Wir sehen

n — oo.

|

Definition A.5 Fin topologischer Raum X heifit Hausdorff- oder To— Raum, wenn
Ve#ye X :3U(z)32,U(y) >y offen: U(z) NU(y) = 0.

a
Bemerkung:
Jeder metrische Raum ist ein Hausdorff-Raum.

a

Proposition A.1 In einem Hausdorff-Raum X sind die Grenzwerte von Folgen eindeu-
t1g.

Beweis:
Angenommen z, — = # y,x,,x,y € X . Dann existieren U(z) 3 z,U(y) > y offen mit
U(x)NU(y) = 0.
Da z € U(z) offen ist und x, — = existiert ng € N mit
xn, € U(x) fiir n > ny,

also x, ¢ V(x) fiir n > ng . Dies ist ein Widerspruch zu =z, — y , und daher ist der
Grenzwert, eindeutig.

/1]

Nun definieren wir Stetigkeit zwischen topologischen Raumen.

Definition A.6 Fine Abbildung f: X — Y zwischen zwei topologischen Riumen X,Y
heif§t stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge in Y offen in X ist, d.h.

YV CY offen: f~1(V) ist offen in X.

[ heifst Homéomorphismus zwischen den topologischen Rdumen X undY , wenn f
bijektiv und f und f~' stetig sind. In diesem Fall heiflen die topologischen Riume
X undY homdomorph.

Im Gegensatz dazu heifit f: X — Y eine offene bzw. abgeschlossene Abbildung, wenn
fir S C X offen bzw. abgeschlossen auch das Bild f(S) CY offen bzw. abgeschlossen
15t.
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Bemerkungen:

1. Aquivalent ist f: X — Y stetig, wenn das Urbild jeder abgeschlossenen Menge in
Y abgeschlossen in X ist.

2. Die Verkettung stetiger Funktionen ist wieder stetig.
3. Jede stetige Abbildung ist folgenstetig, d.h.
0= 7 = f(an) > F(),
denn zu f(x) €V CY offenist x € f71(V) C X offen, also existiert ng € N mit
z, € UV fiir n > ng

und somit
f(zy) €V fiir n > ny.

L.a. impliziert Folgenstetigkeit nicht volle Stetigkeit.

4. FEin topologischer Raum X erfiillt das erste Abzéhlbarkeitsaxiom, wenn zu jedem
x € X eine abzdhlbare Umgebungsbasis (U, (x))nen von x existiert, d.h.

x € Up(z) ist offen,
VU offen,z € U : In € N: U, (z) C U.

7.B. erfilllt jeder metrische Raum das erste Abzihlbarkeitsaxiom.

Erfiillt X das erste Abzéhlbarkeitsaxiom, so impliziert Folgenstetigkeit von f :
X — Y die Stetigkeit von f . Zum Beweis sei V C Y offen, z € f~4(V)
und (Up(x))nen eine abzdhlbare Umgebungsbasis von x , die mit dem ersten
Abzahlbarkeitsaxiom existiert. Dabei nehmen wir 0.B.d.A. U,yi(z) C Uy(x) an.
Wir zeigen

In e N:Uy,(z) C f71(V). (A1)

Angenommen dies gilt nicht, so existiert zu jedem n € N ein x,, € U, (z) — f~1(V) .
Zu jedem z € U offen existiert U,(x) CU , also zp, € Uy(x) CU fir m > n und
T, — x . Mit der Folgenstetigkeit folgt f(z,) — f(x) . Da aber z, ¢ f~Y(V),
sehen wir f(z,) € V ,und da f(z) € V offen ist, widerspricht dies f(z,) — f(x) .
Daher gilt (A.1), und z ist ein innerer Punkt von f~1(V) , und, da z € f~1(V)
beliebig war, ist f~'(V) offen und f stetig.

5. Eine Abbildung x : Ny — X in einen topologischen Raum ist stetig genau dann,
wenn
Ty — Too LU M — 0O.

Da n — oo in Ny , folgt aus der Stetigkeit von =z , dafl x, — zo . Umgekehrt
folgt fiir k, — kin Ny, k € N, dafl k, = k fiir n > ng und ng geeignet, also
Tk, — T . Fir k, — oo sehen wir nach Voraussetzung =z, — Too . Zusammen ist
x folgenstetig, also stetig, da Ny, = {1/n | n € N } U{0} metrisch ist und somit
das erste Abzidhlbarkeitsaxiom erfiillt.
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Wir kommen zu Abzéhlbarkeitseigenschaften von topologischen Riumen.

Definition A.7 X erfillt das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom, wenn X eine abzihlbare
Basis besitzt. X heifst separabel, wenn eine abzihlbare Teilmenge A C X existiert, die
m X dicht liegt.

Bemerkungen:

1. Hat X eine abzdhlbare Basis {Bj, Bs,...} so hat auch jeder Unterraum Y C X
eine abzdhlbare Basis {B1NY,ByNY,...}.

2. Jeder Raum der das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt, erfiillt auch das erste
Abziahlbarkeitsaxiom.

3. Dagegen vererbt sich Separabilitéit i.a. nicht auf Unterrdume. Dazu betrachten wir
R? mit der durch B := { [a,b[x[c,d[ | a < b,e < d } erzeugten Topologie. Da
B auch alle endlichen Schnitte aus seinen Elementen enthélt, ist B tatséchlich
eine Basis. Jede dieser Basismengen enthilt mindestens einen Punkt mit rationalen
Koordinaten, also liegt die abzihlbare Menge Q2 dicht in R? , und (R2,7(B)) ist
separabel.

Betrachten wir A := {(z,—z) | z € R } C R?, so sehen wir

{(z,—2)} = ([x,z + 1[x[—z,—x + 1]) N A,

also sind die einpunktigen Mengen {(z, —z)} relativ offen in A , und die Spurtopo-

logie von A ist die diskrete Topologie. Damit sind alle Mengen in A abgeschlossen,
und somit ist A die einzige Menge, die in A dicht liegt. Da A = R iiberabzéhlbar
ist, ist A nicht separabel.

Proposition A.2 X sei ein topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis. Dann gilt:

1. X st separabel.
2. (Lindelsf) Jede offene Uberdeckung von X besitzt eine abzihlbare Teiliberdeckunyg.

3. Jede Basis von X enthdlt eine abzihlbare Teilbasis.

Beweis:
Es sei {By}nen eine abzidhlbare Basis von X .

1. Zudem B, # () wihlen wir z,, € B, und setzen S := {x,}nen - Nun sei U # ()
offen. Wir wihlen x € U und nach Definition von Basis existiert n € Nmit x € B,, C U ,
also x, € U . Dies ergibt UNS #( ,und S liegt dicht in X .

//
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2. Essei U eine offene Uberdeckung von X . Zu jedem
nel:={meN|3UelU:B, CU}
wiahlen wir
U, € U mit B, C U,.

Wir zeigen

X = UnEIUna (AQ)

d.h. {Up}ner CU ist eine abzéhlbare Teiliiberdeckung.
Zu z € X existiert U € U mit x € U . Mit der Definition von Basis existiert n €

N mit z € B,, C U , insbesondere sehen wir n € I , und es gilt =z € B,, C U, . Daraus
folgt (A.2).

//
3. Essei A eine beliebige Basis. Zu jedem
(k,1) e J:={(i,j) eN* | JA€ A: B;CACB; }
wéhlen wir
Ay € Amit B, C Ay C By.

Zum Beweis, daf3
{Ak}ries €A

eine Basis ist, betrachten wir = € U offen. Mit der Definition von Basis existiert [ €
Nmit z € B C U , und weiter A€ Amit x € A C B; CU und schliellich k£ € N mit

xEBkgAgBlgU
Wir sehen (k,1) € J ,undesgilt z € By C Ay € B, C U , alsoist {Ak}rics eine Basis.
/1]

Proposition A.3 FEin metrischer Raum ist genau dann separabel, wenn er eine abzdihlbare
Basis besitzt.

Beweis:
Besitzt X eine abzihlbare Basis, so ist X mit Proposition A.2 separabel.

Umgekehrt sein der metrische Raum X separabel, und S sei eine abzéhlbare dichte
Teilmenge von X . Wir setzen

B:={B.(s)|se€ SreQ; }.

Klarerweise ist B abziéhlbar. Zum Beweis, dal B eine Basis ist, betrachten wir = € U
offen. Per Definition existiert o > 0 mit By(x) C U . Da Sin X dicht liegt, existiert
s € SNB,3(x) # 0 . Wir wihlen rationales r mit o/3 <r < 2¢/3.Da d(s,r) < ¢/3 <7,
gilt = € B,(s) € B . Weiter rechnen wir fiir y € B,(s)

d(y,z) < d(y,s) +d(s,z) <r+0/3 <o,

also y € By(x) und
x € Br(s) C By(x) C U,

und B ist eine abzahlbare Basis.
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Definition A.8 FEin topologischer Raum heifit kompakt, wenn jede offene Uberdeckung
eine endliche Teiliiberdeckung hat.

Bemerkungen:
1. Topologische Rédume mit endlich vielen Punkten sind kompakt.

2. Ein Unterraum A eines topologischen Raumes X ist kompakt genau dann, wenn
jedein X offene Uberdeckung von A eine endliche Teiliiberdeckung hat. Dazu sei
zunéchst A kompakt und U eine in X offene Uberdeckung von A . Dann ist
Uy ={UNA|U €U} eine offene Ubderdeckung von A . Da A kompakt ist,
existieren endlich viele U1 NA,...,U,NA €Uy mit Uy,...,U, €U und

A=UnNnAU...UU,NA),

also
ACUU...UU,,

und {Uy,...,U,} ist eine endliche Teiliiberdeckung von A . Nun sei umgekehrt /4
eine offene Uberdeckung von A . Dannist U := {U C X | U offen, UN A € Uy }
eine in X offene Uberdeckung von A und enthélt also nach Voraussetzung eine
endliche Teiliibderdeckung {Uj,...,U,} . Damit ist {U; N A,...,U, N A} eine
endliche Teililberdeckung von U4 , und A ist kompakt.

3. Abgeschlossene Teilmengen eines kompakten topologischen Raumes sind als Unter-
raum wieder kompakt. Dazu sei A abgeschlossen in dem kompakten Raum X |,
und nach obiger Bemerkung U eine in X offene Uberdeckung von A .Da A ab-
geschlossen ist, ist X — A offen, und U’ =UU{X — A} ist eine offene Uberdeckung
von X .Da X kompakt ist, existieren endlich viele Uq,...,U, € U mit

X=UU...UU,U(X —A),

also

ACUU...UU,,
und A ist kompakt.

4. Kompakte Teilmengen C eines Hausdorff-Raumes X sind abgeschlossen, denn
sei x € X — C , so existieren zu jedem gy € C offene disjunkte Umgebungen
Uy von z,V, von y mit U,NV, =0 . Klarerweise gilt C C UyecV, , und es existiert
eine endliche Uberdeckung C C Ui]\ilVyi . Dann ist der endliche Schnitt U :=
ﬂiJLUxi eine offene Umgebung von = € U , die zu allen Vj,,i=1,..., N, disjunkt
ist. Dies ergibt UNC =0 ,also 1€ UC X —C ,und X — C ist offen bzw. C
ist abgeschlossen.
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5. Eine topologischer Raum ist kompakt genau dann, wenn jede Familie abgeschlossener
Mengen A;,i € I mit der endlichen Durchschnittseigenschaft, d.h.

ﬂ A; £ 0 fiir alle J C T endlich,
ieJ
einen nichtleeren Schnitt
(A #0
el

hat. Dies folgt durch Betrachten der Familie {X — A;};c; offener Mengen.

6. X heiit folgenkompakt, wenn jede Folge (zj)reny in X eine konvergente Teil-
folge hat. Demgegeniiber heifit der Kompaktheitsbegriff in obiger Definition auch
iiberdeckungskompakt. Man kann zeigen, in metrischen Rdumen ist iberdeckungs-
kompakt und folgenkompakt dquivalent.

O

Proposition A.4 Es sei f: X — Y stetig zwischen topologischen Rdumen X,Y . Ist
X kompakt, so ist auch f(X) kompakt.

Beweis:
Essei V eine offene Uberdeckung von f(X) , d.h.

F(X) C UV

Dann ist U := {f"'(V) |V € V' } eine offene Uberdeckung von X . Da X kompakt
ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung

X =UN, ' (vi) mit V;eV.
Daraus folgt

und {V1,...,Vn} €V ist eine endliche Teiliiberdeckung von f(X) , also ist f(X)
kompakt.

/1]

Bemerkungen:

1. Es seien 77 C T3 zwei Topologien auf X , (X,7;) sei ein Hausdorff-Raum,
und (X,73) sei kompakt. Dann stimmen die Topologien iiberein. Zum Beweis
bemerken wir, dafl klarerweise idx : (X, 72) — (X, T1) stetigist. Ist A beziiglich Tz
abgeschlossen, so ist A kompakt in (X, 73) , und mit der Stetigkeit von idy ist A
auch kompakt in (X, 7;) . Als kompakte Teilmenge des Hausdorff-Raumes (X, 7;)
ist A abgeschlossen in (X, 7;) . Daher ist auch idx : (X,71) — (X, 72) stetig,
und somit 71 =Ty .
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2. Es sei X ein kompakter Raum und f, : X — R,n € N | seien stetig und punkte-
trennend, d.h.

Ve#ye X :IneN: fu(z) # fuly)

Wir zeigen X ist metrisierbar, genauer d: X x X — [0,00] mit

d(z,y) =Y _ 27" min(L, |fu(2) = fa()])
n=1

ist eine Metrik, die die Topologie auf X erzeugt.

d ist tatsichlich eine Metrik, da f,, punktetrennend sind. Weiter ist x +—
d(x,y) fir festes y € X stetig, also ist der Ball

Bi(y) ={z € X | d(z,y) <o}

offen in X . Bezeichne 7T die gegebene kompakte Topologie auf X und 7; die
durch die Metrik d induzierte Topologie auf X , so heifit das

Ta<T.

Da 7; als metrische Topologie einen Hausdorff-Raum erzeugt und 7 kompakt ist,
sehen wir mit der vorigen Bemerkung dafl 73 =T , d.h. T wird durch d induziert.

d

Nach dem folgenden Subbasensatz von Alexander geniigt es fiir Kompaktheit die Uber-
deckungen aus einer gegebenen Subbasis zu iiberpriifen.

Satz A.1 (Subbasensatz von Alexander) FEs sei X ein topologischer Raum und S
eine Subbasis, so daf} jede Uberdeckung U C S eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.
Dann ist X kompakt.

Beweis:

Angenommen X ist nicht kompakt, so ist die Familie = der offenen Uberdeckungen,
die keine endliche Teiliiberdeckung haben, nichtleer. = wird durch Inklusion geordnet.
Fiir eine nichtleere Kette {U;}icr € E ist die Vereinigung U = U;erld; wieder eine
offene Uberedeckung. Fiir eine endliche Teilmenge {Ui,...,Un} C U existieren 1 €
I mit Uj €eUy;,j=1,...,N .Da {U}is eine Kette ist, kénnen wir nach Umnumerierung
U, C ... CU;,, annehmen, also {Up,...,Un} C U, , und {Ui,...,Un} ist keine
Uberdeckung. Daher hat I keine endliche Teiliiberdeckung, und somit gilt ¢ € = .

Mit dem Lemma von Zorn besitzt = ein maximales Element U . Dies bedeutet U
ist eine offene Uberdeckung, die keine endliche Teiliiberdeckung hat, aber fiir jede offene
Menge W €U hat U U{W} eine endliche Teiliiberdeckung.

Nun setzen wir V :=UNS . Klarerweise hat V C U keine endliche Teiliiberdeckung,
und, da YV € S, kann V nach Voraussetzung keine Uberdeckung sein. Wir wihlen
r€X —UY und U €U mit x € U . Dies existiert, da U eine Uberdeckung ist. Da S
eine Subbasis der Topologie ist, existieren Si,...,Sy € & mit

resSinN...NnSy CU.
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Da zg UV ,gilt S; €V =UNS ,also,da S; €8, folgt S; ¢U fiirj=1,...,N .Da

U maximal ist, existiert zu jedem j=1,..., N eine endliche Teilfamilie I; C U mit
X=g8;Juy firj=1,...,N.
Bilden wir uyzluj ={Uy,...,U,} CU , so gilt
X=U,U...UU,US; firj=1,...,N,
also
X=nL(U1U...uU,US;)=ThU...UU,U(N,S;) CU1U...uU,UU

und daher ist {Uy,...,U,, U} C U eine endliche Teiliiberdeckung. Dies ist ein Wider-
spruch zur Wahl von U , und der Satz ist bewiesen.

/1]

Definition A.9 FEs sei X eine Menge und f; : X — Y;,i € I, eine Familie von
Abbildungen in topologischen Rdume. Die von

S:={f7'(V;) | Vi CYi offen,i €I}

erzeugte Topologie heifit die durch die Abbildungen f; erzeugte Topologie auf X .

Bemerkungen:

1. Die durch f; erzeugte Topologie ist die grobste Topologie beziiglich der alle f;
stetig sind.

2. Die Topologie eines Teilraumes Y C X wird durch die Einschrinkungen f;|Y
erzeugt.

3. Eine Abbildung ¢: Z — X von einem topologischen Raum Z ist stetig beziiglich
der von f; erzeugten Topologie genau dann, wenn alle f; o g stetig sind.

4. Eine Folge (z,)nen in X konvergiert
Tp — T

genau dann, wenn
fi(xy) = fi(z) firalleie I.

Die Notwendigkeit ist klar mit der Stetigkeit von f; . Nun gelte umgekehrt f;(z,,) —
fi(z) fir alle ¢ € I . Wir definieren g : Ny — X, g(n) := x,,g9(c0) =z . Da

(fiog)(n) = fi(zy) = filx) = (fiog)(oco) firalleie I,

sind mit Bemerkung 5. nach Definition A.6 alle f;og stetig. Nach voriger Bemerkung
ist g stetig, und wieder mit Bemerkung 5. nach Definition A.6 gilt

Tn =g(n) — g(oo) = x.
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5. Sind die f; punktetrennend, d.h.

VeAyeX :Jiel: fi(z)# fily),

und sind alle Y; Hausdorff-Rdume, so ist X mit der durch die Abbildungen f;
erzeugte Topologie wieder ein Hausdorff-Raum. Dazu wéhlen wir fiir z # y ein ¢ € [
wie oben und U,,V, CY; offen mit

fi(z) € Uy, fi(y) € V,, Uz NV, = 0.
Dann sind f; H(U,), f; *(V,) € X offen und
v € [T WUa)y € £ (V) £ (U N f7H(Vy) = 0,
also ist X ein Hausdorff-Raum.
a
Definition A.10 Es sei X;,i € I, eine Familie von topologischen Rdumen. Die Pro-

dukttopologie auf dem Produkt X :=[[;c; Xi = {(xi)icr | Vi€ I :x; € X; } ist definiert
als die durch die Projektionen m; : X — X;, (x;)jer — x; erzeugte Topologie.

Bemerkungen:

1. Eine Folge (z})icr in [[;c; Xi konvergiert
(@7 )ier = (@i)ier

mit Bemerkung 4. nach Definition A.9 genau dann, wenn

x —x; firalleiel.

2. X =TI[;2, X; sei das abzihlbare Produkt von metrischen Réumen (X;,d;) . Wir
definieren die Produktmetrik

- x Y
d((xi)iENa yl ZGI Z 11 —|—d Zx Z?U)
iy Yi

Tatsédchlich ist d eine Metrik auf X , die die Produkttopologie induziert.

3. Die euklidische Topologie von R" wird durch die Metrik

d((@i)i=1,..n> Yi)i=1,...n) == Z |z — il
i1

erzeugt. Andererseits erzeugt d auch die Produkttopologie auf R x ... x R =R",
und somit trdgt R™ die Produkttopologie.
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Satz A.2 (Satz von Tychonoff) Es sei X;,i € I, eine Familie von kompakten topo-
logischen Rdumen. Dann ist das Produkt X := [[..; X; mit der Produkttopologie auch
kompakt.

el

Beweis:
Nach dem Subbasensatz von Alexander, Satz A.1, geniigt es zu zeigen, dafl jede offene
Uberdeckung ¢ aus Elementen der Subbasis {r;'(U) | i € I,U C X; offen } eine
endliche Teiliiberdeckung hat.

Fiir ¢ € I setzen wir

U; == {U C X; offen | 7, 1 (U) €U }.

Wir zeigen

Jiel: U =X (A.3)

Angenommen dies gelte nicht, dann existiert ein Punkt = = (z;)ier € X mit m(x) = z; €
X; —UU; . Dann folgt x & W;I(U) fiir alle U € U; , also x € UU , und U wire keine
Uberdeckung von X . Dies ist ein Widerspruch, und (A.3) folgt.

Nun sei ¢ € Imit UlU; = X; . Da X; kompakt ist, existiert eine endli-
che Teiliibberdeckung {Ui,..., Uy} C U; , dh. X; = Uy U...U Uy . Dies ergibt
X =7 (U)U...un,'(Uy) , und {r; "(U1),...,7; *(Un)} € U ist eine endliche
Teiliiberdeckung, und X ist kompakt.

/1]

Die folgende Definition der Quotiententopologie kann als dual zur Definition A.9 betrachtet
werden.

Definition A.11 Es sei X ein topologischer Raum, Y eine Menge und p: X — Y
surjektiv. Die Quotiententopologie auf Y beziiglich p ist gegeben durch

Ty ={VCY | p (V) ist offen in X }.

Dann heifst p: (X, T)— (Y,T,) Quotientenabbildung.

Bemerkung:
Offene, stetige, surjektive bzw. abgeschlossene, stetige, surjektive Abbildungen sind Quo-
tientenabbildungen.

d

Proposition A.5 Es seien X,Y,Z topologische Rdiume und p: X — Y eine Quoti-
entenabbildung. Fine Abbildung ¢ : Y — Z ist stetig genau dann, wenn gop stetig
15t.

Beweis:
Da die Quotientenabbildung p stetig ist, folgt aus der Stetigkeit von ¢ die Stetigkeit
der Verkettung gop .

Nun sei gop stetigund U C Z offen. Dann ist p~1(g~1(U)) = (gop) 1 (U) offen,
und nach Definition der Quotientenabbildung ist ¢~!(U) offen, also g stetig.
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Definition A.12 FEin topologischer Raum X heifit zusammenhdngend, wenn fiir jede
offene Zerlequng X =U + V' folgt, dafy U =0 oder V=10 .

d

Proposition A.6 Es sei f: X — Y stetig zwischen topologischen Rdumen X,Y . Ist
X zusammenhingend, so ist auch f(X) zusammenhingend.

Beweis:
Essel U,V CY offen mit f(X) = (Uﬂf( ))—i—(Vﬂf(X)).Dann gilt X =f"YU)+
YU), f~YV) offen, und, da X zusammenhingend

0,also UNf(X)=0oder VN f(X)=90, und

fY V) .Da f stetig ist, sind f~
ist, folgt f~ ( )—V)oderf ( )

f(X) ist zusammenh#ngend.

/1]
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