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Teil T
Analysis in Banachrdumen

1 Banachraume

Folgende Definition ist aus der linearen Funktionalanalysis bekannt.

Definition 1.1 X sei ein reeller Vektorraum. FEine Abbildung
I [l X = [0.00]

heiffit Norm auf X , falls

(i) |z]|=0c2=0.

(i) | Xz ||= Nz firzeX,XeR.

(iir) |z+yl<llzll+lyl firz,yeX.

Wir nennen (X, || ||) oder kurz X einen normierten Vektorraum.
Eine Norm erzeugt eine Metrik durch

d(z,y) =z -y

Ist X mit dieser Metrik vollstindig, d.h. jede Cauchyfolge ist konvergent, so heifst
(X, ) ein Banachraum.
Ein inneres Produkt auf X

(L): X xX =R,
d.h. (.,.) ist eine symmetrische, positiv definite Bilinearform auf X , erzeugt durch
|z ll:= v {z,z)

eine Norm auf X .
Ist die von || || erzeugte Metrik vollstindig, so heifit (X,{(.,.)) ein Hilbertraum.

d

Der Raum aller stetigen, linearen Abbildungen L(X,Y) zwischen zwei Banachriumen
X,Y ist mit der Norm
| A fl= sup || Az |
lzll<1
wieder ein Banachraum. Der Dualraum X* := L(X,R) ist der Raum der stetigen linearen
Funktionale auf X .



Beispiele:

(i) LP—Réaume

Es sei (9, A4,u) ein Mafiraum, d.h. A ist eine o—Algebra auf 2 und p ein
o—additvies Mafl auf A . Dann ist fiir 1 <p <oo der Raum LP(u) = LP(2, A, n)

ein Banachraum.

Fir p =2 ist dies ein Hilbertraum.

(ii) Holder-Réume

Es sei 2 C R™ offen und nichtleer, k € Ny . Dann ist die Menge der k-fach stetig

differenzierbaren Funktionen mit beschrinkten Ableitungen

CF(Q) := {u: Q — R | Du existiert und ist stetig und beschréinkt fiir |y| < & }

ein Banachraum mit der Norm

luller)= > DM ey -
IvI<k

Fir 0<a<1, u:Q — R definieren wir

hélgqt == sup M
etyeq T —yl®

Der Raum
CR(Q) == {u € CHQ) | hilg,o(DVu) < oo fiir |y| < k }
ist ein Banachraum mit der Norm

|l llera@y= > (I Dullp() +hiloaDw).
IvI<k

Wir schreiben
CF (Q) :={u:Q— R | DVu existiert und ist stetig fiir |y| < k }

C2(Q) =N CF

loc loc

() ,und fir QCACQ
CP(A) = {ueCk.(Q) | Ve e A:30>0:ue CP(Qn Bs(x)) }.

Wir nennen C*(Q) die Holder-Réume.

(iii) Sobolev-Raume

Es sei ©Q C R™ offen und nichtleer, £ € N, 1 < p < oo . Wir betrachten den
Vektorraum C§°(€2) der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem

Trager mit der Norm

| lwea@y= Y I DMu oo -
IvI<k



Dies ist eine normierter Raum, aber kein Banachraum. Durch Vervollstindigung er-
halten wir einen Banachraum

WoP(Q) = {u € LP(Q) | Ju; € C(Q) + lim || u; — uj [lyyra(ey=0,

2,]—>00

u; — uin LP(Q) }.

Fiir u € Wok P(Q) sind schwache Ableitungen D7u € LP(2) bis zur Ordnung |y| < k
definiert. Dazu sei w; € C§°(Q2) mit uw; — win LP(Q) und || u; — uj |lyer)y— 0 .
Dann konvergiert

DVu; — w?  in LP(Q) fir |y <k,

und es gilt fir ¢ € C§°(Q)

/u%p — /(D“/ui)go = (—1)M /uiDVQD — (=M /uDvgo. (1.1)
Damit ist «” eindeutig durch « bestimmt, und wir schreiben
DVu=u".
Fir k€N, 1 <p < oo verwenden wir (1.1) als Definition des folgenden Banach-
raumes
WHEP(Q) := {u € LP(Q) | Fiir |y| < k existiert v? € LP(Q) mit
Juo = ()M [uDYp fir p € C3°(Q) }

mit der Norm

| u wa(ﬂ)iz Z | w” HLP(Q) .
<k

Tatséchlich sind fir v € LP(Q) die u” eindeutig bestimmt und heiflen schwache
Ableitungen von wu . Wir schreiben

D7y =",

WEP(Q) ist ein Unterraum von WHP(Q) .
Fiir p=2 sind WyP() und W52(Q) Hilbertriume.
Wir nennen Wok P(Q) und W*P(Q) Sobolev-Riume.



2 Stetigkeit und Differentiation

Da auf einem Banachraum eine Metrik gegeben ist, ergibt sich die Definition von Stetigkeit
sofort.

Definition 2.1 X,Y seien Banachriume, O # M C X wund f: M —Y . [ heift
stetig, falls
x; =~ x0 €M, r; e M = f(x;) = f(xg).

[ heifit gleichmdjig stetig, falls Ve >0:30 > 0:
lz-yl<d z,ye M= f(z) - fy) <e
[ heifft lokal beschrinkt, falls Yx € M : 3¢ > 0 :
f(Be(x)) st beschrinkt in'Y.

[ heifit beschrinkt, falls f beschrdnkte Mengen von M in beschrdnkte Mengen von
Y abbildet.

]
Stetigkeit impliziert lokale Beschrianktheit, aber im allgemeinen nicht Beschranktheit.
Beispiel:
Essei X =(N) = {(z;)ien | 02, |2i> <00} und e; = (6;j)jen € X .
Wir setzen )
pi(a) = max(y— ||~ e ],0)
und
o
p = Zz P4
i=1
Da [p; # 0] = Byj4(ei) , ist diese Summe lokal endlich, und ¢ ist stetig.
Es gilt aber e; € B1(0) und
i
v(e) = 1%
also ist ¢(B1(0)) C R unbeschrinkt.
O

Andererseits gilt folgende Aussage.

Proposition:
X,Y seien Banachriume, () # M C X beschrinkt und konvex, und f: M — Y sei
gleichméBig stetig.
Dann ist
f(M) beschrinkt.



Beweis:
Essel xg € M und d = diam(M) . Es existiert d > 0, so dafl

[z —yll<d z,ye M = f(z) - f(y) [[< 1.
Wir wahlen N € N mit

d
— <.
N<

Fir x € M setzen wir

T ::xo—i—%(m—xo) i=20,...,N.

Dann gilt || z; —zi—1 [[< ¢ also

N
@) Il flao) |4+ I Flwi) = flzima) I flo) |+,
i=1

und f(M) ist beschrénkt.
//

Die Stetigkeit in Definition 2.1 bezieht sich auf die Normtopologien von X und Y . Mit
der schwachen Konvergenz ergibt sich folgendes Kriterium fiir Beschranktheit.

Proposition:
X,Y seien Banachriume, X sei reflexiv, () # M C X sei beschrinkt und schwach
folgenabgeschlossen, und f: M — Y sei schwach folgenstetig, d.h.

x; — o schwach in X, x;,x0 € M = f(z;) — f(xo) schwach in Y.

Dann ist
f(M) beschrénkt.

Beweis:
Falls nicht, so existiert x; € M mit

| f (i) [|= oo.
Da M beschrinkt ist und X reflexiv ist, kénnen wir fiir eine Teilfolge
x; — o schwach konvergent in X
annehmen, siehe [A] Satz 6.9. Da M schwach folgenabgeschlossen ist, folgt o € M und
f(x;) = f(xog) schwach konvergent in Y.

Dies widerspricht || f(x;) ||— oo .

//



Beispiel 2.1
Essei ) #£ Q CCR™ offen. Eine Funktion

A: QO xRxR"—=R
heifit Caratheodoryfunktion, falls
(x — A(z,z,w)) lebesguemefBbar fiir festes (z,w) € R x R™ ist

und
((z,w) — A(z,z,w)) stetig fiir festes = € Q ist.

Insbesondere folgt, dafl A lebesguemeBbar ist.
Fiir gegebene 1 < p,q < co gelte die Wachstumsbedingung

Az, 2, w)| < Clp(a) + |27/ + |w]P/9). (2.1)

mit ¢ € LI(Q) .
Dann ist die Abbildung f: WHP(Q) — L4(2) mit

fu)(@) :== Az, u(z), Vu(z))
stetig.
Beweis:

Es sei uj — uin WIP(Q) . Fiir eine Teilfolge gilt u; — u, Vu; — Vu L"—fast iiberall
auf €, und somit

A, uj, Vuyj) = A(,u, Vu) L™ — fast iiberall auf Q.

Da wuj = u, Vu; = Vu in LP(2) folgt mit dem Konvergenzsatz von Vitali, daf

Ve>0:36>0:VECQ: c"(E)<5:>/(¢q+|uj|p+|vuj|p)gg.
E

Aus der Wachstumsbedingung (2.1) an A folgt

/|A(.,Uj,VUj)|q < Ck,
E

und wieder mit dem Konvergenzsatz von Vitali
A(.,uj, Vuj) = A(,,u,Vu) in LY(Q).
Also ist f stetig.

/1]



Beispiel 2.2 (Quasilineare elliptische Differentialgleichung in Divergenzform I)

Essei 0 #Q ccR" offen, 4;,B: QxR xR* =R, i=1,...,n seien Caratheodory-
funktionen, die die Wachstumsbedingung (2.1) fiir 1 < p,q < o0, ¢ = 1% und
(A(z, z,w2) — A(w, z,w1)) (w2 — w1) = colwz — wy |’ (2.2)

fir (z,2) € @ xR, wy,wy € R” und ein ¢y > 0 erfiillen.
Wir betrachten das elliptische Randwertproblem

—0;(A4i(.,u, Vu)) + B(.,u,Vu) =0 in Q,
u=0 auf O€.

u € WO1 P(Q) heiBt schwache Losung von (2.3), falls

/Az'(-,% Vu)ojv + B(.,u, Vu)v =0 fiir alle v € WOLP(Q)’
Q

wobei iiber i=1,...,n summiert wird.

Wir definieren f : I/VO1 P(Q) — WO1 P(Q)* durch

flu)w = /Ai(.,u, Vu)d;iv + B(.,u, Vu)v.
Q

Nach Beispiel 2.1 ist f stetig, und Loésungen von (2.3) entsprechen den Nullstellen von
f-

(]
Beispiel 2.3 (Quasilineare elliptische Differentialgleichung in Nichtdivergenzform I)

Essei ) # Q CcC R" offen, konvex und a;j,b € Cloo’f(ﬁ xR xR"), i,j=1,...,n, 0<
a<pf <1, und
aij(x,z,w)&fj >0

fir (z,z,w) € QxR xR"” und ¢ € R" —{0} .
Wir betrachten das elliptische Randwertproblem

—aj(.,u, Vu)Oiju+ b(.,u, Vu) =0 in Q,
u=0 auf 0.
Wir definieren die Abbildung f : C*%(Q) — C%%(Q) durch
fu)(z) == —aij(z,u(z), Vu(z))d;jju(x) + b(x, u(z), Vu(z)).
Dann ist f stetig, und Losungen von (2.4) entsprechen den Nullstellen von f in

02704,0(@) ={ue CZ’O‘(Q) | u=0 auf 00 }.



Beispiel 2.4 (Lineare elliptische Differentialgleichung in Divergenzform I)
Essei B € Ly(X,R) = L(X,X"*) eine beschriinkte Bilinearform. Ist X ein Hilbertraum,

so haben wir die natiirliche Isomorphie X — X* durch
(& (2,),
und wir ordnen B eine stetige, lineare Abbildung By € L(X, X) durch
(Boz,y) = B(x,y) firz,ye X
zu. Wir nehmen an, es gilt
B(z,z)>co ||z |? firze X (2.5)
fir ein ¢ > 0 .

Behauptung: (Satz von Lax-Milgram)

Dann ist B: X — X* ein Isomorphismus.

Beweis:

Wir zeigen, dafl By : X — X ein Isomorphismus ist. Fiir x € X gilt

co ||z |’< B(x,2) = (Boz, ) <| Box || || ||,

also
co |l z |<|| Boz | - (2.6)

Daraus folgt, da8 By injektiv ist und im(By) abgeschlossen ist.
Nun sei z € im(Bg)* . Dann gilt

0= (Boz,2) = B(z,2) > ¢ || 2 HZ,

also z =0, und im(By) = X . Damit ist By bijektiv, und mit (2.6) ist die Inverse
stetig.

/1]

Wir betrachten die lineare elliptische Differentialgleichung

—0(a;j0ju + bju) + cjoju + du = p + div ¢ in Q,
u=0 auf 0f,

mit ) # Q CC R"™ offen und

aij, biycj,d € L®(Q),p € L*(),¢ € L*(Q,R"),
al-j(:c)gigj > Co|£|2 fir xz € Q, 5 € Rn,

wobei ¢g > 0 . Wir definieren die Bilinearform B : Wol’z(Q) X WOI’Q(Q) — R durch

B(u,v) := /(aijﬁjuaw + biu Ojv + ¢j0ju v + duv).
Q



Nach Voraussetzung an a;j,b;,¢; und d ist B € LQ(WOLQ(Q),R) stetig. In Erweiterung
von Beispiel 2.2 ist u € W, () eine schwache Losung von (2.7) genau dann, wenn

B(u,v) = /(va — Vo) fiir alle v € Wol’Z(Q). (2.8)
Q

oder dquivalent
B(u,.) = A € Wy ()
mit
Ay v = /(gov — Vo)
Q

und

B € L(Wy™(9), Wy (2)").
Mit der Holder-Ungleichung erhalten wir die sogenannte Garding-Ungleichung
B(u,u) = [(a;;j0jud;u + budiu + c;(d;u)u + du®) > & || Vu ||%2(Q) —C' || u ||%2(Q),
Q

(2.9)
wobei ¢y > 0,C < oo . Vereinfachend nehmen wir hier

bl',Cj = 0, d >0 (210)

an. Damit erhalten wir mit der Poincaré-Ungleichung, siche Ubungsaufgaben,

B(u,u) = /(aijajuaiu +du®) > ¢ || Vu ||%2(Q)Z Co |l u ||%,V1,2
0
Q

(©)’

wobei ¢g > 0. Nach dem Satz von Lax-Milgram ist B ein Isomorphismus, und so existiert
genau ein u , das (2.8) erfiillt, also genau eine Losung von (2.7).
Fiir ¢ =0 definieren wir den Losungsoperator

T: L2(Q) < Wy (Q)* — W2 (9Q),
o Ao B*IA%O = u,

und sehen, da8 T' € L(L*(Q2), WOM(Q)) stetig und linear ist.

Wir kommen zur Differentiation.

Definition 2.2 X,Y seien Banachriume, () # U C X offen und f:U — Y . Die
Richtungsableitung von f beziiglich e € X in x € U ist definiert durch

_ . flatte) - f(z)
Oe f(x) —lgfg)l "

)

falls der Limes existiert.



f heifit Gateaux-differenzierbar in x € U |, falls O.f(x) fir alle e € X existiert
und fiir einen stetigen linearen Operator T : X —Y

Te =0 f(x)

erfillt. Wir schreiben
Of(z) =T.

[ heifit Fréchet-differenzierbar, kurz differenzierbar, in x € U , falls ein stetiger linearer
Operator T : X —Y mit

I f(z+y) = flz) =Ty l=o(lyl)

existiert. Wir schreiben

d

Wir bemerken, dass Fréchet-Differenzierbarkeit die Gateaux-Differenzierbarkeit impliziert.

Beispiel:
X sei ein Banachraum und f(z) :=[| z || .

(i) Die Richtungsableitung 0. f(z) existiert fiir alle z,e € X .
(ii) Ist X™* strikt konvex, d.h. fiir
MF#FAeX* |A|=A2)=1, 0<t<l =] (1 -t)A1 +tA2||< 1,
so ist f in jedem Punkt x # 0 Géateaux-differenzierbar.

(iii) Fiir X = L'(A4), A CR" lebesguemeBbar, £"(A) >0 ist f in keinem u € L'(A)
Fréchet-differenzierbar.

(iv) Fir X = LP(A), A C R" lebesguemefbar 1 < p < oo, ist f in jedem wu €
LP(A) — {0} Fréchet-differenzierbar.

Beweis:

(i) Die Funktion (¢~ | x+te]|) ist konvex, also existieren die einseitigen Ableitungen

clztte| = | =
e =1 )
e f () i "
und es gilt
0cf(z)| <[l el

//

10



(ii) Es sei xo9 # 0 . Mit dem Satz von Hahn-Banach gibt es Ag € X* mit || Ag [|=1
und
AQ.%'O :H o ” .

Da X* strikt konvex ist, ist Ag eindeutig.
Wir zeigen

e f(wo) = Aoe,
also ist f Géateaux-differenzierbar in xq .
Wir setzen

p(e) == O f (o).
Es gilt

p(te) =tp(e) firt >0,

und

pler + e2) < pler) + ple2).

Nun definieren wir fiir gegebenes e € X, e # 0, das lineare Funktional A : span{e} —
R durch
Ate :=tp(e).

Es gilt
A <p auf span{e},

denn fiir ¢ >0 gilt
Ate := tp(e) = p(te)

und
A(=te) := —tp(e) < tp(—e) = p(—te),

da 0=p(0) <p(e) +p(—e) .
Nach dem Satz von Hahn-Banach kénnen wir A linear auf X fortsetzen mit

A<p auf X.

Es gilt
+Az = A(£z) < p(+x) = 0o f(z0) <|| £z |,

also ist A stetig mit

A<
Andererseits
A(=m0) < p(=20) = Oz f(x0) = — || 20 ||,
somit
Azg >| zo ],
und es folgt
A=Ay

aus der Eindeutigkeit von Ag . Daraus folgt

e f(w0) = p(e) = Ae = Age.

11



//

(iii), (iv) siehe Ubungsaufgaben.
//
Einfache Rechenregeln ergeben sich aus folgenden Propositionen.
Proposition 2.1 X,Y,Z seien Banachriume, 0 AU C X, 0 #V CY offen, und
f: U=V g: Vo2

seien differenzierbar in x© € U und y = f(x) € V . Dann ist go f differenzierbar in
x , und es gilt

D(go f)(z) = Dg(f(x)) o Df ().

Eogin
f@+h) = f(z)+ Df(x).h+o( )
und
(9o f)(z+h) = g(f(x) + Df(x)-h+ ol b)) =
= 9(f(2)) + Dg(f (2))-(Df(x).h +o(|| k1)) + o(Df(x).h +o(|| b)) =
= g(f(x)) + Dg(f(x)) o Df(x).h +o(|| b ),
da

| Df(@)-h <[ Df@) || [[ A1l
Alsoist go f in z differenzierbar, und es gilt
D(go f)(x) = Dg(f(x)) o Df(x).
/1]
Proposition 2.2 Es seien X,Y,Z,W Banachriume, O # U C X offen
fU=>Y, g:U—>2Z7
seien differenzierbar in x € U , und
B:YxZ—->W

sei eine stetige, bilineare Abbildung.
Dann ist
B(f,g):U—>W

differenzierbar in x € U , und es gilt
D(B(f,9))(x).h = B(D f(x).h, g(x)) + B(f(x), Dg(x).h).

12



Beweis:
Es gilt

f(x+h) = f(x)+ Df(x).h+ ol k),
g9(x + h) = g(x) + Dg(x).h +o(|| h |[)-

Dies ergibt
B(f.9)(x + h) = B(f(x) + Df(x).h+ o(|| h |I), 9(x) + Dg(x).h + o(|| h ||)) =
B(f.9)(x) + B(Df(x).h,g(x)) + B(f (), Dg(x).h) + Rp,
wobei
Ry := B(o(|| h 1), 9(x)) + B(f(z),o(| b [)) + B(Df(x).h + o(|| b ||), Dg(x).h + of[| 2 1])).
Da B stetig ist, gilt
I By,2) I<IBINyllllz] firyeY,zeZ,

und wir erhalten

I Bu (<] B | ((II F@) I+ 1M g(@) 1) ol A1)
+(I Df () | +o(1) (I Dg(z) || +o(1)) | A HQ) = o([l 2 [])-

Daraus folgt die Behauptung.

/1]

Fiir Abschitzungen ist folgende Proposition niitzlich.
Proposition 2.3 X sei ein Banachraum, a <b € R und
fila,b] = X
sei stetig auf [a,b] und differenzierbar auf la,b[ . Weiter sei ¢ € C([a,b],R) mit

If@®) 1< €®)  firt€la,b]

Dann gilt
| £(b) = f(a) < &(b) — &(a), (211)
insbesondere
| () = f(a) [I< sup || f/(¢) || [b—al. (212)
t€]a,b|
Beweis:

(2.12) folgt aus (2.11) fiir
)=t sup || f'(s) ]|

s€]a,b]

13



Um (2.11) zu beweisen, bemerken wir, daf8 fiir A € X* die Abbildung
V(1) = Af(t)
stetig auf [a,b] , differenzierbar auf ]a,b[ und
YOI = AL OF <A (D).

Insbesondere ist (y— || A || €)' < 0 auf [a,b], alsoist v— || A || & monoton nicht wachsend
mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, und wir erhalten

A(f(b) = f(a)) = ~v(b) = v(a) <[| A [| (£(b) — &(a)).
Mit dem Satz von Hahn-Banach wéhlen wir A € X* mit || A|=1 und
A(f(b) = f(a)) =[ f(b) = fla) I -
Dies ergibt (2.11).
/1]
Ist f:U —Y injedem Punkt x € U differenzierbar, so ist die Ableitung eine Abbildung
Df:U— L(X,Y),
und wir kénnen D f auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit untersuchen.

Definition 2.3 X,Y seien Banachriume und O # U C X offen. Wir definieren die
Menge der stetigen Abbildungen

CUU,Y):={f:U =Y | f ist stetig in jedem Punkt x € U }.
und die Menge der stetig differenzierbaren Funktionen
CYU,Y):={f:U =Y | f iststetig und differenzierbar in jedem Punkt x € U
und Df € C°(U, L(X,Y)) }.
Hoher differenzierbare Funktionen definieren wir induktiv fir k> 2 als
CHU,Y):={feCYU,Y) | Df e C*Y (U, L(X,Y)) }.
Mit der natiirlichen Isomorphie
L(X,L(X,Y)) 2 Ly(X,Y):={B: X x X =Y | B stetig und bilinear. }
identifizieren wir
D(Df)(z) € L(X,L(X,Y)) mit (D*f)(z) € Ly(X,Y)

durch
(D2 f)(@)(h1, h2) := (D(Df)(x))-h1).hs

und betrachten allgemein

DFf(z) € L(X,Y) :={B: X x...x X = Y | B stetig und k-linear. }.

14



Wir beginnen mit folgender Verallgemeinerung des Satzes von Schwarz.

Proposition 2.4 Fir f € C*UY), v € U C X , ist DFf(x) eine symmetrische
k—lineare Abbildung.

Beweis:
Es geniigt k=2 zu betrachten. Fiir hy,hs € X, A € Y* und ¢ > 0 definieren wir

Y(t1,t2) := Af(z + t1hy + tahs)
fir |t <e Da fe C?U,Y),ist v zweifach stetig differenzierbar, und es gilt
AD?f(x)(h1, ha) = 9:01%(0,0) = 91027(0,0) = AD? f(x)(ha, ha),
also mit dem Satz von Hahn-Banach
D*f(x)(h1,ha) = D*f(x)(h2, h),
da A € Y* beliebig war.
/1]

Der Satz von Taylor gilt wie in der endlich-dimensionalen Analysis.

Proposition 2.5 (Satz von Taylor)
Essei feCFMYUY), x+theUCX fir t€[0,1] . Dann gilt

flx+h) = +ZD]f = )—l—RkH(m h),

wobei das Restglied fiir jedes A € Y* die Identitit
1
ARy 1(x,h) / ADk'Hf(ac +th)(h,...,h) dt (2.13)
0

erfillt.

Beweis:
Fir A € Y* wenden wir den eindimensionalen Satz von Taylor auf die Funktion

v(t) := Af(z +th)

an und erhalten

)
v(1) = W )4 / k“)(t) dt.
Jj= 0 . 0
Da
9 () = A.DI f(x 4+ th)(h,...,h),

folgt (2.13).
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/1]

Im néchsten Paragraphen werden wir das Integral fiir banachraumwertige Funktionen
definieren und erhalten dann

1
Ryy1(x, h) :/%Dk“f(mth)(h,.”,h) dt. (2.14)
0

Im verbleibenden Teil dieses Paragraphen wollen wir den inversen und impliziten Funk-
tionensatz auf Banachriaume verallgemeinern.

Satz 2.1 (Inverser Funktionensatz)
X sei ein Banachraum, ) # U C X offen, f € CY(U,X) wund fir o €U sei

Df(zo) € L(X,X) invertierbar.

Dann existieren offene Umgebungen U(xg) CU wvon xzo und V(yo) von yo= f(zo) ,
so daf
f:U(xo) — V(o)

bijektiv ist, und weiter existiert g € C*(V(yo),U(wg)) mit
gof=ridyu, , [fog=ridyy,-

Schlief$ich gilt
Dyg(yo) = Df(xo) " (2.15)

Beweis:
Wir nehmen 0.B.d.A. an, dafl g =0,

f(0) =0,
Df(0) = idx,
und
| Df(x) —idx ||< 1/2 fiir x € Bs(0) C U. (2.16)
Fir z € B5(0) und y € X gilt
flz) =y (2.17)

genau dann, wenn

Wir definieren F': Bs(0) — X durch
Flz) =z — f(x) +y

und erhalten

| DF(z) ||=] id — Df(x) | < 1/2 fiir = € By(0).
Dann folgt aus Proposition 2.3, daf3

| F(x1) — F(x2) [<1/2 || 21 — 22 ||
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und
| F@) <[ FO) | +1/2 [z <[l y || +6/2.

Fiir y € Bs/»(0) folgt

F : Bs(0) — Bs(0),

und F hat mit dem Fixpunktsatz von Banach genau einen Fixpunkt in Bs(0) , d.h. es
existiert genau eine Losung x € Bs(0) von (2.17). Wir setzen

U(0) = B5(0) N f~1(Bsj2(0)) ,  V(0) := Bsa(0),

und sehen, dafl
f:U(0) = V(0)

bijektiv ist. Die Inverse sei
g:=f"1:v(0) = U(0).

Wir zeigen, dal ¢ in 0 differenzierbar ist und (2.15) erfiillt, d.h.
Dg(0) = idx. (2.18)
Zuerst bemerken wir mit Proposition 2.3 und (2.16), dafl
I f@) <3/2 =l firz e Bs(0).
Umgekehrt gilt fiir f(z) =y € Bs/2(0) , dal F(z) = x und somit
[z =l Flo) 1<l y [l +1/2 ] 2 |,

also

[ (<2 f() || -
Da Df(0) =idx , erhalten wir

y=[f(x)=z+o(lz) =gy +ollyl)

also (2.18) und schliefilich (2.15).
Durch verkleinern von U(zp) und V(yp) koénnen wir annehmen, da8

Df(z) fir alle x € U(xg) invertierbar ist.
Dann erhalten wir mit (2.15), da8
Dg(y) = Df(g(y)~" fiir alle y € V(yo)
und g € CY(V(yo), U(xo)) -
/1]

Der Satz tiber implizite Funktionen folgt als Korollar.
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Korollar 2.2 (Satz iiber implizite Funktionen)
X,Y,Z, seien Banachriume, ) #W C X xY offen, f € CY(W,Z) und fir (zo,y0) €
W gelte

f(an yO) = Oa
Dy f(zo,y0) € L(Y,Z) st ein Isomorphismus.

Dann existieren offene Umgebungen U(xo) wvon xg und V(yg) wvon yo mit U(xg) X
V(yo) CW wund fiir jedes © € U(zg) ezistiert genau ein y € V(yo) mit

f(z,y) = 0.
Betrachten wir die Abbildung ¢ : U(zg) — V(v0), x — vy , also
f(z,g(x)) =0,
soist g € CH(U(x0),V(yo)) , und es gilt
Dy(x0) = =Dy f(x0,90) ' Dz f (0, y0)- (2.19)

Beweis:
Wir betrachten die Abbildung F: W — X X Z mit

Fa,y) = (z, f(2,9)).

Es gilt
DF(xq,y0)-(v,w) = (v, Dy f(x0,%0).v + Dy f(x0,y0).w),

und, da D, f(xo,y0) € L(Y,Z) ein Isomorphismus ist, ist auch
DF(z0,y0) € L(X x Y, X x Z)

ein Isomorphismus.
Nach dem Satz tiber inverse Funktionen, Satz 2.1, existieren offene Umgebungen
W (zo,50) €W von (z0,10) und U(zg) x Z(0) von (z0,0) = F(zg,5) in X x Z , so
daf3 L
F: W(wo,y0) — Ulwo) x Z(0)

bijektiv ist, und die Inverse G := F~1 e CY(U(x0) x Z(0), W (z0,90)) .
Wir definieren g € CY(U(xp),Y) durch

g(x) = Py.G(x,0),

wobei Py : X xY — Y die Projektion auf den zweiten Faktor ist.
Nun wéahlen wir eine offene Umgebung U(zp) von xy und V(yp) von yo mit

Ul(zo) x V(yo) € W(zo,50) €W,
U(xo) g U(x(])’
9(U(zo)) € V(vo)-

Dies ist méglich durch Verkleinern von U(xg) , da g(xo) = yo , da G(zg,0) = (z0, y0) -

18



Damit gilt fiir = € U(zy) , daB

flzg(x) =0, g(x) € V(yo) (2.20)

Andererseits gilt fiir (z,y) € U(zo) X V(yo) mit f(z,y) =0, daB (z,y) € W(xo,v0)
und
Fz,y) = (z,0),
also G(z,0) = (x,y) und
y=9(@).
Schliellich folgt (2.19) aus (2.20), da wir g € C*(U(xo), V (yo)) bereits wissen.

/1]
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3 Integration

In diesem Paragraphen definieren wir das Lebesgueintegral fiir banachraumwertige Funk-
tionen. Dabei betrachten wir ein dusseres Mafl 11 auf dem Definitionsbereich €2, d.h. eine
Abbildung u: P(Q) — [0,00] mit

o 1(0)=0,

13

° ,u(A) < ,M(Ak) fiir A C UZO:1 A, CQ.

k

Il
—

Eine Menge A C ) heifit y—mefibar oder mefibar beziiglich pu , falls
VS C X :u(S)=pu(SNA)+ u(S—A).

Die Menge A, der p—mefibaren Mengen bildet eine o—Algebra auf Q , und p ist
ein o—additives Mal auf A, . Weiter gilt fir B C A mit u(A) =0, daB B meBbar
beziiglich p ist, d.h. u ist ein vollstindiges Mafl auf € .

Im folgenden betrachten wir allgemein einen vollstindigen Mairaum (€2, A, 1) , d.h.
A ist eine o — Algebra auf 2 , u ist ein o—additives Mafl auf A , und fiir B C
A mit p(A) =0 folgt Be A.

Definition 3.1 (2, A, u) sei ein vollstaindiger Mafiraum und Y ein Banachraum. Eine
Funktion s:Q —Y heifit einfach, falls s(2) endlich ist. Fine einfache Funktion heifst
pu—mefbar bzw. mefibar beziiglich  , falls

sTHU) €A firalleU CY offen

bzw. dquivalent
sYy)e A firaleye.

FEine einfache, p—mefbare Funktion heifst p—integrierbar, falls

/HsH du < oo,
Q

oder dquivalent
(s H(y)) < oo fir alley € Y — {0},

und wir definieren das Lebesgueintegral durch
/s dp:= Y u(s7'W) v (3.1)
Q yeY —{0}

Eine Funktion f:Q —Y heifst p—integrierbar, falls es eine Folge (si)ken einfacher,

u—integrierbarer Funktionen gibt, fiir die

s — [ fast diberall beziglich p,

. (3.2)
lim [ | sg—s | dp=0.
Q

k,l—o0
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Wir definieren dann
/f dp = lim /sk dp (3.3)
k—o0
Q Q

und
LY, Y):={f: Q=Y | f ist u — integrierbar }.

Betrachten wir eine einfache Abbildung s: — Y als Abbildung s:Q — Y’ fiir einen
endlich dimensionalen Unterraum Y’ CY | der span(s(2)) enthilt, so sehen wir, daB
u—Mefibarkeit, p—Integrierbarkeit und fQ s du aus der rellen Theorie und der Definition
3.1 iibereinstimmt. Insbesondere gilt:

(i) Ist s eine p—meBbare Funktion, so ist

I|'s]: 22— R meBbar beziiglich p, (3.4)

(ii) ist s weiter pu—integrierbar, so folgt

sdpl| < [ [Is] dp. (3.5)
TRZS
0 0

Insbesondere existiert der Limes in (3.3). Andererseits miissen wir zeigen, dafl das
Integral in (3.3) wohldefiniert ist.

Proposition 3.1 Die Definition (3.3) ist unabhingig von der Wahl der Folge (sg)ken
in (3.2).

Beweis:
Wir miissen zeigen, daf fiir eine Folge einfacher, p—integrierbarer Funktionen (sg)ien
mit
s — 0 fast iiberall beziiglich p,
lim [ sk —s | du=0,
Q

k,l—o0

lim /sk du=20
k—o0
Q

die Identitét

folgt.
Gemé$ (3.4) und (3.5) gilt
s ll€ L (w),
|| sk ||— 0 fast tiberall beziiglich ,
dim [ s~ sl | dp=0.
5 —)OOQ

Damit ist || s; || eine Cauchyfolge in L'(u) , die in L'(u) gegen 0 konvergiert. Daraus
folgt
I Jim [ s dp < fim [ ] du=o.
k—o0 k—o0
Q Q
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Einfache Eigenschaften des Lebesgueintegrals sind:

Proposition 3.2 Es sei f € L'(u,Y) . Dann gilt:

(i) || f ist p—integrierbar und
| [rau|< [ an<os.
Q Q

(ii) Fiir jede stetige, lineare Abbildung T € L(Y,Z) mit Z ein Banachraum gilt

TofeLY(u,Z) und
Tofdu=T [ fdpu.
/ Q/

Q

Beweis:

(i) Essei (si)reny wiein (3.2). Dannist || s; || eine Cauchyfolge in L'(u) , die u—fast
iiberall gegen || f || konvergiert. Daraus folgt || f ||€ L*(u) , also insbesondere
p—mefBbar und

/HfHdu<w-

Weiter folgt aus (3.3) und (3.5), da§

| [ra ] [l = [ anss [is1 o

//
(ii) Wieder sei (Sk)ken wie in (3.2). Dann ist T o s; einfach und p—meBbar. Weiter
gilt
J N Tospll dp<[ T [ [Isell dp< oo,
Q Q
Tosp—Tof fastiiberall beziiglich u,
und
lim /HTosk—ToslH dp < lim [T [ || sk—si || du=0.
k,l—o0 k,l—o00

Wir erhalten aus (3.3)

/Tofdp(—/Toskd,u:T/skd,u—>T/fd,u,
Q Q Q

Q

da T linear ist und [ sy dp nach (3.1) eine endliche Summe ist.
Q
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Mit der iiblichen Identifikation
f=gin LY(u,Y) < f = g fast iiberall beziiglich p
sehen wir, daf3
I £ = [ 171 dn
Q
eine Norm auf L'(p,Y) ist.
Proposition 3.3 L!(u,Y) ist ein Banachraum.

Beweis:
Es sei (fi)ren eine Cauchyfolge in L'(y,Y) , d.h.

lim /|| Jo—fill dp=0.
k,l—o0
Q

Fir k € N  existiert eine Folge  (sgj)jen  wie in (3.2). Da
fx fast iiberall beziiglich y , folgt mit dem Lemma von Fatou, daf

J = sy | i < tming [ s = s ]
1— 00
O Q

Also existieren einfache, p—integrierbare Funktionen s; mit

k—o0
Q

Aus (3.6) und der Dreiecksungleichung folgt

lim | s —si || du=0.
k,l—o0
Q

Skj

/1]

(3.6)

Da es geniigt zu zeigen, daf eine Teilfolge von (fx)reny konvergiert, konnen wir annehmen,

dafl
/ | sk = skyr || dp<27F,
0

Daraus folgt

o
/ZHSk—SkH | dp < o0

und

Z | sk — sk+1 ||< oo fast iiberall beziiglich p auf Q.
k=1
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Da Y ein Banachraum ist, konvergiert
k o)
Sk =81+ Z(sj —5j_1) = s1+ Z(sj —sj—1) =: f fast iiberall beziiglich p.
3=2 J=2

Nach Definition gilt f € L'(u,Y) , und es gilt wieder mit dem Lemma von Fatou

/||f—slc [ duﬁlilrgigf/\l st—se | dp,
Q Q

also
lim/Hf—skH du=0
k—oo
Q

und schliellich
g [ 1= sll dp=o
—00
Q
Dies ergibt
fo f LY.
/1]

Auch der Satz von Lebesgue iibertrigt sich auf den banachraumwertigen Fall.

Proposition 3.4 FEs sei (fi)ren eine Folge in L'(u,Y) , f:Q =Y und g € L'(p)
mit

(i) fr — f fast dberall beziiglich p .
(i) || fx ||I< g fast dberall beziiglich p .

Dann gilt f € LY(u,Y) und
fe= [ in L'(u,Y).

Beweis:
Nach Proposition 3.2 sind || fx || meBbar beziiglich ;1 und weiter gilt

Il f — f1lI<2¢ fast iiberall beziiglich p,
| f — fill— 0 fast iiberall beziiglich u fir k,l — oo.

Dann folgt mit dem Satz von Lebesgue

lim [ || fe = fill dp=0,
k,l—o0
Q

und (fx)ren ist eine Cauchyfolge in L'(p,Y) . Also konvergiert fr — f in L' (u,Y) ,

d.h.
mﬂ/Hf—ﬁHduzO (3.7)
k—o0
9]
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Andererseits folgt mit dem Lemma von Fatou
J U= gl auwsvmine [15- 5 d
l—00
Q Q

und somit

dm [ 7= fel du=o,
—00

Q
Aus (3.7) folgt mit der Dreiecksungleichung

Jus=i1 au=o
Q

also 3
f=[f fast iiberall beziiglich p.

Mit (3.2) folgt f € L'(u,Y) und
fe—= [ in L'p,Y).

/1]

Im Rest des Paragraphen wollen wir p—Integrierbarkeit einer Funktion f:Q — Y durch
Eigenschaften von f charakterisieren. Dazu definieren wir.

Definition 3.2 (2, A, u) sei ein vollstandiger Mafiraum und Y ein Banachraum. Eine
Funktion f:Q —Y heifft u—mefbar oder mefsbar beziiglich u , falls

(i) f~YU) €A firalle UCY offen,
(ii) es existiert eine pu—Nullmenge N € A mit

f(Q2 = N) st separabel.
|

Da das Bild einfacher Funktionen endlich ist, ist pu—MeBbarkeit fiir einfache Funktionen
aus Definitionen 3.1 und 3.2 dquivalent.
u—Mefibarkeit tibertragt sich in folgenden Situationen.

Proposition 3.5 (i) Es seien fi:Q — Y mefbar beziglich 1 und
fre — f  fast dberall beziiglich .
Dann ist f auch p—mefbar.
(ii) f:Q—Y sei u—meflbar, Z ein Banachraum und ¢ :Y — Z borelmefbar, d.h.
@ 1(U) ist eine Borelmenge fiir alle U C Z offen,
und ¢ bildet separable Mengen in Y 1in separable Mengen in Z ab.

Dann ist po f auch pu—mefbar.
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Beweis:

(i)

Es gibt eine p—Nullmenge N | so daf

fe—f aufl Q— N,
fe(2 = N) ist separabel.

Zuerst gilt

FQ=N) S, fiu(2 = N),

und, da die abzdhlbaren Vereinigungen separabler Mengen, der Abschlufi und Teil-
mengen in metrischen Rdumen von separablen Mengen wieder separabel sind, ist auch
f(©Q — N) separabel.

Fir A C Y abgeschlossen und die offenen Umgebungen U/ (A) = {y €
Y | d(y,A) <1/k } gilt

FHA) - N =, U2, N, fi_l(U1/k(A)) - N.
Damit ist f~!(A) € A und somit

f~YU) e A firalle U CY offen.

//

Mit der p—MeBbarkeit von f existiert eine pg—Nullmenge N mit f(Q — N)
separabel. Da ¢ separable Mengen in separable Mengen abbildet, ist auch (¢ o
f)(Q — N) separabel.

Da A eine o—Algebra ist und f~1(U) € A fiir U C Y offen, gilt
f~Y(B) € A fiir alle Borelmengen B von Y.

Da ¢ borelmefbar ist, ist ¢~ !(V) eine Borelmenge in Y fiir alle V C Z offen
und somit

(po )1 (V) € A.
/]

Insbesondere gilt: fiir p—meBbares f ist || f || auch p—meBbar. Wir erhalten folgendes
Kriterium fiir p—Integrierbarkeit.

Proposition 3.6 FEs gilt

feLlt(uY) < fistp— meﬂbar,/ Il £l dp < oo.
Q

Beweis:

(=):

Aus Proposition 3.2 (ii) folgt [, || f || du < co . Nun sei (sg)reny wie in (3.2). Da
si mefB3bar beziiglich p sind und s, — f fast {iberall beziiglich u , so folgt mit Proposition
3.5 (i), daBl auch f meBbar beziiglich u ist.
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//

(=)

Mit der p—MeBbarkeit von f existiert eine p—Nullmenge N mit f(2— N) separabel.
Wir wihlen eine abzihlbar dichte Teilmenge {y;}jen von f(—N), und sehen fur alle
ke N, daf§

f(Q—N) C U2 By (y;)-

Wir definieren induktiv
Ay = fY(Byk(y1)) — N,
Aj = [ (Biily;) — U2 Ai = N

Da f meBbar beziiglich p ist, sind A; € A . Weiter gilt

Q—N:iAj,
j=1

und diese Vereinigung ist disjunkt.
Falls || y; ||< 1/k , so setzen wir §; =0 .
Falls || y; ||> 1/k , so setzen wir

Gim g — LY
T kg I

und erhalten fiir y € By/(y;) , daB

i =1y | —% <yl =Ty =y I<lyll-
In jedem Fall gilt
ly; =95 1< 1/,
[g5 <y |l firalle y € By (y;)-

Nun definieren wir

oo
g = ZXAJ- Yj
j=1

und l
Skl = ZXAJ@]'-
j=1
Es gilt
sk (1<l sw 1<l 1l
| (f = s)(@) |<2/k fireeQ— N,
insbesondere

sy — f fast tiberall beziiglich p,

Sk, — s fur I — oo,
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und
sk ist einfach und p — mefbar.

/H%w<ms/andu<m
(9] Q

Zuerst folgt

und s € LY(p,Y) .
Da | f|l€ L'(u,Y) , folgt mit dem Satz von Lebesgue, Proposition 3.4, daf

Sk € Ll(:u‘a Y)

und schliefflich
f el (uY).

/1]

Als einfache Konsequenz ergibt sich.

Proposition 3.7 Es sei K CR™ kompakt, i ein Radon-Maf$ auf K und f: K —Y
stetig. Dann gilt
feLl(uY).

Beweis:
Da K kompakt ist und f stetigist, ist f(K) CY kompakt und als kompakte Teilmenge
eines metrischen Raumes separabel.

Da f stetig ist, gilt fiir alle U CY offen, daB8 f~1(U) relativ offen in K ist, also
insbesondere eine Borelmenge ist. Damit ist f mefibar beziiglich p .

Da schlieBllich f beschrinkt und p(K) < oo, folgt

/andﬂ<m,
K

und f € L'(p,Y) mit Proposition 3.6.

/1]

Daraus erhalten wir, dal in der Situation von Proposition 2.5
: k
1—-t
) !

existiert.
Dann folgt mit (2.13) und Proposition 3.2 (ii) fir A € Y* , da8
A.Rk+1($, h) =A.1
und mit dem Satz von Hahn-Banach, daf

Ryqi(z,h) =1,

also (2.14) wie gewiinscht.
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4 Nichtlineare Abbildungen

In diesem Paragraphen stellen wir verschiedene nichtlineare Abbildungen vor.

Definition 4.1 X,Y seien Banachriume und ) # M C X . Eine Abbildung f: M —
Y heifit kompakt, falls f stetig ist und beschrinkte Mengen in relativ kompakte Mengen
abbildet.

d

Kompakte Abbildungen bilden den Abschluf} von stetigen, beschrankten Abbildungen mit
endlich-dimensionalem Bild, wenn M beschrankt ist.

Proposition 4.1 Fir beschrinktes M ist f: M — Y genau dann kompakt, wenn es
zu jedem € > 0 eine stetige, beschrankte Abbildung

Je: M — Y,
mit Y; CY endlich-dimensional existiert, die

| f—fe HLOO(M)E €
erfillt. Weiter kann f. so gewdhlt werden, dajs
fe(M) C convex f(M).
Beweis:
(:>):
Da f kompakt und M beschrinkt ist, ist f(M) kompakt. Zu jedem e > 0 existieren
Y1,--->Ym € f(M) mit

f(M) € ULy Be(yi)-

Wir definieren

w; : M —[0,1]
durch
o) e MUY B
gl d(f(x),Y = Be(yi))
Es gilt

m
ngj =1 auf M.
j=1

Wir definieren

m
fe=> 05y
j=1

und
Y. = span{yi,...,ym} C Y.
Es gilt
| f—f-l<e auf M
und

fe(M) C convex {y1,...,ym} C convex f(M)
ist beschrénkt.
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//

(=)

Zuerst ist [ als gleichméfBiger Limes von stetigen Funktionen wieder stetig. Nun sei
(7;)ien eine Folge in M . Da fy,(M) C Y, beschrénkt ist, kénnen wir fiir eine
Teilfolge annehmen, daf

fi/k(wi) fiir i — oo und alle k € N konvergiert.

Dann gilt
limsup || f(z:) — f(2;) [|< 2/,

%,J—00

und (f(z;))ien ist eine Cauchyfolge, also konvergent.

/1]

Beispiel 4.1 (Spektraltheorie fiir den Laplaceoperator)
Wir betrachten fir @ £ Q CC R”, 1 <p < oo die Einbettung

W, P () — LP(Q).

Behauptung: (Satz von Rellich)

Diese Einbettung ist eine kompakte, lineare Abbildung.
Beweis:

Es sei (uj)jen eine beschriinkte Folge in Wy (Q) , d.h.

I wj lle)s | Vg [loe@)< A

Wir miissen zeigen, daf eine Teilfolge in LP(€) konvergiert. Da C§°(f2) in I/VO1 P(Q)
dicht liegt, nehmen wir 0.B.d.A. u; € C§°(£2) an.
Wir wihlen ¢ € C§°(B1(0)), ¢ >0, [¢ =1 und setzen

pe() = e (5).

Fir € > 0 definieren wir
uje() == /gpe(:c — 2)u;(z) dz

und sehen

uje € C5° ()
mit Q. :={z € R" | d(z,Q) <e } . Es gilt

i) = w3o(0)| < el = o] [ g < €)1 05 g0y 2 = o,

und (ujc)jen ist fiir festes € > 0 gleichgradig stetig.

Da €. kompakt ist, konvergiert nach dem Satz von Arzela-Ascoli eine Teilfolge
gleichméBig, insbesondere fiir diese Teilfolge

lim | wie — uje [|o@)= 0.
o0

)
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Nun zeigen wir
| uje — uj e < € || Vuy [ 1p) < Ae. (4.1)

Wihlen wir sukzessive Teilfolgen fiir ¢, — 0, so folgt aus (4.1)

Z}gﬂoo | wi —uj |[zo)=0,

und (uj)jen ist eine Cauchyfolge in LP(2) .
Beim Beweis von (4.1) unterdriicken wir den Index j . Es gilt

1
uw) — @) < [ 0.() Juw) —ulw—2)| dz < [ [ (o) [Fule —t2)]J2] e 0z
R” 0O

Rn
und
1

lu= e = [ [ [e@leP [Vulo = )P do de dz <22 || Vu [,
R?” 0 R

also (4.1).
/1]
Nun betrachten wir den Losungsoperator aus Beispiel 2.4 als Endomorphismus
T:L3(Q) — Wy (Q) < L2().

T ist ein kompakter, linearer Operator.
Wir nehmen an, daf8 a;; symmetrisch ist, d.h.

a;; = Qji,
und b;=c¢; =0 und d>0.
Fiir o, € L2(Q), u= Ty, v="Tv¢ gilt

(Te,¥)r2) = /M/J = /(aijajvaiu + dou) = /ﬂﬂv = (0, TY) 12(0)5
Q Q

Q

und T ist selbstadjungiert. Setzen wir T° komplex-linear auf die komplexen Hilbertraume
L?(9,C) und WOI’Q(Q, C) durch T(p+ip) = Tp+iT fort, so bleibt T selbstadjungiert
und kompakt, und mit dem Spektralsatz fiir normale, kompakte Operatoren auf separablen
Hilbertrdumen existiert eine Orthonormalbasis

{ur}ren von L*(2,C)
aus Eigenvektoren von T zu den Eigenwerten pu, € R mit
we — 0 fiir £ — oo.

Es gilt pr #0,da ker T ={0} , denn sei Ty =0, so gilt fiir v € Wol’Q(Q) , daf3

/QDU = /(aij(?jo 8iv + d OU) = O,
Q Q
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also p=0,da C§°(Q) dicht in L*(Q) ist. Weiter sehen wir

Ui = uk(uk,uk> = /Tuk uE = /(aijajTukaiTuk + d]Tuk]2) >0,
Q Q

insbesondere sind alle Eigenwerte g reell. Damit sind Re(uy) und Im(uy) , falls diese
nicht verschwinden, reellwertige Eigenfunktionen zum gleichen Eigenwert u; , und wir
konnen die Orthonormalbasis {u}ren als reellwertige Funktionen auswihlen. Insbeson-
dere ist dann {uy}ren eine Orthonormalbasis des reellen Hilbertraumes L2(2) .

Wir setzen
-1
Ak =y

und bemerken
up, = MeTuy, € Wy (),

und weiter, da pg >0,
0< A\, — oo firk— oo.

Wir ordnen
O< <<, ..

Wir sehen
—(%(aij(?juk) + dug, = A\pug  in €,

up =0 auf 09.

Betrachten wir den Laplaceoperator, d.h. a;; = ¢;;, d =0, so erhalten wir

—Auk = )\kuk in Q,

up =0 auf 09.

Dann gilt

/VukVul = )\k/VTuk Vul = )\k /ukul = )\kékl-
Q Q Q

Nun sei u € Wol’z(Q) C L%(Q) , also

oo
U = Zakuk
k=1

mit geeigneten ap € R .
Weiter gilt

/VuVuk = )\k /u U = )\kak,
Q Q

also, da ()\;1/ QVuk)keN orthonormal sind, folgt

| VulF20)> Y Mwai > M D af = [ ufz -
k=1 k=1
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Daraus folgt
—1/2
| llz@< A2 Vu i),

und die Poincaré-Ungleichung in VVO1 2(Q) st fiir C = )\1_1/ 2

da fiir w=w; Gleichheit gilt.
Ist schliefilich 00 glatt, so kann man mit elliptischer Regularititstheorie zeigen, dafl
aus

erfiillt. Dies ist optimal,

—Au =y

im schwachen Sinne fiir u € W01’2(Q), e € Wh2(Q), 1 =0,..., mit WO2(Q) = L*(Q) ,
die hohere Regularitét
= Wl+2,2(Q)

folgt, siche [GT] Theorem 8.13. Somit gilt wup € WH2(Q) fiir alle I € N und mit
Sobolev-Einbettungssitzen ergibt sich

U € COO(Q),
ug, = 0 auf 09.

d

Definition 4.2 X sei ein Banachraum und () # U C X offen. Eine Abbildung f €
CO(U,X*) heift Gradientenabbildung, falls ein F € C*(U,R) mit

f=DF

existiert.

Folgende Bedingungen sind &dquivalent.

Proposition 4.2 X sei ein Banachraum, und O # U C X sei offen und konvex. Fiir
f € CYU,X*) sind folgende Bedingungen dquivalent.

(i) f ist eine Gradientenabbildung.

i) Fiir einen C'—Weg ~:[0,1] = U in U ist
g

‘/ﬁzjﬂWMMWdt
v 0

wegunabhdngig.

(i1i) Fir x €U st
f(z) € L(X, X*) = Ly(X,R)

symmetrisch.
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Beweis:
(1) = (i7):
Da f=DF, gilt

1 1
[ 1= [ 16@n® a= [ SEaw) d=Fow) - Feo)
Y 0 0
//
(i1) = (4):
O.B.d.A. sei 0€ U . Wir definieren
1
F(z):= [ f(tx).z dt.
/
Da das Integral wegunabhéngig ist, gilt
1
F(z + h) Flz +th).h dt
-]
und
DF(z) = f(x)
//
(i) = (iid):
Da f=DF, gilt
x+(f'(@)h1, ho) x = D*F(x)(h, he) = D*F(x)(ha, 1) = x+(f'(x)h2, h1)x.
//

(1i1) = (i):
Wieder sei 0.B.d.A. 0 € U und wir definieren

1
F(x) := /f(tx)x dt.
0

Es gilt
1

1
F(x+h)— /ftx—i—th hdt—i—/ f(tx +th) — f(tz))).x dt.
0 0
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Fiir den zweiten Term gilt

O\H

1 t
/ f(tx +th) — f(tz / f'(tez + sh).h,z) ds dt =
0 0

1
/ f'(te + sh).x,h) dt ds =

S

(f(x + sh) — f(sz + sh),h) ds,

O\H
o _

und es folgt

1
F(z+h)— /fﬂ:+th ).h dt,
0
also
DF(z) = f(x)
/1]
Definition 4.3 X,Y seien Banachriume, ) # M C X wund f: M —Y .
[ heif$t koerziv, falls fiir x; € M gilt
| zj [[= 0o =>|| f(z;) [|—= oo.
[ heifit eigentlich, falls [ stetig ist und
f7HC) ist kompakt fir alle kompakten C C Y. (4.2)
O
(4.2) ist dquivalent zu der Bedingung:
Fir z; € M mit f(x;) =y folgt, dal
x; hat eine in M konvergente Teilfolge. (4.3)

Folgende Bedingungen sind dquivalent.

Proposition 4.3 X,Y seien Banachriume und f € C%(X,Y) . Dann sind folgende
Bedingungen dquivalent.

(i) f st eigentlich.

(ii) f st abgeschlossen und f~1(y) ist kompakt fir alle y €Y .

(iii) f st koerziv, falls X undY endlich-dimensional sind.

Beweis:

Da {y} CY kompakt ist, folgt f~'(y) ist kompakt. Nun sei A C X abgeschlossen
und z; € A mit f(z;) =y . Aus (4.3) folgt, daB

rj—+x €A

fiir eine Teilfolge. Also gilt y = f(z) € f(A) .
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//

(17) = (4):

Essei C CY kompakt und D := f~1(C) . Wir miissen zeigen, da D kompakt ist.
Dazu sei {D,}acr eine Familie abgeschlossener Teilmengen von D mit der endlichen
Durchschnittseigenschaft, d.h.

Ep :=Naer Dy # 0 fiir alle endlichen I’ C I.

Wir miissen
NacrDa # 0 (4.4)

zeigen.
Die Fp sind abgeschlossen, und, da f abgeschlossen ist, ist

f(Ep) CC abgeschlossen.

Fiir endlich viele (I]);=1,. ) ist I” := UﬁlIZ{ wieder endlich, und es gilt

N1 f(Bp) 2 f(Ni1Ep) = f(Em) # 0.
Da C' kompakt ist, existiert
y € Np f(Er) # 0.

Daraus folgt
Naer(Da N fH(y)) = Er 0 f 7 (y) # 0, (4.5)

da y € f(Er) .
Andererseits ist f~!(y) nach Voraussetzung kompakt und D,Nf~!(y) abgeschlossen.
Damit folgt aus (4.5)

maEIDa 2 maGI(Da N f_l(y)) 7£ @,

also insbesondere (4.4).

//

Falls X und Y endlich-dimensional sind, so besagt Eigentlichkeit von f gerade, dafl die
Urbilder von beschrinkten Mengen unter f wieder beschrénkt sind. Dies ist Koerzivitét.

/1]

Koerzive Abbildungen sind in folgenden Situationen eigentlich.

Proposition 4.4 X,Y seien Banachriume und f € CY(X,Y) sei koerziv. Dann ist
feigentlich, falls eine der folgenden Bedingungen erfillt ist.

(i) f ist die Summe einer eigentlichen Abbildung und einer kompakten Abbildung.
(1) X st reflexiv und fir v;,v € X gilt

xj = x schwach in X , f(x;) konvergiert stark = x; — x stark in X.
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Beweis:
Essei x; € X mit f(z;) =y .Da f koerziv ist, folgt, dal {x;};en beschréinkt ist.

(i) Nunist f =g+ C mit g eigentlich und C kompakt. Fiir eine Teilfolge konvergiert
C(xzj) =y ,also g(x;) >y —9y.Da g eigentlich ist, konvergiert eine Teilfolge von
{zj}tjen -

//

(ii) Da X reflexiv ist, konvergiert eine Teilfolge x; — = schwach. Da f(z;) — v , folgt
nach Voraussetzung x; — x stark in X .

/1]

Eigentliche Abbildungen haben die Eigenschaften, dafl sich Losungen der Gleichung

flz) =y
stabil bei Stérungen von g in folgendem Sinne verhalten.

Proposition 4.5 XY seien Banachriume, ® # M C X und f € CO(M,Y) sei
eigentlich. Dann existiert zu y € Y,e >0 ein 6§ >0 mit

| flx)—yll<d=dz f(y) <e firallexe M.

Beweis:
Angenommen, die Aussage ist falsch fiir ein y € Y,e > 0 . Dann existiert x; € M mit
f(x5) =y,
aber
d(zj, [~ (y) 2 &
Mit (4.3) konvergiert x; — « € M fiir eine Teilfolge. Dann folgt f(z) =y und somit

[zj—x|>e

im Widerspruch zu z; — x .

/1]

Beispiel 4.2 (Quasilineare elliptische Differentialgleichung in Divergenzform IT)

Wir betrachten die quasilineare elliptische Differentialgleichung in Divergenzform aus Bei-
spiel 2.2. Dabei nehmen wir zusitzlich an, da$ fiir jedes & > 0 ein @5 € L'(2) existiert

mit
p—1

A, 2,0)] < 957 () + )21,
Bla,z,w)z > —ps(x) — 51217 + [w?).

(4.6)



Behauptung:

Dann ist der Differentialoperator f : Wol’p(Q) — Wol’p(Q)* aus Beispiel 2.2 mit

flu)w:= /(A(.,u, Vu)Vou + B(.,u, Vu)v)
Q
koerziv und eigentlich.

Beweis:
Mit (2.2) und (4.6) gilt

(f(u),u) = [(A(,u, Vu) — A(.,u,0))(Vu —0) + [(A(.,u,0)Vu + B(.,u, Vu)u) >

Q Q

> co || Vu o) =20 | Vu lIfnq) =20 || u ll75q) —Cs.

Also fiir § klein und der Poincaré-Ungleichung

() > e ) ~C

und daraus
- -1
1700 a2 &ty ) —C.

0
falls || HW(},p(Q)z 1. Damit ist f koerziv.

VVO1 P(Q) ist als abgeschlossener Unterraum von LP(§)"+1

Proposition 4.4 (ii) zum Beweis, daf§ f eigentlich ist.

(4.7)

reflexiv, und wir verwenden

Dazu konvergiere w; — u schwach in Wol’p(Q) und f(u;) = A stark in Wol’p(Q)*
Mit dem Satz von Rellich, Beispiel 4.1, konnen wir annehmen, dafl u; — u stark in
LP(Q) . Daraus folgt mit dem Konvergenzsatz von Vitali und der Wachstumsbedingung

(2.1)
A(.,uj, Vu) = A(.,u, Vu) stark in L9(Q),
B(.,u;,Vu;) ist beschrénkt in LI(£2),

wobei ¢ = —£5 . Dann folgt mit (2.2), daB

0 = hm (f(u]) — f(u),uj — u> =

j—o0

= lim <f (. uj, Vuj) — A(. uj, Vu))(Vuj — Vu)+

]HOO [¢)

—|—f (. uj, Vu) — A(., u, Vu))(Vu; — Vu)+

T [(Bluj, Vug) — B, Va)) g u))z
Q

> limsup co || Vu; —Vu ||iP(Q)a
j—o0

also u; — u stark in Wol’p(Q) ,und f ist eigentlich.
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5 Fredholm-Abbildungen

Definition 5.1 X,Y seien Banachrdiume. Eine stetige, lineare Abbildung T € L(X,Y)
heif$t Fredholm-Abbildung, falls

(i) im T CY ist abgeschlossen,
(ii) ker T und coker T :=Y/im T sind endlich-dimensional.
Der Index einer Fredholm-Abbildung ist definiert durch

ind T :=dim ker T — dim coker T.
a
Wir wollen Fredholm-Abbildungen durch ihre transponierte Abbildung 7% : Y* — X* |
T*A:=AoT,

charakterisieren. Dazu stellen wir folgende Resultate der linearen Funktionalanalysis zu-
sammen. Fiir M C X und N C X* sind die Annulatoren definiert durch

Mt :={Ae X*|Ax=0fiirallexr € M } C X*,
IN:={reX|Azx=0firalle Ac N} CX.

Die Annulatoren sind abgeschlossene Unterrdume, und M+ ist sogar
schwach* —abgeschlossen.
Sukzessives bilden von Annulatoren ergibt

L(M*) = span(3D),

-, (5.1)
(+N)* = span(N),
wobei 7 den Abschluf} in der schwach*—Topologie bezeichnet.
Fiir einen abgeschlossenen Unterraum U C X gilt
U* = X*/UJ‘,
(5.2)
(XU 2 UL,
Fiir einen schwach*—abgeschlossen Unterraum V C X* setzen wir U := 1V und
erhalten mit (5.1) U+ =V und mit (5.2)
J_V * oy Yk V,
( ) / (5.3)
(X/ vy =V
Die Beziehung zwischen Kern und Bild von 7 und 7% sind
ker T = +im T*,
(5.4)

ker T* = im(T)*.
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ker T und ker T* sind abgeschlossene Unterrdume, und  ker T* ist sogar
schwach* —abgeschlossen. Fiir die Bilder gilt

tm T ist abgeschlossen,
= im T* ist abgeschlossen, (5.5)

<= 4m T ist schwach*—abgeschlossen.
Damit kénnen wir folgende Charakterisierung beweisen.

Proposition 5.1 X,Y seien Banachriume und T € L(X,Y) . Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

(i) T ist eine Fredholm-Abbildung.
(ii) T* ist eine Fredholm-Abbildung.
(iii) im T ist abgeschlossen und

ker T, ker T sind endlich-dimensional.

In allen Fallen gilt
md T = dim ker T — dim ker T%,

(5.6)
ind T* = —ind T.
Beweis:
Mit (5.5) kénnen wir zum Beweis der Aquivalenz der Aussagen annehmen, daf
im T abgeschlossen ist,
(5.7)

im T™ schwach* —abgeschlossen ist.

Im folgenden Dimensionsvergleich der auftretenden Vektor- bzw Banachriume setzen wir
im Fall unendlich- dimensionaler Rdume U die Dimension dim U = oo . Mit dieser
Konvention gilt fiir jeden Banachraum U , da dim U = dim U* .

Aus (5.7) folgt mit (5.2), (5.3) und (5.4), da8

dim ker T* = dim im(T)* = dim(Y/im T) = dim coker T, (5.8)

und
dim ker T = dim “im T* = dim(X* Jim T*) = dim coker T*, (5.9)

Aus (5.8) und (5.9) folgt die Aquivalenz und (5.6).

/1]

Fredholm-Abbildungen haben folgende kanonische Zerlegung.

Proposition 5.2 X,Y seien Banachriume und T € L(X,Y) eine lineare Fredholm-
Abbildung. Dann kann T faktorisiert werden durch
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X Y
7'(' Jz
T
X/ker T — im T

Dabei ist m eine Quotientenabbildung mit endlich-dimensionalem Kern, T ein Isomor-
phismus und i eine Inklusion mit endlich-dimensionalem Cokern.
Insbesondere sind m,T und i Fredholm-Abbildungen, und es gilt

ind T = ind 7+ ind T + ind i.

Beweis:

Die Faktorisierung existiert mit stetigen, linearen Abbildungen 7,7 und i . Weiter ist T

bijektiv, und, da im T abgeschlossen ist, also ein Banachraum ist, ist 7' ein Isomor-

phismus. Da dim ker T, dim(Y/im T) < oo , sind «,T und i Fredholm-Abbildungen.
Schliefllich gilt

ind 7w+ ind T +ind i = dim ker T + 0 — dim(Y/im T) = ind T.

/1]

Kompositionen von Fredholm-Abbildungen sind wieder Fredholm-Abbildungen.

Proposition 5.3 XY, Z seien Banachriume, und T € L(X,Y), S € L(Y,Z) seien
Fredholm-Abbildungen.
Dann ist SoT € L(X,Z) wieder eine Fredholm-Abbildung, und es gilt

ind SoT =ind S +ind T. (5.10)

Beweis:
Wir faktorisieren 7T und S und miissen folgende Fille betrachten.

(i) T oder S ist ein Isomorphismus.

(i) T =7 ist eine Quotientenabbildung mit endlich-dimensionalem Kern.
(ili) S =1 ist eine Inklusion mit endlich-dimensionalem Cokern.

(iv) SoT =moi mit 7 und ¢ wiein (ii) und (iii).

Im Fall (i) gilt die Aussage trivial.
Im Fall (ii) gilt ém Som =1im S , und

p:=m|(ker Som):ker Som — ker S
ist surjektiv mit ker p = ker w . Dies ergibt

dim ker S om = dim ker w4+ dim ker S < oo.
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Im Fall (iii) gilt ker ioT = ker T' und

dim coker ioT = dim(Z/im T) =
=dim(Z/Y) + dim(Y/im T) = dim coker i+ dim coker T < cc.

Schlieflich betrachten wir (iv) mit

1: X =Y,

7Y —>Z=Y/W

mit abgeschlossenen Unterrdumen X, W CY und
dim W, dim(Y/X) < oc.

Es gilt

ker moi=XNW,

immoi=mn(X)=(X+W)/W.
Da X abgeschlossen ist und W endlich-dimensional ist, ist auch X +W abgeschlossen.
Undda X +W =7"1((X+W)/W) und 7 eine Quotientenabbildung ist, so ist auch
(X +W)/W CY/W abgeschlossen.
Weiter gilt
dim ker moi < dim W < oo,

dim coker moi = dim((XI/TM)//W) =dim(Y/(X +W)) <dim(Y/X) < cc.

Damit ist 7 o4 eine Fredholm-Abbildung.
Schliefllich gilt mit elementarer linearer Algebra
ind woi=dim ker woi— dim coker moi=
= dim X NW — dim(Y/(X + W)) = dim X "W — dim(xHpy7%) =
=dim X NW +dim(X +W)/X) —dim(Y/X) =
=dim W —dim(Y/X) = dim ker m — dim coker i =

=ind 7+ ind i.

/1]

Fredholm-Abbildungen bleiben unter gewissen Stérungen Fredholm-Abbildungen mit glei-
chem Index.

Proposition 5.4 XY seien Banachriume und T € L(X,Y) eine lineare Fredholm-
Abbildung. S € L(X,Y) sei eine stetige, lineare Abbildung, die eine der folgenden Be-
dingungen erfillt:

(1) || S|<e, wobei ¢ von T abhdingt.
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(i) S ist kompakt.
Dann ist T + S wieder eine Fredholm-Abbildung, und es gilt
ind(T+S) =ind T. (5.11)

Im Fall (1) gilt weiter fir e Fklein genug

dim ker(T + S) < dim ker T,
(5.12)

dim coker(T + S) < dim coker T.

Beweis:
(i) Da dim ker T, dim(Y/imT) < co und im T abgeschlossen ist existieren abge-
schlossene Unterrdume X C X und Y CY mit

X =X ®ker T,
- (5.13)
Y=imT®aY,

und es gilt .
indT =dim ker T —dim Y.

Es folgt, daB die Abbildung ®: X x Y — Y mit
®(2,9) =TT+

stetig und bijektiv ist, also ein Isomorphismus ist. Dann ist fir ¢ <|| ®~1 |71 die
Abbildung ®: X xY — Y mit

B(z,79) == (&, 9) + 5% = (T + 9)i+7

auch ein Isomorphismus.

Nun betrachten wir
So:=Slker T :ker T =Y

und U: X xY =(X@ker T)xY =Y mit
V(x,g) = V(T +k,7) =
= ®(%,79) + Sok = (T + S)# +§ + Sk = (5.14)
=T+ 8S)z+7,
wobei @ =i +k,& € X,k e ker T. U ist surjektiv, da @ surjektiv ist, und es gilt
ker W ={(i+k, ) | k€kerT, (z,j) =—-® 'Sk },

insbesondere
dim ker U = dim ker T < oo, (5.15)

und ¥ ist eine Fredholm-Abbildung mit

ind U = dim ker T. (5.16)
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Die Inklusion i:X < X x Y ist auch eine Fredholm-Abbildung mit
ind i = —dim 'Y = —dim coker T. (5.17)

Mit (5.14) erhalten wir
T+S=Uoi. (5.18)

Mit Proposition 5.3 ist 7'+ S eine Fredholm-Abbildung und mit (5.10), (5.16) und
(5.17) gilt weiter

ind(T + S) =ind ¥V +ind i = dim ker T — dim coker T =ind T,

also (5.11).
Aus (5.18) folgt ker(T + S) C ker ¥ und mit (5.15) folgt

dim ker(T + S) < dim ker T.

Zusammen mit (5.11) ergibt dies (5.12).

//

Nun sei S kompakt. Zuerst zeigen wir, dafl
im(T'+S) CY abgeschlossen ist. (5.19)
Dazu betrachten wir z; € X mit
(T+ S)x; —v. (5.20)

Zunéchst nehmen wir an, daB {z;}jen beschrénkt ist, und zeigen, daf8 fiir eine
Teilfolge

x; konvergiert in X. (5.21)
Da S kompakt ist, konvergiert Sz; — ¢ fiir eine Teilfolge und Tx; =y — 7 .

Wir zerlegen z; = Z; + k; mit z; € X und kj € ker T und X = X @ ker T wie in
(5.13). Dann gilt

|k lI< C |
und fiir eine Teilfolge konvergiert k; — &k als beschrénkte Folge in dem endlich-
dimensionalem Raum ker T .

Weiter ist T\X : X — im T ein Isomorphismus, da diese Abbildung stetig und
bijektiv ist und im T abgeschlossen ist. Also existiert ein c¢g > 0 mit

co || & — 25 < T%:i = T2 ||=[| Twi — T |,

und (Z;)jen ist eine Cauchyfolge, also konvergent. Dies ergibt (5.21).

Wie kehren zu (5.20) zuriick und wollen y € im(T' + S) zeigen. Wir kénnen 0.B.d.A.
annehmen
| 2 |I< 2d(xj, ker(T + S)) =: 2d;.
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Falls d; — oo , so setzen wir z; := dj_lxj und erhalten

2 1< 2,
d(zj, ker(T' +5)) =1, (5.22)
(T'+ S)z; — 0.
Mit (5.21) konvergiert z; — z fiir eine Teilfolge. Daraus folgt z € ker(T'+S) und
Iz —=]=1

im Widerspruch zu z; — z .

Damit ist d; beschrankt und mit (5.21) konvergiert x; — x fiir eine Teilfolge. Dies
ergibt

y=(T+S)xcim(T+S5)
und (5.19) ist bewiesen.

Nun betrachten wir eine beschrinkte Folge x; € ker(T + S) . Insbesondere ist
(T'+S)xz; = 0 konstant, also konvergent. Mit (5.21) konvergiert x; — = € ker(T'+5)
fiir eine Teilfolge. Dies besagt, dafi die abgeschlossene Einheitskugel in ker(T + S)
kompakt ist, und somit ist ker(T +S) endlich-dimensional.

Da S* auch kompakt ist und 7™ nach Proposition 5.1 eine Fredholm-Abbildung
ist, erhalten wir aus dem eben Gezeigten

dim ker (T +S)" < oo,

und T+ S ist nach Proposition 5.1 eine Fredholm-Abbildung.

Insbesondere ist T+ ¢S fiir t € R eine Fredholm-Abbildung, und nach (i) ist (¢t —
ind(T +tS) lokal konstant, also konstant. Dies ergibt (5.11) im Fall (ii).

/1]

Beispiel 5.1 (Lineare elliptische Differentialgleichung in Divergenzform IT)
Wir betrachten die allgemeine lineare elliptische Differentialgleichung in Divergenzform
aus Beispiel 2.4

Bu = —8i(aij8ju + bju) + cjOju+du=p+diviy inQ (5.23)

fir u € Wy3(Q), 0 #Q CC R" offen. Dabei sind agj, b, ¢j,d € L®(), ¢ € L(Q),9) €
L2(Q,R") |
aij(x)ngj > Co|£|2 fir z € Q, 5 € Rn,
wobei ¢y >0 .
Falls die Koeffizienten die Bedingung

/(biaﬂ) +dv) >0 fiir alle v € Wol’Q(Q) mit v > 0 (5.24)
Q

erfiillen, so folgt mit dem schwachen Maximumprinzip, sieche [GT| Theorem 8.1, daf§ fiir
u e Wy2()
—Oi(aijaju + blu) + cjaju +du=0=u=0. (5.25)
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Behauptung:

Ist (5.24) erfiillt, so hat (5.23) eine eindeutige Lisung wu € Wol’z(Q) , und der Differen-
tialoperator B : Wol’z(Q) — Wol’z(Q)* ist ein Isomorphismus.

Beweis:

Wir definieren die Abbildung K : Wol’z(Q) — Wol’Q(Q)* durch

K(u,0) = /uv.

Q

Mit dem Satz von Rellich aus Beispiel 4.1 ist K eine kompakte, lineare Abbildung.
Aus der Garding-Ungleichung (2.9) folgt fiir ¢ € R grofl genug, dafl

(B+tK)u,u) >c1 || u H?/VI’Q( fiir u € WOLQ(Q),
0

Q)

wobei ¢; > 0.

Dann folgt mit dem Satz von Lax-Milgram aus Beispiel 2.4, dafl B + tK : W01’2(Q) —
I/VO1 ’Q(Q)* ein Isomorphismus ist, also insbesondere eine Fredholm-Abbildung mit Index
0 ist.

Da K kompakt ist, folgt mit Proposition 5.4 (ii), dal auch B eine Fredholm-
Abbildung mit Index 0 ist. (5.25) besagt, dal B injektiv ist. Daraus folgt, dal B
bijektiv ist, und somit ein Isomorphismus ist.

/1]

Definition 5.2 X,Y  seien Banachriume und O # U C X offen und zusam-
menhingend. Eine Abbildung f € CYU,Y) heifit (nichtlineare) Fredholm-Abbildung,
falls Df(x) € L(X,Y) fir alle x € U eine lineare Fredholm-Abbildung ist. Wir definie-
ren den Index von f durch

ind f:=1ind Df(x),

der mat Proposition 5.4 unabhdngig von x € U 1st, da U zusammenhdingend ist.

Beispiel: Es sei f,g € CY(U,Y), f eine Fredholm-Abbildung und ¢ eine kompakte
Abbildung. Dann ist f + ¢ mit Proposition 5.4 und den Ubungsaufgaben wieder eine
Fredholm-Abbildung mit ind(f + g) = ind f .

Folgende Zerlegung ist fundamental fiir Fredholm-Abbildungen.

Lemma 5.5 X,Y seien Banachriume, O £2U C X sei offen und zusammenhingend
und f € CYU,Y) eine Fredholm-Abbildung.

Fiir jedes xg € U existiert eine Zerlegung

X =XaK,
Y=ZaY,
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in abgeschlossenen Unterrdume X, KCXundZY CY mit K = ker D f(xo), Y
endlich-dimensional und Z = im D f(xy), ©o = To + ko, To € X, ko € K und offene,
konveze Umgebungen U(Zg) von &g in X und U(ko) von ko in K , mit U(ko) kompakt,
U(zo) = U(Zo) x Ulko) ,

U(.%'o) = U(i‘o) X U(/{?Q) g U,

fir ke U(ky) st

f(.+Ek):U(zo) = Y eigentlich,

f(+k):U(zo) = f(U(Zo) + k) ein Homdomorphismus,

die Abbildung ®, € L(X xY.,Y) mit
®,(2,9) == Dz f(x).T + 9,

und insbesondere .
mzoDzf(x): X = Z

mit der Projektion mwz:Y — Z | ist ein Isomorphismus fir x € U(xzg) , und

sup || Df(x) < oo.
z€U(zo)

Beweis:
Fir zp ist T := Df(zg) eine lineare Fredholm-Abbildung. Wir zerlegen

in abgeschlossenen Unterrdiume X, K C X und Z,Y CY mit K = ker T, Y endlich-
dimensional und Z =im T wie in (5.13).
Wir betrachten die Abbildung F :U xY — Y x K mit

F(z,9) = (f(2) + 9, Pxx),

wobei Px : X — K die stetige Projektion von X auf K mit Kern X ist.
Es gilt
DF(x0,0).(z,§) = (T.w + §, Prx) = (T.T + 4, k),

wobei =z = F+k Z € X, ke K. Dann ist DF(x0,0) € L(X x Y,Y x K) ein
Isomorphismus. Es sei xg = Zo + ko, To € X, ko € K und yp = f(xo) . Dann existieren
nach dem Satz iiber inverse Funktionen, Satz 2.1, offene Umgebungen, so daf3

F: V(.f'o) X V(ko) X V(O) — V(yo,ko)
ein C'—Diffeomorphismus mit Inversen
G:=F1:V(yo, ko) = V(&) x V(kg) x V(0)

ist.
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Wir wihlen sukzessive offene, konvexe Umgebungen mit

U(yo, ko) € V (o, ko),
U(zo) € V(Zo),

U(ko) C V (ko) kompakt,
U(m'o) = U(i‘o) X U(/{?Q),

und

F(U(Zo) x U(ko) x {0}) € Ul(yo, ko)-
Nun sei k€ U(ky) und z; € U(Zp) mit

@+ k) =y =y
Dann folgt (y;,k) € U(yo, ko) und (y, k) € U(yo, ko) C V (yo, ko) . Weiter gilt

(jj + k70) = G(yﬁko) — G(y7 kO) = ('% + k? ]{?0),

also T; =2, T € U(Zg) € V(Zo) und f(Z+k) =y .Damitist f(.+k)|U(Zo) eigentlich,
und seine Inverse ist stetig.
Aufgrund der Zerlegung von X,Y wissen bereits, daf3

S, (Z,9)=T.2+7
ein Isomorphismus ist. Wihlen wir die Umgebungen geniigend klein, so dafl
| By — @, <] DF() — Df(wo) | < min(L]| &5 |71) fiir & € Ula),
so ist auch @, ein Isomorphismus und

sup || Df(z) |[<[| Df(wo) || +1 < oco.
z€U(xo)

/1]

Wir wollen eine Verallgemeinerung von Smale des Satzes von Sard fiir nichtlineare
Fredholm-Abbildungen beweisen. Dazu definieren wir.

Definition 5.3 X,Y seien Banachriume, () # U C X offen. Fir f € CYU,Y)
heifit x € U regulirer Punkt, falls Df(x) € L(X,Y) surjektiv ist. Andernfalls heifst x
singuldrer Punkt.

Die singuldren Werte von f sind die Bilder der singuldren Punkte, und die requliren
Werte sind das Komplement der singuldren Werte.

(]
Proposition 5.6 X,Y seien Banachriume, () U C X offen und zusammenhingend

und f € CYU,Y) eine Fredholm-Abbildung. Dann ist die Menge der singuldren Punkte
abgeschlossen in U .
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Beweis:
Die Menge der singuldren Punkte ist

S:={zx €U |dim coker Df(x) >1 }.

Nach Proposition 5.4 (5.12) ist (x +— dim coker Df(x)) oberhalbstetig und somit S
abgeschlossen in U .

/1]

Bevor wir zum Satz von Smale kommen, brauchen wir noch folgende Proposition.

Proposition 5.7 X,Y seien Banachriume, () # U C X offen und zusammenhingend
und f € CYU,Y) eine Fredholm-Abbildung.

Dann ist f lokal eigentlich, d.h zu jedem x € U existiert eine offene Umgebung mit
U(z) CU , so daff

flU(z) :U(x) =Y

etgentlich ist, also insbesondere abgeschlossen ist.

Beweis:

Wir betrachten die Zerlegung aus Lemma 5.5 fiir o € U . Nunsei x; =2, +k; € U(z0)
mit f(z;) =y; — y . Da U(ky) kompakt ist, konvergiert k; — k € U(ko) fiir eine
Teilfolge. Da die Umgebungen konvex sind und || Df(x) ||< M fiir x € U(xp) und M <

oo geeignet, sehen wir

1 (&5 + kj) = f(Z5 + k) [[< M [[ kj = K [|= 0,

also

f(fj + k) — Y.

Da f(.+k) eigentlich ist, konvergiert Z; — & € U(Z¢) fiir eine Teilfolge, und schliellich
=T +kj—2+ke U(xo) .

/1]

Nun kommen wir zum Satz von Smale.

Satz 5.1 (Satz von Smale 1965)
X,Y seien separable Banachriume, und f € CYX,Y) sei eine Fredholm-Abbildung mit

[ > max(ind f,0). (5.26)

Dann ist die Menge der singuldren Werte von f wvon erster Kategorie in Y .

Beweis:
Fiir zp € X existiert mit Proposition 5.7 eine Umgebung U(zg) , so daf

f’U(.%’o) : U(m'o) —Y

eigentlich, also auch abgeschlossen ist.



Durch Verkleinern kénnen wir annhemen, dafi die Zerlegung aus Lemma 5.5 in U(x)
gilt, d.h.

X =XoK,
Y=ZaY,
fiir abgeschlossene Unterrdume X, K C X und Z,Y CY mit dim K,dim Y < co und
ind f =dim K —dim Y. (5.27)
Weiter ist die Abbildung ®, € L(X x Y,Y) mit
o, (z,9) ;== Dzf(x).2 + 7, (5.28)
und insbesondere .
mzoDzf(x): X — Z, (5.29)

ein Isomorphismus fiir = € U(zg) .
Mit Proposition 5.6 wissen wir, dafl

Sz := f(U(zg) N { singulére Punkte von f })

abgeschlossen ist.

Da Mengen von erster Kategorie die abzdhlbare Vereinigungen nirgensdichter Mengen
sind, d.h. Mengen, deren Abschluf} leeres Inneres hat, und X eine abzdhlbare Basis hat,
geniigt es zu zeigen, dafl

int Sy, = 0. (5.30)

Essei yo € Szps Yo=20+Y0 € Z D Y . Da f|U(xg) eigentlich ist, ist
C := fYyo) NU(zp) kompakt.

Wir betrachten fo: X®K — Z, fo:=ngof .Fir 21 €C, z1 =31+ k € X B K gilt
f(z1) = yo = 20 + To , also
fo(Z1, k1) = 20.

Mit (5.29) und dem impliziten Funktionensatz existiert eine C'—Funktion &1 : U (k1) —
U(il),fl(k‘l) == 571 , und

fo(.f’l(k), /{?) = Z0.
Weiter sind dies die einzigen Losungen der Gleichung fo(x) = 29 in einer Umgebung
U(z1) von z1 . Da C kompakt ist, existiert eine endliche Uberdeckung

mit z; € C' und Umgebungen U(z;) wie eben. Weiter existiert € >0 mit

Ue(C) i={z € X | d(x,C) <e } CUL U (xj). (5.31)

Da f|U(xg) eigentlich ist, existiert mit Proposition 4.5 ein § > 0 mit

zeU(xg), || f(z)—yo ||l<d=2eU(C). (5.32)
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also
f(i‘j(/{?), k) =2z + gj(k). (5.33)

Mit (5.26) und (5.27) und dem Satz von Sard, siche [M] bzw. Satz A.1 fiir glatte Funktionen
und [S], ist die Menge der singuldren Werte eines jeden g; eine Nullmenge in Y . Also
existiert ein regulérer Wert ¢ aller g;,j = 1,...,m, beliebig nahe an gy, und y := (20, 9)
ist beliebig nahe an 7 , insbesondere

|y —woll<d. (5.34)

Wir behaupten
Y & Se- (5.35)

Daraus folgt (5.30) sofort.
Um (5.35) zu beweisen, miissen wir fiir x € U(zg) mit f(z) = y zeigen, daB = ein
reguldrer Punkt von f ist, d.h.

Df(z): X =Y ist surjektiv. (5.36)
Mit (5.31), (5.32) und (5.34) folgt zuerst
z € U(xj) fireinje{l,...,m}.

Da f(z) =y = (20,9) , also fo(x) = 2 , erhalten wir = = (Z;(k), k) fir ein k € U(k;)
und gj(k) =7 . Da g ein reguldrer Wert von g; ist, folgt

Dg;j(k) : K — Y ist surjektiv.
Zum Beweis der Surjektivitéit in (5.36) wihlen wir zu beliebigem 3’ € Y mit (5.28) ein
¥eX,yeY mit
0, (2, 9') = Df(2)3' +§ =y
Mit der Surjektivitét von Dgj(k) existiert ein &' € K mit
ng(k‘).k‘l = gl.

Aus (5.33) folgt
Df(x).(Z(k).k' + k') = Dg;(k).k' = 7.

Setzen wir z’:= 1"+ &)(k).k' + k' € X , so erhalten wir
Df(z).a' = Df(x).Z + Df(x).(Zj(k).k + k) =

= Df(z).%' 4+ Dg;(k).k' = Df(z).3' + 7 = ®,(@",7) =/,
also ist D f(x) surjektiv, und (5.36) ist bewiesen.

/1]

Folgende Proposition ergibt sich als Korollar.
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Proposition 5.8 X,Y scien separable Banachriume, und f € CYX,Y) sei eine
Fredholm-Abbildung mit negativem Index. Dann ist f(X) wvon erster Kategorie in Y .

Beweis:
Fir x € X gilt
dim coker Df(x) > —ind f >0

und Df(x) ist nicht surjektiv. Damit sind alle z € X singuldre Punkte von f , und
f(X) die Menge der singuldren Werte. Mit dem Satz von Smale, Satz 5.1, ist diese von
erster Kategorie.

/1]
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Teil 11
Losen Nichtlinearer Gleichungen

6 Kontinuitidtsmethode
Satz 6.1 X,Y seien Banachriume und Ly := (1 —t)Lo+tLy € L(X,Y) mit
|z |<C| Lz | firzeX (6.1)

mit C < oo wunabhingig von t € [0,1] .
Ist Lo ein Isomorphismus, so ist auch L1 ein Isomorphismus.

Beweis: Falls L; fiir ¢ €[0,1] ein Isomorphismus ist, so gilt mit (6.1)
Lt = C.
Dann folgt fiir ¢ € [0,1] mit
t—1| | L1 — Lo < C7H,

daf

I Le = Lg 1<l L 17
also ist auch

L; ein Isomorphismus. (6.2)
Wir wahlen N € N mit 1

— || L1 — Lo < C*

v IL1=Lol

und setzen t; := %, j=1,...,N . Nach Voraussetzung ist L;, = Lg ein Isomorphismus.
Daraus folgt sukzessive mit (6.2), daf Ly, und schlieBllich L;, = L; ein Isomorphismus
ist.

/1]

Beispiel 6.1 (Lineare elliptische Differentialgleichung in Nichtdivergenzform)
Essei (0 #Q CCR" offen mit glattem Rand und 0 < a < 1, a;5,b;, ¢ € C%¥(2) mit

aij&i&; > col€)?,

| @ijs bisc [lco@)< A,

mit ¢y >0 und A < oo .

Aus der Regularitiatstheorie elliptischer Differentialgleichungen, ist bekannt, dafl fiir
u € C*%(Q) , das die lineare elliptische Differentialgleichung in Nichtdivergenzform mit
Nullrandwerten

—aijaiju + b;0iu+cu=¢ in§,
u=0 auf 9N

(6.3)
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und ¢ € C%¥(Q) erfiillt, die folgenden Schauder-Abschitzungen
[ ullcza@)< O o, co, A)([[ ¢ llcoa) + [ w lloo@) (6.4)

gelten, siche [GT] Theorem 6.6.
Falls ¢ > 0 folgt mit dem Maximumprinzip, siche [GT] Theorem 3.3, fiir u € C*%(Q) ,
daf
—a;j0;u + bj0iu+cu=01in Q, u =0 auf 9Q = u = 0. (6.5)

Behauptung:

Fiir ¢>0 hat (6.3) eine eindeutige Lésung in u € C*%(Q) , und der Differentialoperator
{ueC*Q) | u=0 auf 9Q } — CO*(Q) ist ein Isomorphismus.

Beweis:

Wir setzen C%%9(Q) := {u € C?>%(Q) | u =0 auf 92 } und L : C>*9(Q) — C%*(Q) mit

Lu := —a;;0;ju + b;0;u + cu.

Es geniigt zu zeigen, dal L ein Isomorphismus ist.
Zuerst zeigen wir, dafl

[ ullo2e@)< C(Q,a,c0,A) || Lu [|coay filru € C%0(Q) (6.6)

falls ¢> 0.
Gilt dies nicht, so existieren Operatoren Lj mit Koeflizienten wie oben und wu; €
2 .
C%40(Q) mit || up Hcg(ﬂ): 1 und

k|| Liug [|co.e@)<| uk lc2o@) -

Dann folgt mit (6.4)

kAl L lcoe@)< C (I Liu [[coe@) + | uk llope)),

also fiir k> C
C C
H Lyuyg HCOvO‘(Q)S L—C H Ug HC’{}(Q)S L—C’

und
Liup — 0 in CO’Q(Q).

Wieder folgt mit (6.4) )
| uk lloza@< C.

Somit konvergiert fiir eine Teilfolge up — u stark in C?(Q) mit u € C**%(Q) und
up — u stark in CP(Q) , also || u Hcg(g): 1 . Weiter konvergieren die Koeffizienten von

Ly, stark in CP(Q) gegen Koeffizienten in C%*(Q) wie oben und somit L, — L . Daraus
folgt Lyuy — Lu stark in CP(9), also Lu =0 .
Mit (6.5) folgt uw =0 im Widerspruch zu || u HCE(Q): 1, und (6.6) ist bewiesen.

//
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Nun betrachten wir den Laplace-Operator L = —A , d.h. a;; = 0;;, b;,c = 0 . Fiir
@ e C™(Q) C L2() existiert nach Beispiel 2.4 ein eindeutiges u € Wy*(Q) mit

—Au =y

im schwachen Sinne. Mit elliptischer Regularitétstheorie folgt wie in Beispiel 4.1, siehe
[GT] Theorem 8.13, daB u € WH2(Q) fiir alle [ € N und mit Sobolev-Einbettungen, daf
u € C*®(Q) mit u = 0 auf 99 . Insbesondere ist u € C**%(Q) und Lu=¢ .

Nun sei ¢ € C%%(Q) . Wir withlen eine Folge ¢ € C*°(Q) mit

or — ¢ stark in CP(Q),
oy ist beschrinkt in C%*(Q).

Dann sei uj, € C%*0(Q) mit Lup = ¢ wie eben gezeigt. Aus (6.6) folgt

| uk leze@ < C |l ¢k [lcoa @),

und  uy ist beschrinkt in C%%(Q) , also wie oben fiir eine Teilfolge — w, —
u stark in C2(Q) mit u € C%*%(Q) und Lu = ¢ . Damit ist L = —A surjektiv.
Andererseits ist L mit (6.5) bzw. (6.6) fiir allgemeine Koeffizienten injektiv. Da L

auch stetig ist, folgt , dafl
—A: CP0(Q) — CY(Q)

ein Isomorphismus ist.
Schlielich setzen wir fiir ¢ € [0, 1]

agjp = (1 — 1)y + tag,
bz‘7t = tbz, [ tC,
und
Liu := —ai; 10;5u + b; 1O0;u + cpu.

Dann erfiillt L; (6.6) mit einer von ¢ unabhéingigen Konstanten. Da Lo = —A wie
bereits gezeigt ein Isomorphismus ist, folgt mit Satz 6.1, dafl auch L ein Isomorphismus
ist.

/1]
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7 Der Brouwersche Abbildungsgrad im R"
Wir beginnen mit der axiomatischen Definition des Brouwerschen Abbildungsgrades.

Definition 7.1 FEine Abbildung

(f,Q,y) = deg(f,Q,y) €R

Q CC R"™ offen, nichtleer,
f e CO(,RY),
y € R — £(0),
heifst Brouwerscher Abbildungsgrad im R™ , falls deg folgende Axiome erfiillt:

(i) Normierung:
Es gilt
deg(id, B1(0),0) = 1. (7.1)
(i1) Additivitdt:
Fiir @7&91792 - Q, leQQ :® und

yeR" — f(Q— (21 UD))

gilt
2
deg(f,Qy) =Y deg(f, . y). (7.2)
i=1
(iii) Randbedingungen:
Fir f =g auf 0Q gilt
deg(f, 2, y) = deg(g,,y). (7.3)
(iv) Translationsinvarianz:
Es gilt
a

Im folgenden nehmen wir an, dafl deg der Brouwersche Abbilungsgrad geméfl Definition
7.1 ist. Am Ende dieses Paragraphen zeigen wir Existenz und Eindeutigkeit.

Die Additivitéit in Definition 7.1 kann fiir Qo = () formuliert werden und ergibt die
Ausschneidungseigenschaft.

Proposition 7.1 (Ausschneidungseigenschaft) Fir () # Qo C Q offen und
yGRn—f(ﬁ—Qo)

gilt
deg(f7Q7y) = deg(f7 Qan)' (75)
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Beweis:
Die Menge K := f~!(y) C Qg ist kompakt. Wir wihlen zg € Qo — K und € > 0 , so daf

B:(zg), Uo(K):={z e R" | d(z,K) <& } C Qo,
B.(zo) NU(K) = 0.
Dann folgt mit (7.2), dafl

deg(f,Q,y) = deg(f7 UE(K)vy) + deg(f7 BE(xO)vy) = deg(f7 QO7y)7

also (7.5).
/1]

Die Additivitdt in Definition 7.1 und Proposition 7.1 ergeben die Losungseigenschaft.
Proposition 7.2 (L&sungseigenschaft)

deg(f,Q,y) #0 =y € f(Q). (7.6)

Beweis:
Angenommen y ¢ f(Q) . Dann wihlen wir disjunkte Bille

Ba(.%'l), BE(.%'Q) Q Q

und erhalten mit (7.2) und (7.5) fiir j=1,2, dal

2
deg(f, B:(x5),y) = deg(f,2,y) = > _ deg(f, B=(x:),y),

i=1
also
deg(f,,y) =0.
/1]
Aus Definition 7.1 (iii) ergibt sich die Homotopieinvarianz.
Proposition 7.3 (Homotopieinvarianz) Es sei
f:Qx[0,1] = R™ stetig, fi(z) := f(x,t)
und
y:[0,1] — R" stetig
mit
y(t) € R" — ,(00). (7.7)
Dann ist

deg(ft’ Q’ y(t))
unabhdingig von 0<t<1.
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Beweis:
Mit (7.4) konnen wir y(t) =0 fiir 0 <t <1 annehmen.
Da f stetig und 9Q x [0,1] kompakt ist, existiert mit (7.7) ein & > 0, so dafl

|fe(@)| > e fiir d(z,00) <e, 0<t <1
Weiter existiert § > 0 mit
| fe — f7 ||00(§)§ g/2 fir |t —1] <4,
Die Proposition folgt, wenn wir fiir solche t,t zeigen, daB

deg(ft,2,0) = deg(f;,2,0). (7.8)

Wir wihlen n € CJ(Q), 0<n <1, n=1auf Q. :=Q — U.(99) und setzen

g:=1=n)fi+nf:

Auf T.(09) gilt
gl > |fel = In(fe — f)l = €/2 >0,

also
0 € R™ — g(U(09)).
Da weiter
g=fr auf 0Q
und
g = f; auf 0Q,

folgt mit (7.3) und Proposition 7.1, daf
deg(ft, 2, 0) = deg(g,,0) = deg(g, 2, 0) = deg(f;, €2z, 0) = deg(f;,,0),
also (7.8).

/1]

Bemerkung:
Mit der Homotopieinvarianz erhalten wir fiir zg € R™

deg(f( +$0),Q - ﬂfo,y) = deg(f’Q,y)
O

In folgenden Spezialfillen kann der Abbildungsgrad durch die sogenannte Index- bzw.
Determinantenformel angegeben werden.

Proposition 7.4 Essei Q CC R" offen, nichtleer, f € C%(Q,R") und y € R"— f(09) .
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(i) Indexformel:

Falls
QN fl(y) endlich ist,
so gilt
deg(f,Qy) = > ind(f ), (7.9)
zef~1(y)
wobei

fiir eine beschrinkte, offene Umgebung U(x) von x mit U(x) N f=1(f(z)) = {z} .
(ii) Fiir f € C%(B.(xo),R") differenzierbar in xo und
Df(xg) invertierbar

gilt
ind(f,zo) = sgn det D f(zo). (7.10)

(iii) Determinantenformel:
Fir feCYHQURY)NCYQ,RY) und y & f(OQ) ein requlirer Wert von f , d.h.

D f(x) ist invertierbar fir alle x € fﬁl(y),

gilt
deg(f,Q,y) = Z sgn det Df(zx). (7.11)
z€f~1(y)

Beweis:

(i) (7.9) und die Wohldefiniertheit von ind folgen direkt aus Proposition 7.1 und (7.2).

//

(ii) Mit der Translationsinvarianz in Definition 7.1 und der Homotopieinvarianz in Pro-
position 7.3 und der darauf folgenden Bemerkung kénnen wir zp = 0, f(0) = 0
annchmen und setzen T := Df(0) . Zuerst zeigen wir

ind(f,0) = ind(T,0). (7.12)

Dazu setzen wir
g(z) == (1 —t)f(z) +tTx
fir € B.(0)und 0<¢t<1.

Da T invertierbar ist, existiert cg > 0 mit
Tz| = colal,
und, da Df(0) =T, gilt

l9¢(2)| = |Tz| = |f(z) = T| = colz| — of|x]),
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also

g #0 auf By(0) — {0}
fir 0 <0 <« ¢ klein. Damit folgt aus Proposition 7.3, daf3

ind(f,0) = deg(f, B5;(0),0) = deg(T, B5(0),0) = ind(T,0),

also (7.12).
Es verbleibt zu zeigen, dafl
ind(T,0) = sgn det T. (7.13)
Wir zerlegen
T=UP,

wobei U orthogonal und P positiv definit und symmetrisch ist. In einer geeigneten
Orthonormalbasis von R"™ ist P diagonal

P =diag(A,...,\n) X\ >0,
und mit der Homotopie
P:=(1-t)P+tl,
konnen wir mit Proposition 7.3 0.B.d.A. P = I, annehmen, also T'= U orthogonal.

In einer geeigneten Orthonormalbasis hat T die blockdiagonale Darstellung

T = diag(D Dy, . I;, 1),

w15 Moy
wobei

cos ¢ sin @

D, =
—sin ¢ cos @

eine zweidimensionale Drehung um den Winkel ¢ ist. Weiter gilt
2k +14+m=n,
m € {0,1}

und
det T = (—1)™.

Mit der Homotopie
T, = diag(le yeee ,Dtapk 1, _Im)’

reduziert sich (7.13) schlieBlich auf die Félle
T=1,

und



Fir T =1, folgt aus (7.1), dal
ind(I,0) = deg(I,, B1(0),0) =1,

also (7.13).

Im zweiten Fall schreiben wir x = (y,2) € R"! x R und betrachten

Q1 = {(y’ S) | |y| < 15 -1<s<1 }a
Qo :={(y,9) | ly| <1, 1<s<3},
Q= {(yas) ’ ‘y’ < 17 —I<s<3 }

Wir setzen
9(y,s) = (y,—1+[s = 1])
und
h(y7 8) = (y7 S — 2)7

also

g=T auf Q
und

g=h auf Q.

Mit Proposition 7.1 folgt

deg(ga Qa 0) = deg(T, Qla 0) + deg(h’ 925 0) = an(Ta 0) + deg(ha Qa 0)

Nun ergibt die Homotopie
O(z,t) == (1 = t)g(x) +t(y, 1)
mit Proposition 7.3, daf3
deg(g,92,0) = deg((y,s) = (y,1),2,0) =0,

mit Proposition 7.2, da (y,1) #0 .
Weiter ergibt die Homotopie

U(x,t) := h(x) + 2te,
mit Proposition 7.3, daf3
deg(h7 Qa 0) = deg(Zda Qa 0) = deg(2d7 By (0)7 O) = 17

mit Proposition 7.1 und (7.1).
Schliellich folgt (7.13) aus (7.14), (7.15) und (7.16).

(iii) (7.11) folgt sofort aus (7.9) und (7.10).
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Kombinieren wir Proposition 7.4 (iii) mit dem Satz von Sard, so erhalten wir bereits die
Eindeutigkeit des Abbildungsgrades.

Proposition 7.5 FEs gibt hochstens einen Abbildungsgrad, und dieser ist ganzzahlig.

Beweis:
Es sei (f,Q,y) wie in Definition 7.1. Also existiert ein ¢ >0 mit

|f(x) —y| >e firaxze Q.
Es existiert § € C*°(Q,R") mit
17 = 3 oo < /2
Weiter existiert mit dem Satz von Sard, siehe Satz A.1, ein reguldrer Wert § von ¢ mit
ly -yl <e/2.
Wir setzen ¢ := g — ¢ +y und sehen
g € C®(Q,R"),

| f—g HCO(ﬁ)< g,

y ist ein reguldarer Wert von g.

Mit Proposition 7.3 ergibt die Homotopie

D(x,t) := (1 — 1) f(z) + tg(x),
daf fiir jeden Abbildungsgrad

deg(f,Q,y) = deg(g,,y),
also mit Proposition 7.4 (iii)
deg(f,Q,y) = Z sgn det Dg(x) € Z.
z€g~(y)
Also ist der Abbildungsgrad ganzzahlig, und es gibt hochstens einen.

/1]

Zum Beweis der Existenz des Abbildungsgrades schreiben wir (7.11) in Integralform.
Proposition 7.6 Fir Q CC R™ offen, nichtleer, f € C1(Q,R"), y € R® — f(09), y
ein requlirer Wert von f, ¢ € C(B1(0)), [gnp =1 und ¢.(z):=c"p(z/e) gilt
Z sgn det Df(z) = /cpg(f(ac) —y) det Df(x) dz, (7.17)
zef~H(y) )

falls 0 <e<eo(f,y) .
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Beweis:
Da y & f(09Q) ein reguldrer Wert von f ist, gilt

fHy) = {a1,...,an} CQ

und
D f(x;) ist invertierbar.

Fiir ¢ klein genug, existieren offene, paarweise disjunkte Umgebungen U(x;) der z; , so
daf
fIU (i) - Ulzi) — Be(y)

ein C!'—Diffeomorphismus ist, und
fQ = UL U(2)) CR" = B(y).

Dann gilt mit der Substitutionsregel

m

[ Pe(7(@) ~9) det DSw) do = s det DSte) [ pelf (@) ~w)det DI =
= Uz,
= i sgn det Df(z;) [ ¢ = i sgn det D f(x;).
i=1 B:(0) i=1

/1]

Wir verallgemeinern dies zur Gebietsintegralformel von Heinz.

Lemma 7.7 (Gebietsintegralformel von Heinz) Es sei  CC R™ offen, nichtleer,
feCH R, y e R"— £(0Q) und U die Zusammenhangskomponente von R™— f(0Q) ,
i der y liegt.

Dann gilt fiir jede C° — n— Differentialform w mit

sptwCCU, [w=1, (7.18)

dajs
deg(f. Q0 y) = / . (7.19)
Q

Beweis:

Zuerst wahlen wir eine offene, zusammenhéngende Menge V mit
{y}, spt w CV CCU.

Dazu betrachten wir die kompakte Menge
K :={y}U spt w CU.

Dann existiert eine endliche Uberdeckung

K C UL By, (z;) cCCU.
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Da U zusammenhingend ist, existiert fiir i = 2,...,m jeweils eine Folge von Billen
B;;ccU,j=0,...,m; , mit

Bio = BQifl(xifl) s Bim, = By, ($2)

und
B@j,lﬂBiJ#Q 7=1,....m,.

Fiigt man diese Bélle 0.B.d.A. den B,,(z;) hinzu, so gilt 0.B.d.A.
BQi—l(xi_l) n BQi(xi) + 0

und
Vi=UL B, (z;) CCU

ist zusammenhéngend und enthélt K .
Nun wihlen wir f, € C®°(Q,R"), wy, € C°(V,A"R"), [wr=1und y € V mit
fx = f i CY(Q,R"),
wp = w  in C§(V, A"R"),
yr ein reguldrer Wert von f,

Y — Y.

!f#w%!f;fwk,

und mit Proposition 7.3 gilt fiir grofle k , dafl

deg(f7 Qay) = deg(fk7 Q7yk)

Da V.ccUCR"— f(99) , gilt weiter fiir grofiles k , daB

Es gilt

V CR" = fx(0Q),

und somit ist spt wy C V' in der Zusammenhangskomponente von R"™ — f(0€2) , in der
yr € V' liegt, enthalten.
Also konnen wir f und w als glatt annehmen und weiter, daf§ y ein regulérer Wert
von f ist.
Nun folgt aus (7.11) und Proposition 7.6 fiir ¢ € C§°(B1(0)) , daf die glatte Differen-
tialform
w=p:(.—y)dzy A...A dzy,

(7.18) und (7.19) erfiillt.
Andererseits zeigt das néichste Lemma, daf fiir glattes f und w die rechte Seite von
(7.19) unabhéngig von w ist, das (7.18) erfiillt. Daraus folgt die Behauptung des Lemmas.

/1]

64



Lemma 7.8 Es sei 0 CCR"™ offen, nichtleer, f € C*®(Q,R"), und U C R™ — £(99Q)
offen und zusammenhdngend.
Dann ist fiir jede C*° — n— Differentialform w mit

sptwcc U, [w=1,

!f#wez

das Integral

ganzzahlig und unabhingig von w .

Beweis:
Nach Proposition 7.6 ist das Integral fiir B.(y) C U und

w=p:(.—y)dzy A...A dz,

ganzzahlig, und es verbleibt die Unabhéngigkeit von w zu zeigen. Dazu miissen wir zeigen,

dafl
/f#w =0
Q

sptwCcC U, [w=0.

fiir

Schreiben wir
w=pdry A... A dzx,

mit ¢ € C3°(U), [ ¢ =0, so folgt aus dem néchsten Lemma, dafl ¢ € C§°(U,R™) mit
div Y =
existiert. Setzen wir

o= Z(—l)ifllbi dxi A ... dAm'i N day,

so folgt
do = w.

Dann ist
spt d(f¥o) Cspt fFo C f (spt o) €O

kompakt und mit dem Satz von Stokes

[ o= [ £#an) = [arto) —o
Q Q Q

/1]
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Bemerkung:
Alternativ kann am Ende des obigen Beweises fiir das Vektorfeld

;=Y (o f) Cof(Df)i; € C5(w,R),
=1
wobei Cof die Kofaktormatrix bezeichnet, die Identitét
div ¥ = (po f)det Df

bestétigt und verwendet werden.

a
Lemma 7.9 Es sei U CR" offen, zusammenhdngend und ¢ € C§°(U) mit
/ap =0.
Dann ezistiert ¢ € C°(U,R™) mit
div Y = .
a

Beweis: Zuerst reduzieren wir das Lemma auf den Fall, wenn spt ¢ in einem kleinen
Ball enthalten ist. Es sei 0.B.d.A. 0 € U . Weiter sei fiir spt ¢ CCV CC U,V offen und
o beliebig klein

spt o C U By(x;) CC 'V,
v [0,1] = U glatt,
7:(0) =0, %(1) = =,
By(yi(t)) ccV fur0<t <1,

und
i € C§°(Bo(i)),

m

>mi=1 auf spt ¢

i=1

eine Partition der Eins auf spt ¢ .
Wir setzen
m
ou(x) ==Y (nip)(x + i — Yilt)).

i=1

Es gilt ¢1 = ¢ und
spt o © ULy Bo(vi(t)) CC V,

insbesondere
spt o € B,(0).
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Weiter gilt

= div, (= S+ a5 =200 = dio

=1

@m:ivmw@+m—%mmw:

wobei
m

Yi(x) = =Y (o) (@ + x — u(0)Vi(t),

i=1

insbesondere spt 1y CC V . Daraus folgt
1
o1 =0 = din( | )
0

mit spt fol 1 CC U , insbesondere

/30020,

und es geniigt die Behauptung fiir ¢y zu zeigen. Da
spt o € Bo(0) CC U,

geniigt es den Fall
Uu=]-1,1"

zu betrachten.
Dies beweisen wir per Induktion nach n . Fiir n =1 setzen wir

und erhalten ¢ € C§°(] — 1,1]) und ¢’ = ¢ .
Fiir n > 2 schreiben wir z = (y,t) € R"~! x R . Wir definieren

awszmow.

Es gilt ¢ € C°(] — 1,1[" ) und [@ = 0 . Damit folgt durch Induktion, daB ¢ €
Cso(] — 1,1[*" 1, R*~ 1) existiert mit

div ¢ = ¢.
Wir withlen x € C§°(] — 1,1[) mit [ x =1 und setzen

t

Nnt) = [ (o(0:5) = Slo)x(s) ds.

—0o0
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GeméB der Definition von ¢ und [ x =1 folgt A e C§°(] —1,1[") und weiter gilt

ANy, t) = p(y,t) — &(y)x (1)

SchlieBlich setzen wir

Y(y,t) == (W(y)x(),A(y,t))
und sehen .
div i = x div )+ 0N =xP+ ¢ — px = .

/1]

Wir verwenden die Gebietsintegralformel von Heinz zur Definition des Abbilungsgrades
und zeigen damit die Existenz des Abbildungsgrades.

Definition 7.2 Es sei ) #Q CCR"™ offen. Fir f € C®(Q,R") und y € R"* — f(99)
definieren wir

deg(f,Q,y) ::/f#w, (7.20)
Q

wobei w eine C° — n—Differentialform mit [w =1 wund Trdger in der Zusammen-
hangskomponente U wvon R™ — f(0Q) , in der y liegt.
Fir fe CY'Q,R") undy € R — f(0Q) definieren wir

deg(f,y) := lim deg(fr, €, y) (7.21)
fiir eine Folge f, € C®(Q,R") mit y € R" — f(0Q) und

| fr = f llcogyy— 0.

d

Zunichst bemerken wir, dafl deg fiir glattes f mit Lemma 7.8 durch (7.20) wohldefiniert
ist. Der néchste Satz besagt, dafl durch (7.21) der Abbildungsgrad definiert ist.

Satz 7.1 Die Funktion deg aus Definition 7.2 ist wohldefiniert und erfillt die Aziome
von Definition 7.1. Damit ist deg der gemdjf§ Proposition 7.5 eindeutige Abbildungsgrad.

(]
Zum Beweis dieses Satzes ist folgendes Lemma fundamental.
Lemma 7.10 Fir fy, f1 € C®(Q,R") mit
I fo— f1 llcoaa)< d(y, f1(9(2)) (7.22)
gilt
deg(fo, 2, y) = deg(f1,9,y), (7.23)

wobei deg aus Definition 7.2 (7.20) ist.
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Beweis:
Wir setzen

fri= (1 —=t)fo+tfi € C°(Q,R").
Aus (7.22) folgt fiir x € 0, dal
|fe(@) =yl > | fi(z) —yl = | fi(x) = fo(z)| = d(y, 1(092))— || fo — fi [lcoany=:€ > 0.

Damit ist die offene, zusammenhéngende Menge B.(y) in allen R™ — f;(0€2) enthalten.
Wir withlen w € C§°(Be(y), A"R") mit [w =1 und erhalten mit (7.20)

deg(f,Q,y) = /ft#w.
Q
Dies dndert sich stetig in ¢ € [0,1] und ist ganzzahlig nach Lemma 7.8, also konstant.
Dies ergibt (7.23).
/1]

Beweis von Satz 7.1: Zuerst zeigen wir, dafl deg aus Definition 7.2 wohldefiniert ist.
Fir fe CYQ,R") existiert fr € C®(Q,R") mit

I fe = f llcogy— O
Fir y e R" — f(99Q) folgt
insbesondere y € R™ — f(0Q) fiir grofle k . Weiter gilt fir grofie k,[ , dafl

I fr = fi llcoany< d(y, fr.(09)).

Somit ist deg(fx,€,y) konstant fiir groe k , insbesondere konvergent. Damit existiert
der Limes in (7.21).
Weiter ist der Limes eindeutig, denn sei f; € C°°(€Q,R") mit
| fllg - f HCO@)—) 0,

so betrachten wir die gemischte Folge

T2 k gerade,
Ik = f(lk71)/2 k ungerade.

Daraus folgt || gx — f ||C°(§)—> 0 und der Limes klim deg(gk, 2, y) existiert wie oben
— 00
gezeigt. Dies ergibt

lim deg(fy, 2 y) = lim deg(gr, 2 y) = lim deg(fi, 2 ),
k—o0 k—o0 k—o0

also die Eindeutigkeit des Limes in (7.21), und deg ist wohldefiniert.

Fir f € C*(,R") kann die konstante Folge f, := f gewihlt werden, und somit
ist deg in (7.21) eine Erweiterung von (7.20).

Schliellich verifizieren wir die Axiome aus Definition 7.1.
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(i) Fir w=¢dz1A...A dz,, ¢ € C(B1(0)), [¢ =1, folgt mit (7.20) , daf
deg(id, B, (0),0) = /iﬁw:L
B1(0)
also (7.1).
//
(ii) Essel 0 #9Q1,QCQ, Q3NQ =0 und
y eR" — f(Q— (21 UQ)) CR" — f(8Q), R — f(0%). (7.24)

Zuerst sei f € C°(Q,R") . V bzw. U,U; seien die Zusammenhangskomponenten

von R" — f(Q2— (21 UQ)) bzw. R” — f(0Q), R™ — f(0%;) in der y liegt.

Es gilt
V CU,Uy,Us.

Wir wihlen w € C§°(V,A"R") mit [w=1.Da
ffw=0 aufQ— (9 UQ),
folgt mit (7.20), daB
2 2
deglf. ) = [ Fw=3" [ 1Fo =3 degls.20),
. i=1g, i=1

also (7.2).

Nun sei f € C°(Q,R") und f;, € C°(Q,R") mit || fp — f ||C°(§)—> 0. Aus (7.24)
folgt fiir grofles k , daf

y €R” — fir(— (2 UQy)).

Dies ergibt mit (7.21), da8

2 2
deg(f,Q,y) = lim deg(fy,Q,y) = lim ¥ deg(fr, y) =D deg(f, 2,y),
i=1 i=1

also (7.2).
//
(iii) Nun sei f,g € CO(Q,R") mit
f=g auf 0Q
und y € R" — £(09) = R" — g(09) . Wir withlen fi, gr € C*(Q,R") mit

I fr—f HCO@)_) 0, low—y ”CO(ﬁ)_> 0.
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Daraus folgt
| fr = 9k llcoay=Il f — g llcoaa)= 0,
d(y, fe(02)) — d(y, f(0£2)) > 0,
also fiir groe k , dafl
| fx = gr lleoa) < d(y, fr(052)).

Dann folgt mit dem Lemma 7.10, dafl

deg(fr, 0 y) = deg(gr, 2, y)

und mit (7.21)
deg(f,Q,y) = deg(g,,y)

also (7.3).
//
(iv) Da fiir glattes f,w die Identitét
frw=(f—yPw( +y)
und
spt w(. +y) = (spt w) —y
gilt, folgt
deg(f? Q7 y) = deg(f - Y, Qa 0)
Mit (7.21) iibertrigt sich dies auf nicht glattes f .
///
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8 Fixpunktsitze

In diesem Paragraphen werden die Fixpunktsitze von Brouwer und Schauder und einige
Varianten bewiesen.

Lemma 8.1 Es sei f € C%(B1(0),R") mit
(f(x),x) >0 fir alle x € 0B1(0).
Dann hat f eine Nullstelle.

Beweis:
Angenommen, f habe keine Nullstelle. Wir definieren

fi(x) =1 =1)f(2) + tx
und sehen fir x € 9B;(0) , daB
(fi(z),z) = (1 — t)(f(z),2) + t|z* > t.

Insbesondere

ft #0 auf 9B1(0)

fiir 0 <t <1, und nach Annahme an f gilt dies auch fiir ¢t =0 .
Aus Proposition 7.3 und (7.1) folgt

deg(fa Bl(o)’ 0) = deg(id’ By (0)’ 0) =1,
und schliellich mit Proposition 7.2

0 € f(B1(0)),

und f hat eine Nullstelle.

/1]

Eine einfache Konsequenz ist, da§ 9B1(0) kein Retrakt von Bj(0) ist. Genauer gilt:

Proposition 8.2 FEs gibt keine stetige Abbildung

f:B1(0) — 0B1(0)

f10B1(0) = idyp, (0)-

Damit kénnen wir den Fixpunktsatz von Brouwer beweisen.

Satz 8.1 (Fixpunktsatz von Brouwer)
Jede stetige Selbstabbildung

f : Bl(O) — Bl(O)

hat mindestens einen Fixpunkt.
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Beweis:
Wir betrachten ¢: B;(0) — R™ mit

g9(x) :=x — f(x).
Fir o € 0B1(0) gilt
(g(x),2) = |z[> = (f(2),x) 2 1 = |f(2)] = 0.
Also hat ¢ mit Lemma 8.1 eine Nullstelle und somit f einen Fixpunkt.

/1]

Korollar 8.2 Essei () # K CR" eine konvexe, kompakte Teilmenge und f eine stetige
Selbstabbildung
f: K= K.

Dann hat f mindestens einen Fixpunkt.

Beweis:
Wir betrachten die stetige Projektion

P:R" = K,
die jedem Punkt x € R™ den eindeutig nédchsten Punkt in K zuordnet, d.h.
|x — P(z)| =d(z,K) , P(x)eK.
Wir wéhlen R >0 mit K C Br(0) und definieren

g:=foP:Br(0) - K C Bg(0).

Nach dem Fixpunktsatz von Brouwer, Satz 8.1, hat ¢ einen Fixpunkt z € Br(0) , d.h.

r = g(x) = f(P(x)) € K.

Dies ergibt
und somit

also ein Fixpunkt von f .

/1]

Die Verallgemeinerung fiir Banachréume ist der Fixpunktsatz von Schauder.

Satz 8.3 (Fixpunktsatz von Schauder)
X sei ein Banachraum, () # C C X abgeschlossen und konver. Weiter sei [ eine
stetige Selbstabbildung

f:C—=>C

und
f(C) st relativ kompakt.

Dann hat f mindestens einen Fixpunkt.
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Beweis:
Nach Voraussetzung ist

K:=f(C)cC
kompakt. Fiir € > 0 existiert eine endliche Uberdeckung
K C U, Bu()
mit x; € C'. Wir definieren ¢! : K — [0,1] durch

d(x, X — Be(z))

PL(e) = 5 :
Z (.%',X - Bt?(xj))
j=1
Es gilt
m .
ngé =1 auf K.
=1

Wir definieren
P.: K — C. := convex{zy,...,xm} CC

durch .
Pe) = Y phwe
i=1
Fir z € K gilt

| Pe(2) =2 <) @hla) @i —z <, (8.1)
1=1

da ¢i(x)=0fir |z;—x|>¢.
Nun betrachten wir

fe:i=P.o f|C.: C: — C..

Da 0 # C. C span({z1,...,2m}) konvex und kompakt ist, hat f. nach Korollar 8.2
mindestens einen Fixpunkt z. € C. , d.h.

Pe(f(ze)) = ..
Da f(xz.) € K , existiert eine Teilfolge ¢; | 0 mit
flze,) >z € K CC.

Aus (8.1) folgt
H f(xez) — Te; H:H f(xez) - PEz(f(xEZ)) HS €4,

also

und, da f stetig ist,
/1]
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Korollar 8.4 X sei ein Banachraum, und

f:B1(0) — X st stetig,
f(B1(0)) ist relativ kompakt,

f(0B1(0)) € B1(0).
Dann hat f mindestens einen Fixpunkt.

Beweis:

Essei ¢g:B1(0) - X mit

@ 8 @<,
TE=N fgr i || @) =1

g ist eine stetige Selbstabbildung
g: B1(0) — B1(0)

und ¢(B1(0)) ist relativ kompakt, da f(B1(0)) relativ kompakt ist .
Nach dem Fixpunktsatz von Schauder, Satz 8.3, hat ¢ eine Fixpunkt z € By(0) ,
d.h.

gla) =
Falls || f(x) |[< 1, so folgt
x=g(r) = f(z),
und 2 ist ein Fixpunkt von f .
Falls || f(x) |[> 1, so folgt
f(z)
Iz (=] g(=) 1=l T @) ] =1,

also z € 9B1(0) und nach Annahme

f(x) € B1(0),

im Widerspruch zu || f(z) ||[> 1.

/1]

Die folgende Verallgemeinerung kann als nichtlineare Version der Kontinuitdtsmethode
angesehen werden.

Satz 8.5 (Fixpunktsatz von Leray - Schauder)
X sei ein Banachraum, und

f:Xx[0,1] =X, fi(z)=f(zt)

eine kompakte Abbildung mit
Jo=0.

Weiter existiere A < oo , so dafs
flzt) =2 =z ||< A. (8.2)

Dann hat f1 mindestens einen Fixpunkt.
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Beweis:
Wir kénnen A =1 annehmen und definieren fiir 0 < e <1 die Abbildung g¢. : B1(0) —
X durch

1—
f( ° M) fir 1-e<[|z|<1,
[z e

f( m ,1) fir |z]l<1—¢.
1—c¢

ge () =

ge ist stetig, ¢g(B1(0)) ist relativ kompakt, da f eine kompakte Abbildung ist, und fiir
x € 0B1(0) gilt

go(2) = f(2,0) = 0,
also

9:(0B1(0)) € B1(0).

Mit Korollar 8.4 hat g. einen Fixpunkt z. € B1(0) , d.h.

ga(xa) = Te.

Setzen wir 1
< Te 7 — || 2« H) falls 1—¢e <[z ||I<1,
ot = { Tael” 2
) falls |z <1<,
1—c¢
so gilt
f(yeatE) = Ze-

Insbesondere gilt z. =|| z¢ || y- oder = (1 —¢)y. , und in jedem Fall

[ze—well= Nzl = lwell | <ellye I<e (8.3)
Da f kompakt ist, konnen wir eine Teilfolge &; | 0 wéihlen mit
(e, te;) = (2,1).

Mit (8.3) folgt (ve,,ts,) — (z,t) und f(z,t) =z ,da f stetig ist.
Daraus folgt mit (8.2), daB
| z||< 1.

und
[ ze; |2z [[<11—e;

also
[ ze; I<1—¢g

fiir groles 7 . Dies ergibt ¢., =1 =1t und

fl (iE) =,
also ist x ein Fixpunkt von f; .

/1]
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Beispiel 8.1 (Quasilineare elliptische Differentialgleichung in Nichtdivergenzform IT)

Essei ) # Q@ CcC R" offen mit glattem Rand und a;j,b € Clog’g(ﬁ xR xR"), 4,7 =
1,...,n, 0<a<1, mit
aij(m, z, w){,{j >0
fir (z,z,w) € QxR xR" und £ € R" — {0} .
Weiter nehmen wir an, da8 3 > 0, A < co existieren, so daf jede Losung u € C%*(£2)
der quasilinearen elliptischen Differentialgleichung

—a;j (., u, Vu)oiju + tb(.,u, Vu) =0 in €,

(8.4)
u=0 auf o
mit ¢ € [0,1] die apriori-Abschétzung
[ullers@< A (8.5)
erfiillt.
Behauptung:
Dann existiert eine Losung u € C*%(Q) won (8.4) fir t=1.
Beweis:

Fir ve CY(Q) gilt a(.,v, Vo), b(.,v,Vv) € C*F(Q) und mit Beispiel 6.1 existiert
eine eindeutige Losung u =: f(v) € C>*59(Q) der linearen elliptischen Differentialglei-
chung

—a;j(.,v, Vu)diju+b(.,,v,Vv) =0 in Q,
uw=0 auf oN.

(8.6)

Weiter gilt die Abschitzung
| v llcrs)y< M = ulc2asy< C(M),

wobei C'(M) neben M von ,a, und den Koeffizienten a;;,b abhéngt. Somit bildet
f:CH8(Q) = 0289(Q) — C18(Q) beschriinkte Mengen in relativ kompakte Mengen
ab.

Weiter ist f  stetig, denn sei v, — v starkin C1#(Q) , so konvergieren
a;ij (., vg, Vug) = aii(.,v, Vo), b(., vk, Vi) — b(.,v, Vv) gleichméssig auf @ und wuy :=
f(vg) sind beschrinkt in C2**0(Q) . Fiir eine Teilfolge kénnen wir annehmen, da8 ug —
u stark in C%(Q) und u € C*>*#0(Q) . Dann ist u eine Losung von (8.6), also u = f(v)
und somit f(vg) — f(v) stark in C%(Q) .

Damit ist f eine kompakte Abbildung. Wir setzen f(v,t) :=tf(v) fir ¢t € [0,1] und
sehen, dafl auch f(.,.) kompakt ist.

Gilt w = f(u,t) = tf(u) , so ist u € C**#9(Q) eine Losung von (8.4). Zuerst
folgt a;;(.,u, Vu), b(.,u,Vu) € C%*(Q) . Dann folgt mit der Eindeutigkeit der Lésung
der linearen Gleichung von Beispiel 6.1, da8 u € C%(Q) , also mit (8.5), daB

| ullere@)< A

Dann folgt mit dem Fixpunktsatz von Leray-Schauder, Satz 8.5, dal f; einen Fixpunkt
u € CHP(Q) hat. Wie eben folgt dann u € C*>*(Q2) , und w ist eine Losung von (8.4)
fir t=1.

7



/1]

In der Theorie der elliptischen Differentiagleichungen wird die apriori-Abschitzung (8.5)
unter weiteren Voraussetzung an die Koeffizienten nach folgendem Schema bewiesen, siehe
[GT] §11:

i) Abschétzung fiir || u |[co(q) -

(

(ii) Abschétzung fiir || Vu [|co@o) durch || u [cowy -

(iii) Abschitzung fiir || Vu [[coqy durch || u [[coqy und || Vu [[coaq) -
(

iv) Abschiitzung fiir holg sVu durch [l u [|coiq) und || Vu [[co(q) -
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9 Variationsungleichungen

X sei ein Banachraum, () 2 M C X konvexund f: M — X* eine Gradientenabbildung,
z.B. f=DFmit F:UM)—->R.
Nun sei w € M ein absolutes Minimum von F auf M , d.h.

F(u) < F(v) furallev e M.

Daraus folgt
0 < Oy F(u) = (DF(u),v —u),

also
(f(u),u—v) <0 fiir alle v € M. (9.1)

(9.1) heiBt Variationsungleichung. Fiir u € int(M) folgt f(u) =0
Wir betrachten hier Variationsungleichungen im Zusammenhang mit monotonen Ope-
ratoren.

Definition 9.1 X sei ein Banachraum und O # M C X konvez. Eine Abbildung
A:M— X*
heifst monotoner Operator, falls
(i) A hemistetig ist, d.h.

t— (A((1 — t)u + tv),w) ist stetig fir u,v € M,w € X,

(ii) A ist monoton, d.h.

(A(u) — A(v),u —v) >0 fiir alle u,v € M.

A heifit strikt monoton, falls
(A(u) — A(v),u —v) >0 fiir alle u # v € M.
A heifit stark monoton, falls
(A(u) — A(w),u —v)y >y(Ju—v ) ||u—v]| fir aleuv e M,
wobei y(t) >0 firt >0, ~(t) — oo firt— oo und 7y monoton nichtfallend ist.

d

Grundlegend fiir die Betrachtung von Variationsungleichungen fiir monotone Operatoren
ist das folgende Lemma.

Lemma 9.1 (Minty-Lemma) X sei ein Banachraum, () # M C X konvex und
A: M — X* sei ein monotoner Operator.
Dann sind fiir uwe M, € X* folgende Aussagen dquivalent.

()
(A(u) — Aju—v) <0 fir allev e M,
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(it)
(A(v) — A,u —v)y <0 fir alle v € M.
Beweis:
(1) = (i7):
Es gilt
(A(w) = Ayu —v) = (A(u) — Aju —v) — (A(u) — A(v),u —v) <0,

da A monoton ist.

//
(i) = (i):

Fir ve Mseiv.:=(1—¢e)u+ev=u+¢e(v—u) fire >0 klein. Dann gilt

—_

0> —(u—v, A(ve) = A) = (u—v, A((1 —e)u+ev) — A) = (u—v,A(u) — A),

™

da A hemistetig ist.

/1]

Beispiel 9.1 (Quasilineare elliptische Differentialgleichung in Divergenzform III)

Wir betrachten die quasilineare elliptische Differentialgleichung in Divergenzform aus Bei-
spiel 2.2 und 4.2

—0;(4i(.,u,Vu)) + B(.,u,Vu) =0 in Q,
u=0 auf 0f,

(9.2)

mit den Bedingungen (2.1) und (2.2) und den Differentialoperator f : Wol’p(Q) —
W, P(Q)* mit
f(u).w:= /(A(.,u, Vu)Vv + B(.,u, Vu)v).
Q
Betrachten wir vereinfachend, dafl A;(x, z,w) = A;(z,w) und B(z, z,w) = B(zx) , so gilt

() = F0)u =) = [ (AGT0) = A V) (Tu=T0) 2 o v
Q
wobei wir (2.2) und die Poincaré-Ungleichung verwendet haben. Damit ist f stark mo-

noton.
Im allgemeinen ist f aber nicht monoton.

Um mehr Anwendungen zu haben, betrachten wir Stérungen von monotonen Operatoren.
Wir kommen zum Haupsatz dieses Paragraphen.
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Satz 9.1 X sei ein refleviver Banachraum, O # M C X konvex und abgeschlossen, und
A:MxM— X* f:M— X* mit f(u) = A(u,u) erfillen folgende Bedingungen:

(1)

A(w,.) ist ein monotoner Operator, fir alle w € M, (9.3)
(i)
A(.,u) ist schwach-stark-stetig auf beschrinkten Mengen, fir alle u € M,  (9.4)

d.h. auf beschrinkten Mengen ist A(.,u) stetig von der schwachen Topologie auf X
in die starke Topologie von X* |

(iii) f koerziv beziiglich eines Punktes uy € M , genauer fir uy € M gilt
|| ug || = oo = liminf(f(ug), ur — ug) > 0, (9.5)
k—o00
(iv) f st beschrinkt auf endlich-dimensionalen Unterrdumen, genauer fir endlich-
dimenstonale Unterrdume j:Y — X st

jrofoj: MNY — Y™ eine beschrinkte Abbildung. (9.6)

Dann hat die Variationsungleichung
(f(u),u—v) <0 firaleve M (9.7)

eine Lisung.
Ist weiter X = M , so folgt (9.6) aus (9.3), (9.4).

d

Zuerst kann mit der Koerzivitdtsbedingung (9.5) die Losung der Variationsungleichung
(9.7) auf beschrinktes M reduziert werden.

Proposition 9.2 X sei ein Banachraum und () # M C X konvez, abgeschlossen und
f:M — X* erfille (9.5).

Falls (9.7) fiir alle konvexen, abgeschlossenen und beschrinkten M' C M eine Lésung
hat, so hat (9.7) auch eine Losung auf M .

Beweis:
Mit (9.5) existiert ug € M, R >0, so dafl

(f (), u —uo) >0,

falls || u|> R . Es sei

M’ := M 0 Bg(0),

und geméifl Voraussetzung existiert u € M’ mit

(f(u),u —v) <0 fiir alle v e M. (9.8)
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Sei weiter R >|| ug || , also up € M’ , so folgt
(F ) — o) <0,
also || u ||< R . Daraus folgt fiir beliebiges v € M , dafl
vei=(1—¢e)lutev=u+e(v—u) e M,

falls € > 0 klein genug ist.
Wieder folgt mit(9.8), daf

02> (f(u),u—wve) = e(f(u),u—v),
also 16st w (9.7) auf M .

/1]

Wir approximieren den allgemeinen Fall in Satz (9.1) durch endlich-dimensionale Rdume.

Proposition 9.3 (9.7) hat unter den Bedingungen von Satz 9.1 eine Losung, wenn zusditz-
lich dim X < oo .

Beweis:
Mit Proposition 9.2 kénnen wir M C Bgr(0) als beschrinkt annehmen. Falls M # ()
einpunktig ist, so ist (9.7) trivial. Also habe M mindestens zwei Punkte, und wir nehmen
0B.dA. M C X = R"mitint(M) # 0 an. Wir identifizieren (R")* = R" und
betrachten f: M — R" A: M x M — R" .
Fir 6 >0 ist
Mg := M — Us(OM)

konvex, abgeschlossen und nichtleer, falls § klein.
Behauptung:

f|Ms ist stetig.
Beweis:
Dazu sei ug,u € Ms mit up — u . Mit (9.4) folgt fir v € M , daB A(ug,v) — A(u,v) .
Weiter ist f(ug) mit (9.6) beschrénkt, also A(ug,,uy,) = f(ug,) — A € R® fir eine
Teilfolge. Daraus folgt mit (9.3), da8

(A(u,v) = A u —v)  (A(ug,,v) — A(ug,, uk,), u, —v) <0 fiir alle v € M.
Mit dem Minty-Lemma 9.1 angewandt auf A(u,.) folgt
(A(u,u) — Ayju—v) <0 fiir alle v € M.

Da u e Ms Cint(M) , folgt f(u) = A(u,u) = A , und damit

fur) = f(w).

//
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Nun sei
h5 = PM5 o (Zd — f)|M5 : M(g — M(;,

wobei Py : R"™ — Ms die orthogonale Projektion auf die konvexe, kompakte Menge
My ist.

Mit dem Fixpunktsatz von Brouwer, Korollar 8.2, hat hs mindestens einen Fixpunkt
us € Ms . Dann gilt fiir ws := us — f(us) , da Py, (ws) = us und mit der Definition von
PM6 s daf3

0> (us — ws,us —v) = (f(ug),us —v) fir alle v € My, (9.9)

also 16st us (9.7) auf M; .
Da us € M und M Dbeschrinkt ist, folgt mit (9.6) fiir eine Teilfolge 6 — 0, dal

us, = u € M, Alus,,us,) = flus,) = A € R"
Daraus folgt fiir v € M mit (9.4), dafl
A(us,,v) = A(u,v),
und mit (9.3), daB
(A(u,v) — A u —v) + (A(ug,,v) — A(us,, us, ), us, —v) <0 fiir alle v € M.

Mit dem Minty-Lemma 9.1 angewandt auf A(u,.) erhalten wir

(A(u,u) — Ayu—v) <0 fiir alle v € M.
Fir v € int(M) = UgenMs, folgt mit (9.9)

(A u—w) « (f(ug,), ug, —v) <0
und
(f(u),u —v) = (A(u,u) — A,u —v) + (A,u —v) <O0.

Da M =int(M) , erhalten wir (9.7).

/1]

Beweis von Satz 9.1:
Mit Proposition 9.2 kénnen wir M C Br(0) als beschrénkt annehmen.
Fir v e M definieren wir

S):={ue M| (Alu,v),u —v) <0 }.

Behauptung:
S(v) ist schwach kompakt.

Beweis:

Da S(v) € M beschriankt und X reflexiv ist, geniigt es nach dem Satz von Banach-
Alaoglu zu zeigen, da§ S(v) schwach abgeschlossen ist. Da M konvex und abgeschlossen
ist, ist M auch schwach abgeschlossen, siehe [Ru] Theorem 3.12, und es geniigt zu zeigen,
dass S(v) in M schwach abgeschlossen ist.
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Dazu sei u € M — S(v) , also (A(u,v),u —v) =: p > 0. Wegen (9.4) gibt es eine
schwache Umgebung U von u , so daf fiir alle w e UNM gilt

1 u
[(A(u,v),u —w)| < 5 | A(w,v) — A(u,v) ||< iR

Daraus folgt fiir w e UNM , dal
(A(w,v),w —v) =
= (A(U},’U) - A(u’v)’w - U> + <A(u’v)’w - u> + <A(u’v)’u - ’U> >
K K
= —v =C >

da M C Bpr(0) . Dies ergibt UNMNS(v) =0, und S(v) ist schwach abgeschlossen in
M , also schwach abgeschlossen.

//

Falls nun fiir beliebige, endlich viele wvy,...,v,,, € M
S(v)N...NS(vy) #0, (9.10)

So existiert

u € NpemS(v) # 0,

d.h.
(A(u,v),u —v) <0 fiir alle v € M.

Mit dem Minty-Lemma 9.1 folgt
(f(u),u—v) = (A(u,u),u —v) <0 fiir alle v € M,

und wu 16st (9.7) auf M .
Wir zeigen (9.10). Dazu sei Y := span{vi,...,vn} C€ X endlich-dimensional. Setzen

wir M := M NY und definieren wir f: M —Y*, A: M x M — Y* durch

(A(w,u),v) == (A(w,u),v) fiir w,u € M,veY,

f(u) :== A(u,u) fiir ue M

so existiert mit Proposition 9.3 ein u € M , das
(A(u,u),u —v) = (f(u),u —v) <0 fiir alle v € M
erfiillt. Mit dem Minty-Lemma 9.1 folgt
(A(u,v),u —v) <0 fiir alle v € M,

also
u€ S(v)N...NS(vm),

da vy € MNY = M . Dies ergibt (9.10).

//
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Es verbleibt zu zeigen, da8 (9.6) im Fall X = M aus (9.3), (9.4) folgt. Fiir j:Y — X

endlich-dimensional ist

A=j0Ao(jxj):Y xY =Y [fu):=Alu,u),

im ersten Argument stetig und im zweiten Argument ein monotoner Operator.

Angenommen 3
| f(ug) |= o0

fiir eine beschriankte Folge up € Y . Fiir eine Teilfolge gilt

f(u)
| f (ure) |l

~

ur — u stark in Y, — A stark in Y,

mit |Af=1.
Da A im zweiten Argument monoton ist, folgt fiir alle v € Y , daf3

0 <] fl(uk,uk) H_l <f1(uk,uk) — fl(uk,v),uk —v) = (A, u — ),

da A(up,v) = A(u,v) und || A(ug, ug) ||— oo .

Da v €Y beliebig war, folgt A =0 im Widerspruch zu || A ||= 1 . Damit ist (9.6)

bewiesen.

/1]

Als Korollar ergibt sich folgender klassischer Satz fiir Variationsungleichungen fiir mono-

tone Operatoren.

Korollar 9.2 (Satz von Brouwder 1963, Minty 1963)

X sei ein reflexiver Banachraum und A : X — X* ein monotoner Operator, der koerziv

st 9m Sinne von

A
lim 7< (w), u) = oo0.
lull=oe [ ||
Dann ist A surjektiv.
Beweis:
Fir A e X* ist
F(u) = Afu) - A
ein monotoner Operator. Aus (9.11) folgt
()
lull—o0 || w | ’

also insbesondere (9.5) fir up =0 .
Mit Satz 9.1 existiert u € X mit

(f(u),u—v) <0 fir alle v € X,

also f(u) =0und A(u) =A .
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Fiir separables X erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar 9.3 Ist X separabel, so kann in Satz 9.1 die Stetigkeitsbedingung (9.4) durch
Vollstetigkeit ersetzt werden, d.h. fir wg,w € M,wp — w schwach in X gilt

A(wg,u) = A(w,u) stark in X*. (9.12)

Beweis:
Wir zeigen allgemein fiir Banachrdume X,Y mit X separabel und reflexiv, ) # M C X
beschrankt, daf} eine vollstetige Abbildung ¢ : M — Y auch schwach-stark-stetig ist.

Da X separabel und reflexiv ist, ist auch X* separabel, sieche [A] Satz 6.8. Es sei
{Al}lEN dicht in X™* .

Nun sei V CY offen in der starken Topologie von Y und U :=¢ }(V)C M C X .
Wir zeigen, daB U schwach offen in M ist.

Angenommen x € U C M sei kein schwach innerer Punkt von U in M , dann
existieren xp € M — U mit

[Aj(zp — )| < 1/k furl=1,... k.

Daraus folgt
Nz — N fir k — oo, fiir alle [ € N,

und, da xp € M beschrinkt sind,
Az, — Ax  fiir k — oo, fiir alle A € X*.

Also
rp € M —U, x€M, x,— xschwach in X.

Da g vollstetig ist, folgt
g(z) — g(x) € V. stark in Y,

also
g(xg) €V fiir fast alle k € N.

Dies ist ein Widerspruch, da
o U =g (V).

/1]

Beispiel 9.2 (Quasilineare elliptische Systeme in Divergenzform IV)
Essei 0 #Q CcCcR"n,meN,1<p<oo und

A; i Q x R™ x R™X7 _ R™
B:QxR™ 5 R™,

seien Caratheodoryfunktionen mit den Wachstumsbedingungen

|4, 2,w)], |B(2, 2)| < p(z) + C(|2P + || w [P, (9-13)
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wobei ¢ € L1(Q),q = 1% ,
mit der Monotoniebedingung

n m
ZZ (z,z,wq) — Al (z, z,w1)) (w2 —w1)] >0 (9.14)
=1 j=1
und mit den Koerzivitéitsbedingungen
n m .
> 3 A,z w)w] > oo || w [P =8|2P — p5(x),
==l } } (9.15)
5 Bie,2)2 > ~8|zlF - ps(a),
j=1

fiir ein ¢y > 0 und zu jedem & > 0 existiert ¢g5 € L1(1) .
Dann hat das quasilineare elliptische System

—0;(Al (., u, Vu)) + Bi(,u) =0 in Q,
uw=0 auf 09,

(9.16)

eine schwache Lésung u € Wol’p(Q,Rm) , d.h.

/(Ag(.,u, Vu)oiv! + B (,u)e!) =0 fiir alle v € Wol’p(Q,]Rm).
Q

Beweis:
Essei X := W P(Q,R™) und A: X x X — X* mit

(A(w,u),v) = /(A{(.,w,vu)awj + BI(.,w)v?).
Q

Mit (9.13) ist A wohldefiniert, beschrinkt und stetig, und mit (9.14) ist A im zweiten
Argument ein monotoner Operator.

A ist im ersten Argument vollstetig, denn sei wjy — w schwach in T/VO1 P(Q,R™) , so
folgt mit dem Satz von Rellich, Beispiel 4.1, wj — w stark in LP(Q2) und mit Beispiel
2.1, dafl

A(,wg, Vu) - A(,w,Vu) und B(.,wg) — B(.,,w) stark in LI(Q).
Fiir v e WyP(Q,R™) gilt
[(A(wg, u) = A(w, u),v)| <
SH A('vwlmvu) - A(.,w,Vu) HL‘I(Q) H Vu HLP(Q) +
+ || B(.;wi) — B(.,w) |lpa) | v lzr @)

also
| Auw,u) — Alw, ) o0y <

SH A('vwlmvu) - A('7w7vu) HL‘I(Q) + H B('7wk) - B('vw) ”L‘I(Q)_) 0.
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Schliefllich verifizieren wir die Koerzivitatsbedingung (9.5) fiir f(u) := A(u,u) . Es gilt
mit (9.15) und der Poincaré-Ungleichung

(f(u),u) = S{(A(.,u, Vu)Vu + B(., u)u) >

> co || Vu [y ~26 | 0 |20y —~Cs =

> [ ullf —Cs

WyP ()

fiir 0 klein genug.
Mit Satz 9.1 und Korollar 9.3 existiert eine Losung u € VVO1 P(Q,R™) der Variations-
ungleichung

(f(u),u—v) <0 fiir alle v € Wy P(Q,R™),
also f(u) =0, und w lost (9.16).

/1]

Beispiel 9.3
Wir betrachten die semilineare elliptische Differentialgleichung

—Au+ B(u) =¢ in Q,
uw=0 auf 09,

(9.17)

wobei ) # Q CC R"™ offen, ¢ € L%(Q), B € Clog’cl(R) monoton nichtfallend ist.
B erfiillt i.a. nicht die Wachstumsbedingung aus Beispiel 9.2. Wegen der Monotonie von
B gilt:
Behauptung:
Es existiert eine Lisung u € Wol’Q(Q) mit B(u) € L*(Q) wvon (9.17).
Beweis:
Dazu wihlen wir By € C}(R) nichtfallend mit
Bi — B gleichmiflig auf kompakten Teilmengen von R.

Wir definieren Ay : Wol’Q(Q) — Wol’Q(Q)* durch

!Vqu—l—Bk u)v).

Dann ist Ay stetig, monoton und koerziv im Sinne von (9.11), da

(Ar(u) = Ap(v),u —v) > f(!V(u —v)? + (Br(u) — By(v))(u —v)) >
>HV(u—v) 720y <o Hu—vH 12 ()

mit der Poincaré-Ungleichung.

88



Mit dem Satz von Brouwder-Minty, Korollar 9.2, existiert u € VVO1 2(Q) mit Ag(uy) =
o e Wy (Q)* , d.h.

/ (VupVo + By(ug)v) = / pv fiir alle v € Wy (Q). (9.18)
Q Q

Wir kénnen 0.B.d.A. B(0) = By(0) = 0 annehmen, indem wir B durch B —
B(0) und ¢ durch ¢ — B(0) ersetzen. Dann gilt Bg(z)z >0 fiir z € R .
Fiir v =1wy in (9.18) folgt

I Vg 1720y < f(qukP + By (uk)ug) =

= [ <6 | e Iy +C5 | sy 08 | Ve Iy +C5 1 Bz

mit der Poincaré-Ungleichung, also
| Vug [[L2@)< C.

Fiir eine Teilfolge gilt mit dem Satz von Rellich, Beispiel 4.1,

ur — w schwach in I/Vol’Q(Q)7 stark in L?(€2),
(9.19)

By (ux) — B(u) punktweise fast iiberall in (2.
Da By € C}(R), Bi(0) = 0, iiberzeugt man sich leicht, dal By (uy) € WOI’Q(Q) und
V(Br(ur)) = By (k) Vg
Da Bj >0, folgt mit v = Bj(ug) in (9.18), daB

I Br(ur) 17200y < S (B, (un) | Vugl* + Br(ug)?) =
Q

= f%ka uk) >~ 3 H Bk(uk) ||L2(Q 2 H 2 ||L2(Q

also
| Br(ur) 2y <l ¢ llz2(0)

Mit (9.19), dem Lemma von Fatou und dem Konvergenzsatz von Vitali folgt B(u) € L?(£2)
und
By(ux) — B(u) schwach in L*(Q).

Dann ergibt (9.18) fiir v € Wy*(Q) , daB

/ (VuVv + B(u)v) < /(Vuva + By (ug)v) = /gov,
Q Q
also ist u € Wol’Q(Q) eine Losung von (9.17) mit B(u) € L*(Q) .

/1]
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Beispiel 9.4 (Hindernisproblem)
Es seien 2, A;, B wie in Beispiel 9.2 fiir m =1 . Weiter sei uy :  — RU{xoo} mefibar
mit

u_ <0< ug.

Wir setzen
M:={ve Wol’p(Q) | u— < v < wuy fast iiberall auf Q }.

M # () ist konvex und abgeschlossen in WO1 P(Q) . Dann existiert nach Satz 9.1 und
Korollar 9.3 ein v € M mit
/(A(.,u, Vu)V(u —v) 4+ B(,u)(u—wv)) <0 fiir alle v € M.
Q

Formal heifit dies
u_ <u<wugp in

uw=0 auf 09,

und
—0i(Ai(,u, Vu)) + B(,u) =0 in [u_ < u < uyl,

—0i(Ai( ug, Vuy)) + B(uy) =

— 0w, V) + Blyu) <0 in [u = uyl,
~ (A ul, Vul)) + B u) =

— 0w, V) + B(yu) > 0 in [u=u_].

Beispiel 9.5 (Stationdre Navier-Stokes Gleichung in R?)
Die stationiire Navier-Stokes Gleichung in R? lautet:
—vAu+uVu+Vp=¢ in Q,
divu=0 1inQ, (9.20)
u=u" auf O0.
Dabei ist § # Q cc R?® offen, 90 glatt, v > 0, ¢ € LY/°(Q,R3) und u° €

Wh2(Q,R3), divu’ =0 .
u € WH2(Q,R3) heiBt Losung von (9.20), falls

g{(u@iujaivj + u;O0ujv;) = g{apjvj fiir alle v € Wol’z(Q,R?’) mit div v =0,

divu=0 1in €, (9.21)
u—u’ e Wol’z(Q,]R?’).
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Behauptung:
Es existiert € =¢(Q2) >0 mit:

Fualls

| u® — a® lr3<ev fir ein e R?, (9.22)
so existiert eine Losung u € WH2(Q,R?) won (9.20).
Beweis:

Essei X :={veWh2(QR3) | divv=0} und
M:={veX |v—u’ecW,?(R% } =u’ + (X nWy2(Q,R3)).
Weiter seien f, A K :M — X*, f:=A+ K —¢ und

(A(u),v) = /Vaz‘ujaivja (K (u),v) == —/uz'u]@z‘% (p,v) == /tﬂj%‘,

Q Q Q

fir v € X . Dabei beachten wir, daf die Einbettung W%2(Q2) < L5(Q) stetig ist.
Daher sind f, A, K fir ¢ € L%5(Q) wohldefiniert und stetig. Weiter bilden f, A, K
beschrinkte Mengen von M C X in beschrankte Mengen von X* ab.

Mit Approximation von v € X C W12(Q,R3) und v € WOI’Q(Q,]R?’) durch Funktionen
aus C*(Q) bzw. C§°(Q) zeigt man fiir v e M,v € W&’Q(Q,Rg) die Identitét

<K(u),v> = —/uiujaivj = /(Biui)ujvj —|—/u,~8,~ujvj = /uiaiujvj.

Q Q Q Q

Damit sehen wir fiir eine Losung « € M der Variationsungleichung
(f(u),u—10) <0 firalleve M (9.23)

und fiir v € W01’2(Q,R3) mit div v =0, alsov € X N W01’2(Q,]R3) , durch Einsetzen von
b=utveud + (X NWy*(Q,R3)) = M, dass

0= <f(u),v> = /(V@iuj‘aﬂ)j + uiaiujvj — (pj?)j),
Q

und w erfiillt (9.21) und ist somit eine Losung der stationdren Navier-Stokes Gleichung
(9.20).

Klarerweise ist A ein monotoner Operator.

Um die Stetigkeitsbedingung fiir A(w,u) := A(u) + K(w) — ¢ im ersten Argument
zu verifizieren, geniigt es zu zeigen, dafl K vollstetig ist.

Dazu sei «*,u € M und v* — wschwach in X . Mit der stetigen Einbettung
Wh2(Q) — L%(Q) , dem Satz von Rellich, Beispiel 4.1, und dem Konvergenzsatz von
Vitali folgt

ub — u  stark in LY(Q,R3)

und

ufuf — wju;  stark in L2(). (9.24)

Daraus folgt

3
| K (u¥) = K(u) | x< D [ ufuf — gy (|2 -
ij=1
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Mit (9.24) folgt K (u*) — K(u) stark in X* , und K ist vollstetig.

Es verbleibt die Koerzivitatsbedingung (9.5) zu verifizieren. Dazu betrachten wir fir
uwe Mv:=u—u’eXnNW;?R? und rechnen

(f(u) — f(uo),u — u0> = 1// ]Vv]Q — /(uluj — u?u?)@ivj. (9.25)
Q Q

Wir schreiben

e — 00,0 — 00,0 0y s —
Uty — Uy Uy = Vi + U Vj + ViV

0 0 0_ 70 0_ 70 (9.26)
= vty + (U + vi)vj + <vi(uj —u5) + (u; — ﬂi)v]).
Setzen wir die ersten beiden Terme in (9.25) ein, so erhalten wir

/viﬂgﬁivj = — /(821)@)@?2}] =0

Q

o)

und

1
J @ v vvion =5 [ @+ waoP)

Q Q

1
~5 [ aa ) 1o =0,

Q

da |v2 € L3(Q), v;0v; € L3%(Q), T+t =2 also € Wol’g/z(Q) und v+ @’ €
WL2(Q) — L5(Q) .
Setzen wir die letzten beiden Terme aus (9.26) in (9.25) ein, so ergibt sich

!g{(w(u? — ) + (u) — a)v;)div;| <

< Clwllizs@ll v = a@° lzs@)ll Vo @< C(@Qev || v [f120),

wobei wir (9.22) und die Stetigkeit der Einbettung W12(Q) — L%(Q) verwendet haben.
Mit (9.25) und der Poincaré-Unlgeichung erhalten wir

<f(u) - f(uo),u - u0> > coV H v ”%/[/01’2(97[@3)7
falls £ klein genug ist. Daraus folgt fiir uw € M mit || u || x— oo , daB

(f(u) = f(u),u —u)

lu—u®|lx

— 0
und

I lﬁm <f(u)7u - u0> = 00,

d.h. (9.5). Aus Satz 9.1 und Korollar 9.3 folgt nun, da8 eine Losung w € M der Varia-

tionsungleichung (9.23) existiert. Wie oben bemerkt, erfiillt » (9.21) und ist somit eine
Losung der stationdren Navier-Stokes Gleichung (9.20).

/1]
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Teil 111
Appendix

A Der Satz von Sard

In diesem Anhang geben wir einen Beweis fiir den Satz von Sard fiir glatte Abbildungen
und folgen dabei und [M].

Satz A.1 (Satz von Sard [S], [M]) Es sei Q C R"™ offen, nichtleer, und f €
C (Q,R™) . Dann ist die Menge der singuliren Werte von f , d.h. die Menge aller

loc

y € R™ fiir die ein x € Q mit f(z) =y und
Df(x): R"™ — R™ ist nicht surjektiv
existiert, eine L™—Nullmenge in R™ .

Beweis:
Wir betrachten die Mengen der singuléren Punkte

Co:={z€Q|rank Df(z) <m }

und

Co ={zeQ|Difx)=0firj=1,....,k} firk=1,...,1,
Ci41:= 0,1 € N, und zeigen
L™(f(Cr — Cry1)) =0 fiirk=0,...,1, (A1)

wenn [m > n , was die Behauptung beweist.

Fir k=1,lm >nund x € C; sehen wir mit dem Satz von Taylor, dass f(z + h) —
f(z) = o(|h]') , genauer existiert mit der gleichmissigen Stetigkeit von D!f fiir jedes
kompakte K C Q und € > 0 ein gg . > 0 mit d(K,0Q) > ok und

f(By(z)) € B.y(f(x)) firalle 0< ¢ < ok, € C;NK. (A.2)

Nun wéhlen wir fiir 0 < 0 < ox eine maximale Menge paarweise verschiedener Punkte
z; € CNK,jeJ, mit |z; — x| > p fiir i # j . Dann gilt mit der Maximalitét

CiNKC UjeJBg(xj) (A3)

und andererseits sind B, /Q(mj), 7 € J, paarweise disjunkt, insbesondere

|J]e" 27" L™ (B1(0 Zﬁ 9/2 (z;)) ﬁn(UjeJng(wj)) <
jeJ
<L'{z eR" | d(z,K) < ok }) =t Mg < 00, (A.4)
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und |J| ist endlich. Mit (A.2) und (A.3) erhalten wir
L™(f(CNK)) < L™(Ujer f(Bo(x))) < Y L™(Bey(f(5))) < [ J](ed))"L™(B1(0)).
JjeJ
Da Im > n , ergibt dies fiir €, 0. <1 mit (A.4), dass
LT(f(CINK)) < |J|ea"L™(B1(0)) < CpmMke,

also L™(f(CiNK)) = 0fire - 0 und L"(f(C;)) = 0 mit einer abzéhlbaren
Ausschopfung von € mit kompakten Mengen. Dies ergibt (A.1) fir k=1.
Fir n=1,k=0,...,l—1 besteht

Cr — Crpr C [f® = 0] N [fEHD £ ]

nur aus isolierten Punkten, ist also hochstens abzdhlbar. Daraus folgt (A.1) fir &k =
0,...,1 — 1 sofort, und der Satz ist fiir n =1 bewiesen.

Fir n > 2 beweisen wir den Satz mit Induktion iiber n € N . Fir k=0,m =1
sehen wir

Co={ze€Q|rank Df(z) <m=1}=[Df =0=0C,

also Cp—C; = 0, und (A.1) ist fiir k = 0,m = 1 trivial erfiillt. Fiir k& = 0,m >
2und x € Cy — Cyist Df(x) # 0, zB. Opfm(z) # 0 nach Umnumerierung, und zum
Beweis von (A.1) fiir k=0 geniigt es zu zeigen, dass

L™ (f(Co N [Opfm #0])) = 0.

Da A := CoN[Opfm # 0]in QN [0nfm # 0] abgeschlossen ist, kann diese Menge als
abzahlbare Vereinigung kompakter Mengen geschrieben werden. Da deren Bild unter der
stetigen Abbildung f wieder kompakt sind, ist f(Co N [0, fm # 0]) eine Borelmenge,
insbesondere L™ —messbar.

Da m > 2, geniigt mit dem Satz von Fubini zu zeigen, dass

L7 {zeR™ | (2,t) € f(A) }) =0 fiir alle t € R.

Setzen wir
A =AN[frn =t =CoN[frn =t N [Onfm # 0]

und 7 :R™ — R™ ! 7(2,2,) := z , so miissen wir zeigen, dass
L (o £)(Ay)) =0 fiir alle t € R. (A.5)

Da n > 2, existiert zu = € Ay = CoN[fi = t]N[Onfrm # 0] mit dem Satz iiber implizite
Funktionen eine C°°—Funktion 1 : V(0) C R"~! — R mit 1(0) =0 und

U@) N [fm = fm(z) =1] Sz +{(y,¥(y)) | y € V(0)}

fiir geeignet kleine Umgebungen U(x) C R™ V(0) € R*~! . Machen wir in U(z) den
C>°—Parameterwechsel (y,s) — x + (y,¥(y) + s) , was das Bild von 7o f unverdndert
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ldsst, so konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass ¥ = 0,2 =0, also f,,(y,0) =t . Setzen
wir ¢(y) := (7o f)(y,0) , so erhalten wir

De(y) *
0 Onfm(y,0)

Da 0y, fn(y,0) # 0 fiir V(0) geniigend klein, da 0, fi(x) # 0 , so sehen wir

Df(y,0) =

rank Df(y,0) =1+ rank Dy(y)
oder anders ausgedriickt
Df(y,0) ist surjektiv <= Dy(y) ist surjektiv.
Da Df(y,0) fur (y,0) € Cy nicht surjektiv ist, sehen wir
(mo f)(AsnNU(zx)) C { singuldre Werte von ¢ }.
Da ¢ € C* , erhalten wir mit Induktion
L Y (o ) (A NU(x))) =0 fiir jedes = € A;.

Uberdecken wir A; mit abzdhlbar vielen U(z) , so folgt (A.5), und (A.1) ist fir k=0
bewiesen.

Fir k=1,....,0—1undz € Cp — Cryy gilt Dif(x) = 0fiirj = 1,...,k und
D(D*f)(z) = DFtf(z) # 0, 2.B. 0,DVfn(z) # 0 fiir einen Multiindex v mit |y| =
k > 1 nach Umnumerierung. Da DFf € O | existiert mit dem Satz iiber implizite
Funktionen und eine C°°—Funktion ¢ : V(0) CR" ! - R mit

U(@) N Cr = Crpr CU(@) N [D i = 0] C o+ {(y,¥(y)) | y € V(0)}

fiir geeignet kleine Umgebungen U(z) € R*, V(0) € R®~! . Nun betrachten wir ¢ :
V(0) SR — R™ mit (y) = f(z + (y,9(y)) . Fir @+ (y,9(y)) € C — Cpy1 haben
wir insbesondere D f(x + (y,¥(y)) =0, also auch Dp(y) = 0 . Dies ergibt

f(U(z) N C, — Cry1) C { singulidre Werte von ¢ }.
Da ¢ € C* , erhalten wir mit Induktion
LT™(U(x)NCx — Cry1) =0 fiir jedes x € C, — Cly1.

Uberdecken wir Cy —Cpy1 mit abzihlbar vielen U(x) , so folgt (A.1) fir k=1,...,1—1,
und der Satz ist bewiesen.

/1]
Bemerkung:
Tatsichlich gilt der Satz von Sard fiir C! — Abbildungen f : Q C R® — R™ mit
[ > max(n —m,0), (A.6)
siehe [S].
O
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B Topologische Anwendungen des Abbildungsgrades

Satz B.1 (Satz vom Igel)
Es sei Q CCR™ offen, 0 € Q und

f:00—=R"—{0}
sei stetig. Wenn n ungerade ist, so existiert x € 02 und A #0 mit
f(z) = Az.

Beweis:
Da n ungerade ist, gilt mit Proposition 7.4 (ii)

deg(—id, ,0) = ind(—id,0) = —1.

In jedem Fall gilt mit (7.1)

deg(id,,0) = ind(id,0) = 1.
Wir erweitern f zu einer stetigen Abbildung

f: Q=R

und wéhlen o € {£1} mit

deg(f,Q,0) # deg(oid, 2,0).
Mit Proposition 7.3 hat die Homotopie

O(z,t) := (1 —t)f(z) + otz
eine Nullstelle (z,t) € 02x]0, 1] . Dies ergibt

/1]

Korollar B.2 FEs existiert ein stetiges, tangentiales, nicht verschwindendes Vektorfeld an
S"=L CR"™ genau dann, wenn n gerade ist.

Beweis:
Ist n =2m gerade, so definieren wir f:S"~! = dB;(0) — S"~! durch

flx1, . 2om) == (Tmt1y - oy T2my —T1y e - oy —Tim)-

Dann ist f stetig, f#0 und f(z) orthogonal zu z , also tangential an S"~1 .
Ist n ungerade, und f ein stetiges, nichtverschwindendes Vektorfeld an S”~! , d.h.

f:8" 1 =0B,(0) —» R" — {0},
so existiert nach dem Satz vom Igel, Satz B.1, ein z € S" ! und A # 0 mit

f(x) = A,

und f(x) ist nicht tangetial an S~ !in x .
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Satz B.3 (Satz von Borsuk)
Es sei QQ CCR™ offen, symmetrisch beziiglich 0 und 0 € Q . Fir stetiges, ungerades

F100 - R"— {0},

d.h.
f(—.%') = —f(l')7
gilt nach Erweiterung zu f € C°(Q,R") , dafs

deg(f,$2,0) ungerade ist.

Beweis:
Wir erweitern f zu f € C°(Q,R") und setzen

Dann ist f ungerade und

f=f aufdf,

da f ungerade auf 0 ist. Daher betrachten wir 0.B.d.A. f € C°(Q,R") ungerade.
Nun wihlen wir f; € C*®°(Q,R") mit

| fi—f ||00(§)—> 0.

Wir setzen

fiw) = 5 (fi(a) — fi(—a).
Dann ist f; ungerade, und es gilt
1 fi = £ o= 0.
da f ungerade ist. Fiir grofle i gilt
deg([,2,0) = deg(f;, 2,0),

und wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, daf f € C>°(Q2,R") .
SchlieBlich wihlen wir A ¢ spec(Df(0)), A > 0 beliebig klein und setzen f = f—\id ,
also 0.B.d.A.
D f(0) invertierbar.

Im néchsten Schritt wollen wir 0 als reguldren Wert erhalten. Genauer:

Behauptung:
Fiir jedes € > 0 existiert g € C°°(£2,R") ungerade mit

lg—f HcO(ﬁ)< g,

und 0 ist reguldrer Wert von g¢ .

97



d

Aus der Behauptung folgt der Satz leicht, denn fiir & klein gilt mit Proposition 7.4 (iii),
0 € Qund g(0) =0, daB

deg(f,$2,0) = deg(g,,0) = sgn det Dg(0) + Z sgn det Dg(x). (B.1)
0#£x€g—1(0)

Da ¢ ungerade ist, gilt fir = # 0 mit g(x) =0 auch g(—z) =0, und ¢ hat eine

ungerade Anzahl von Nullstellen. Fiir jede dieser Nullstellen x , auch fir = = 0, gilt

sgn det Dg(z) € {£1} =1 modulo 2 , also ist deg(f,2,0) =1 modulo 2 , d.h. ungerade,
wie im Satz behauptet.

//

Beweis der Behauptung:
Fiur £=0,...,n betrachten wir die offenen Mengen

Qp={reQ|z; #0firein 1 <i<k},

insbesondere Qo = (0 . Wir wihlen ¢ € C*°(R) ungerade, mit ¢'(0) = 0 und ¢(t) #
0 firt#0.

Wir definieren durch Induktion iiber k = 0,...,n Funktionen gz € C®(Q,R")
beliebig nahe an f in C°(Q) und ungerade mit

Dgr(0) = Df(0),

0 ist regulérer Wert von gy |€.

(B.2)

Da Q¢ =0 erfiillt go=f (B.2) fir k=0.
Fir k=1,...,n wihlen wir gy , das (B.2) fiir k& — 1 erfiillt, und weiter einen
reguldren Wert A\; € R™ | beliebig klein, der Funktion

_ L 9k—1(£€)
() = o(x)

auf der offenen Menge {z € Q| 2 # 0 } , und setzen
9i(x) := gr—1(x) — Apep(wp).-
Es gilt gx € Coo_(ﬁ, R™) wungerade, und fiir A klein ist gx beliebig nahe an
gk—1 bzw. f in C°(Q) . Fiir € Q mit x, =0 gilt
(B.3)
Dy (x) = Dgp—1(x),

da ©(0) = ¢/(0) = 0, insbesondere

Dgr(0) = Df(0).
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Nun sei z € 5 mit
gr(w) =
Ist 2 =0, so folgt = € Q1 und mit (B. ) gk,l(m) =0, und, da 0 ein regulirer
Wert von gr—1/Q—1 ist, folgt wieder mit (B.3), daB Dgy(x) invertierbar ist.
Ist xr # 0, so gilt

gr(x) = (k) (g (x) — Ak)
insbesondere
Gr(x) = Ak
und, da A ein reguldrer Wert von g, auf {x € Q| xx #0 } ist, ist
Dgy(z) invertierbar.
Weiter gilt
Dgi(x) = (k) Dgi(x) + @' (2x) Gk (x) = Me)et, = (1) Dgr (),

da gr(x) = A\ . Nun ist ¢(xi) # 0 und somit Dgg(z) invertierbar. Also ist 0 ein
reguldrer Wert von g |Q .

//

Schlieflich setzen wir g = g, , und 0 ist ein reguldrer Wert von g auf €, da Dg(0)
invertierbar ist und 0 ein reguldrer Wert von g, auf ,, = Q — {0} ist. Damit ist die
Behauptung bewiesen.

/1]

Korollar B.4 (Satz von Borsuk-Ulam)
Es sei QQ CCR™ offen, symmetrisch beziiglich 0 und 0 € Q . Weiter sei

f:00—R™

stetig und m <n .
Dann existiert x € 00 mit

Beweis:
Falls nicht, so hat die ungerade Abbildung ¢ : 92 — R™ C R"” mit

g(x) = f(z) = f(==)

keine Nullstelle auf 9Q . Wir erweitern g zu g € C°(Q,R™) . Fiir y € B*(0) C R"
und e klein folgt mit Proposition 7.3 und dem Satz von Borsuk, Satz B.3, dafl

deg(g,$,y) = deg(g,$,0) # 0.

Dann folgt mit Proposition 7.2, dafl
B(0) € g(2) S R™,

also ein Widerspruch.
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Korollar B.5 (Satz von Lusternik-Schnirelmann)
Es sei Q CcC R™ offen, symmetrisch beziiglich 0 und 0 € Q . Ay,...,A, seien
abgeschlossene Teilmengen von 02 mit

00 =UL A,
Dann enthdlt mindestens eine der Mengen A; ein Paar antipodaler Punkte x,—x € A; .
Beweis: Es sei ¢; : 9 — [0, 00[ mit
i(z) = d(z, 4;),
und wir definieren f:0Q — R"~! durch
= (pi)i=1,..n-1-
Nach dem Satz von Borsuk-Ulam, Korollar B.4, existiert ein z € 0€) mit
f(x) = f(—=). (B.4)
Nun gilt = € A; firein i=1,...,n.
Ist 1 <i<n,sofolgt

und mit (B.4)

Dies ergibt z,—x € A; .
Ist x g A; firi=1,...,n—1,sogilt x € A, und ¢;(x) #0 firi=1,...,n—1.
Wieder folgt mit (B.4)
pi(—x) #0 furi=1,...,n—1,

also —z & A; . Daraus folgt x,—x € A4, .

/1]
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